Cvicenia zo vseobecnej topologie

14. decembra 2011

1 Zakladné pojmy

1.1 Nech d je metrika na mnozine X. Definuyme di,dy : X x X — R;

dy(z,y) = min{d(z,y), 1}, do(z,y) = 115?(5)7;) Dokdzte, %e dy, dy st metriky

na X, ktoré urcuju rovnaki topologiu.

1.2 Nech N je mnoZina vsetkyjch prirodzenych ¢éisel, a,b € N. Oznacme Ny p =
{a+mnb:n € NU{0}}. Dokdzte, Ze systéem B = {Nyp : a,b € N} je bdza
topologie na N.

1.3 Nech B; je baza topologie T1 a Bs je bdza topologie Ta. Nech pre kazZdé
VeB) and a € V existuje W € By tak, Ze a € W C V. Dokdzte, ze Ty C Ts.

1.4 Definujte pojem bdzy (subbdzy) pre systém vdetkych uzavretych podmno-
Zin v topologickom priestore. Sformulujte a dokdZte pre tieto pojmy analogické
turdenia k tvrdeniam o bdze (subbdze) topoldgie.

1.5 Dokazte, Ze plati:

a) Ak S je neprdzdny systém topoldgii na X, tak aj Ts = (Vyc5 T je topologia
na X.

b) Ak A je lubovolny systém podmnoZin mnoZiny X, tak existuje topologia Ty
na X, ktord mad nasledujice vlastnosti:

(i) AC Ty

(ii) Ak T je topoldgia na X a AC T, tak Ty C7T.

1.6 Nech A je lubobolny systém podmnoZin mnoZiny X. Potom S = AU{X}
je subbdza nejakej topoldgie Ts na X. Dokdzte, Ze Ts = T4, kde T4 je topoldgia
z predchddzagiceho cvicenia.

1.7 Ndjdite priklad dvoch topoldgii na nejakej mnozine X, ktorych zjednotenie
nie je topoldgia na X.

1.8 Overte, Ze systémy By = {[a, b] : a,b € Q, a < b}, By = {[a, b] : a <
b, a €Q, beR\Q}, B3 ={[a, b]: a, be R\ Q, a <b} st bdzy troch réznych
topoldgii na R.



1.9 Dokdzte, Ze v kaZdom topologickom priestore X pre kazdé A, B C X plati
AN B C AN B. Uvedte priklad topologického priestoru a jeho podmnozin A, B
tak, aby platilo ANB # AN B.

1.10 Nech (X, T) je topologicky priestor, A C X. Bod ¢ € X sa nazjva
hranicngm bodom mnoZiny A v (X, T), ak pre kazdé okolie U bodu a plati
UNA#D agUnN(X\ A) # 0. Oznacme b(A) mnozinu vietkych hranicnych
bodov mnoziny A - tato mnoZina sa nazyva hranica mnoZiny A.

a) Uréte b(Q), b(N), b((0, 1)), b([0, 1] v prestore redlnych cisel s obvyklou
topoldgiou, v Sorgenfreyovej priamke, v (R, 7_,), kde 7, = {(a,00) : a €
R} U{@, R}7 (R, 7&15) a (Rv an)

b) Dokdzte, ze b(A) = AN (X \ A).
¢) Dokdzte, 26 A= AUb(A).
d) Dokdzte, Ze b(A) je uzavretd mnoZina.

1.11 Owerte, Ze ak X je podpriestor priestoru Y a 'Y je podpriestor priestoru
Z, tak aj X je podpriestor priestoru Z.

1.12 Uwvedte priklad mnoziny X a nekonecnej postupnosti navzdjom roznych
metrik (resp. metrik ohranicenygch 1) na X tak, aby vsetky tieto metriky urcovali
tu istu topoldgiu na X .

1.13 Nech (X, d) je metricky priestor, ) # A C X. Nech pre c € X d(c, A) =
inf{d(c, a): a € A}. Dokdzte, Ze pre kazdé c € X c € X v (X, Tg) vtedy a len
vtedy, ak d(c, A) =0.

1.14 Nech R je mnoZina vsetkych redlnych céisel a T je kofinitnd topoldgia na
R, t.j. T={U € P(R) : R\ U je konecnd} U {0}. Dokdzte, Ze priestor (R,T)

je separabilny a nevyhovuje 1. aziome spocitatelnosti.

1.15 Ukdzte, Ze Sorgenfreyova priamka vyhovuje 1. aziome spodlitatelnosti a
nemd spocitatelni bdzu.

1.16 Zistite, ¢i Sorgenfreyova priamka je metrizovatelny priestor.

1.17 Dokdzte, Ze ak topologicky priestor X md spocitatelni bdzu, tak kaZdd
bdza topoldgie priestoru X obsahuje spocitatelnt bdzu.

2 Spojité zobrazenia

2.1 Nech X, Y su topologické priestory, f : X — Y je zobrazenie a a € X.

Dokdzte, Ze f je spojité v bode a vtedy a len vtedy ak pre kaZdi podmnoZinu
A C X plati: Ak a € A, tak f(a) € f[A].

2.2 Dokdzte, ze ak f : X — Y je spojité v bode a € X ag:Y — Z je
spojité v bode f(a), tak zloZené zobrazenie go f : X — Z je spojité v bode a.



2.3 Qwerte, Ze plati:
a) sin : [0, 27] — R je uzavreté spojité zobrazenie, ktoré nie je otvorené.
b) sin: R — [—1, 1] je otvorené spojité zobrazenie, ktoré nie je uzavreté.

2.4 Qwverte, Ze priestor R redlnych cisel s obvyklou topologiou a Sorgenfreyova
priamka nie su homeomorfné.

2.5 Nech f, g: X — Y su spojité zobrazenia a Y je Ty-priestor. Dokdzte, Ze
mnozina B ={x € X : f(x) = g(x)} je uzavretd podmnozina X. Ako dosledok

dostdvame, Ze ak AC X, A=X a fla=g|a, tak f = g.

2.6 Nech Dy = {(w,y) € R? : 22+y? <1} a[-1, 1] x[-1, 1] si podpriestory
priestoru R2 s obvyklou topoldgiou. Dokdzte, Ze tieto priestory si homeomorfné.

2.7 Overte, Ze stereografickd projekcia je homeomorfizmus.

2.8 Overte, Ze nasledujice zobrazenia su spojité (R™, R si priestory s obuvyklou
topoldgiou urcenou euklidovskou metrikou,):

a) f: RZ—R; f(a,b)=a+b

b) g: R? —R; g(a,b) =ab

¢) h: R*" —R; h(ay, ..., an) =maz{ay, ..., an}

d)u: R —R; u(ay, .., a,) =min{ay, ..., an}

2.9 Nadjdite topologické priestory X, Y, subbdzu S v priestore X a spojité
zobrazenie [ priestoru X do priestoru Y tak, Ze pre kazdé V. € S f(V) je
otvorend vY al [ nie je otvorené zobrazenie.

2.10 Nech (X, T) je topologicky priestor, A C X. Definujme intA = U{V €
T : V C A}, intA sa nazgva vnitro mnoZiny A.

a) Dokdzte, Ze plati:

. Pre kazdé A C X plati intA C A.

intX = X.

. A je otvorend v (X, T) vtedy a len vtedy, ked intA = A.

. Pre kazdé A, B € P(X) plati int(AN A) = intANintB.

. Pre kazdé A € P(X) plati int(intA) = intA.

. Pre kazdé A € P(X) plati intA = X \ (X \ A).

b) Zistite, ¢i plati: Zobrazenie f : X — Y je spojité vtedy a len vtedy, ked pre
kazdé A € P(X) plati flintA] D intf[A].

2.11 Dokdzte, ze

a) Vietky otvorené intervaly ako podpriestory priestoru R sd navzdjom home-
omorfné.

b) Vsetky uzavreté ohranicené intervaly ako podpriestory priestoru R si navzd-
jom homeomorfné.

¢) Ziadne dva z intervalov (0, 1), (0, 1], [0, 1] nie st homeomorfné (ako pod-
priestory priestoru R).

2.12 Najdite priestory X, Y také, Ze existuje vnorenie X do Y, existuje vno-
renie Y do X a priestory X, Y nie si homeomorfné.



3 Zakladné topologické konstrukcie a pribuzné
pojmy

3.1 Dokazte, ze X je Tp-priestor vtedy a len vtedy, ak podmnozina Ax =
{(z,z) : x € X} priestoru X x X je uzavretd v X x X.

3.2 Nech X, Y su priestory, Y je Ts-priestor a f : X — Y je spojité zobra-
zenie. Dokdzte, Ze potom mnoZina {(z, f(z)) : = € X} je uzavretd v X x Y.
Plati aj obtatené turdenie?

3.3 Nech pre kazdé o € I je M, podpriestor priesoru X,. Dokdzte, Ze potom
[1ocr Mo je podpriestor priestoru [[,c; Xa-

3.4 Nech f1 : X1 — Y1, fo : Xo — Y5 st spojité zobrazenia. Dokdzte, Ze

potom aj zobrazenie f1 X fo 1 X1 X X9 — Y1 xYa; (fix fo)(x,y) = (f1(x), f2(y))
je spojité.

3.5 Nech R je priestor redlnych cisel s obvyklou topoldgiou, n € N. Dokdzte,
Ze sucinovd topoldgia priestoru R™ je totoZnd s topoldgiou, ktoré je urcend euk-
lidovskou metrikou na mnozine R™.

3.6 Nech (X, dx), (Y, dy) st metrické priestory.

a) Overte, Ze d: (X xY)x (X xY) —R; d((a,b), (c,d)) = dx(a,c)+dy(b,d)
je metrika na X x Y.

b) Dokdste, ze (X X Y, Ty) = (X, Tay) x (Y, Tay).

3.7 Nech X, Y su topologicke priestory a X XY je ich topologicky sucin. Do-
kdzte Ze plati:

a) Pre kazdé a € X je podpriestor uréeny mnozinou {a} x Y priestoru X x Y
homemorfny s priestorom Y a pre kaZdé b € Y je podpriestor uréeny mnoZinou
X x {b} priestoru X xY homeomorfny s X.

b) Priestor X je homeomorfny s podpriestorom Ax = {(z,z): = € X} pries-
toru X x X.

¢) Zovseobecnite vhodngm sposobom, ak je to moiné, a), b) pre topologicky sicin
lubovolného neprdzdneho systému topologickych priestorov

3.8 Nech X je priestor. Dokdzte, Ze plati:

a) Priestor X je normdlny vtedy a len vtedy, ak pre lubovolné otvorené podmno-
ziny U, V priestoru X také, Ze UUV = X ezistuju uzavreté podmnoziny A, B
priestoru X tak, 2e ACU,BCV aAUB = X.

b) Dokdzte, Ze ak X je normdlny (Ty-) priestor a f : X — Y je uzavreté,
spojité a surjektivne zobrazenie, tak aj Y je normdlny (Ty-) priestor.

¢) Ilustrugte na prikladoch, Ze pre faktorové zobrazenia a otvorené,spojité a sur-
jektivne zobrazenia analogické tvrdenie neplati.

3.9 a) Nech f: X — Y je faktorové zobrazenie, A je podpriestor priestoru
X, f(A) je podpriestor priestoru Y. Ukdzte na priklade, Ze ziZené zobrazenie



fla: A— f(A) nemusi byt faktorové zobrazenie.

b) Nech f: X — Y je faktorové zobrazenie, B C Y. Dokdzte, Ze ak B je
uzavrety alebo otvoreny podpriestor priestoru’Y a f_1(B) oznacuje podpriestor
priestoru X wurceny mnoZinou {x € X : f(x) € B} tak zobrazenie f |;_ (p):
f-1(B) — B je faktorové zobrazenie. Ilustrujte na prikladoch, Ze predpoklad o
uzavretosti, resp. otvorenosti podpriestoru B nie je mozné vynechat.

3.10 a) Nech E je reldcia ekvivalencie na priestore [0, 1] x [0, 1] (podpriestor
priestoru R?) takd, Ze (v, y)E(u, v) vtedy a len vtedy, ked (z, y) = (u, v) alebo
y=v a{x, u} ={0, 1}. Dokdzte, Ze faktorovy priestor priestoru [0, 1] x [0, 1]
podla E je homeomorfny s priestorom S x [0, 1], kde S* je podpriestor pries-
toru R? uréeny mnozinou {(z, y) € R? : 22 +y? = 1}.

b) Nech E je reldcia ekvivalencie na priestore [0, 1] x [0, 1] (podpriestor pries-
toru R?) takd, Ze (x, y)E(u, v) vtedy a len vtedy, ked (x, y) = (u, v) alebo
y=v a{zr, uf ={0, 1} alebo z =u a {y, v} = {0, 1}. Dokdzte, Ze faktorovy
priestor priestoru [0, 1] x [0, 1] podla E je homeomorfny s priestorom S* x S1.

4 Kompaktné priestory

4.1 a) Dokdzte, Ze ak A je uzavretd a B je kompaktnd podmnoZina priestoru
X, tak AN B je kompaktnad.

b) Ndjdite priklad priestoru X, v ktorom existuji kompaktné podmnoZiny A, B
take, ze AN B nie je kompaktnd.

¢) Ndjdite priklad Ty -priestoru X, v ktorom existuju kompakiné podmnoZiny A,
B také, Ze AN B nie je kompaktnd.

4.2 a) Nech A je kompaktnd podmnoZina priestoru X, B je kompakind pod-
mnozina priestoru Y a W je otvorend podmnozZina priestoru X XY, pre ktorid
A x B C W. Dokdzte, Ze existuje otvorend podmmnoZina U priestoru X a otvo-
rend podmnozina V priestoruY tak, 2¢e ACU, BCV aUxV CW.

b) Dokdzte, zZe ak X je kompaktng a Y je lubovolny priestor, tak projekcia
py : X XY — Y je uzavreté zobrazenie.

4.3 Dokadzte, zZe Sorgenfreyova priamka nie je lokdlne kompaktny priestor.

4.4 a) Nech X je lokdlne kompaktnyg To-priestor a B je bdza topoldgie X.
Dokdzte, e By = {V € B : V je kompaktnd podmnozina X} je tieZ bdza
topologie X.

b) Dokdzte, Ze ak X je lokalne kompakiny priestor so spoditatelnou bdzou, tak
aj jednobodovd kompaktifikdcia X* md spocitatelni bdzu.

4.5 Nech X je kompaktny Ta-priestor, a € X a {a} nie je otvorend podmnozina
X. NechY = X\{a} je podpriestor priestoru X . Potom Y je lokdlne kompaktny
Ts-priestor a priestor Y* je homeomorfny s X. Dokadzte!

4.6 Nech X, Y su lokdlne kompaktné Ts-priestory, ktoré su homeomorfné.
Dokdzte, Ze potom aj jednobodové kompaktifikicie X*, Y™ si homeomorfné.



Ndjdite priklad lokdlne kompaktnych Ts-priestorov X, Y takych, Ze X nie je
homeomorfny s Y a X* je homeomorfny s Y*.

4.7 Dokazte, ze (R,)* je homeomorfny s S™.

4.8 Dokdzte, Ze ak X, Y su lokdlne kompaktné priestory, tak aj X X Y je
lokdlne kompaktny priestor.

4.9 Najdite priklad priestoru X, ktory nie je Ty-priestor a v ktorom kazZdd
kompakitnd podmnoZina je uzavretd.

4.10 Priestor X sa nazyva sekvencidlny, ak plati: PodmnoZina A C B je uzav-
retd v X prdve vtedy, ked pre kaZdi konvergentni postupnost (a,) v A vdetky
jej limity patria do A.

a) Dokdzte, Ze ak priestor X vyhovuje 1. axiome spocitatelnosti, tak X je sek-
vencidlny.

b) Ndjdite priklad sekvencidlneho priestoru, ktory nevyhovuje 1. axiome spoci-
tatelnosti.
¢) Dokdzte, Ze ak X je sekvencidlny a 'Y je lubovolny priestor, tak zobrazenie
[+ X — Y je spojité prave vtedy, ked pre kazdé a € X a postupnost (x,) v
X, ktord konverguje k a plati, Ze postupnost f(x,) konverguje k f(a).

d) Dokazte, Ze ak p : X — Y je faktorové zobrazenie a X je sekvencidlny
priestor, tak aj Y je sekvencidlny priestor.

e) Dokdzte, e topologicky sucet lubovolného systému sekvencidlnych priestorov
je sekvencidlny priestor.

4.11 Nech X je requldarny priestor, A je kompakind podmnoZina X, B je uzav-
retd podmnoZina X a AN B = (). Dokdzte, Ze emistuji otvorené podmmnoZiny
U,V priestoru X, pre ktore ACU, BCV aUNV ={.

4.12 Nech X je uplne reguldrny priestor, A je kompaktnd podmnozina X, B
je uzavretd podmnoZina X a AN B = (). Dokdzte, Ze existuje spojité zobrazenie
f:X —[0,1] také, ze f(A) C {0} a f(B) C {1}.

5 Stvislost

5.1 Dokdzte, Ze nasledujice vyroky su ekvivalentné:

(a) Priestor X je stvisly.

(b) Pre kaZdi otvorend a sucasne uzavretd podmnoZinu A priestoru X plati, Ze
A=0 alebo A= X.

(c) Ak A, B st uzavreté podmnoZiny priestoru X, ANB =0, AUB =X, tak
A =10 alebo B = .

(d) Ak A, B si lubovolné neprazdne podmnoZiny priestoru X, pre ktoré AUB =
X, tak AN B # 0 alebo AN B # (.



5.2 Dokdzte, Ze ak v priestore X md kazdy bod suvislé okolie, tak kazdd kom-
ponenta suvislosti v priestore X je otvorend mnozina a X je topologicky sucet
svojich komponent suvislosti.

5.3 Priestor X nazyva totdlne nesuvisly, ak vsetky komponenty suvislosti siu
jednoprvkové mnoziny. Dokdzte, Ze kazZdy podpriestor totdlne nesivislého pries-
toru a topologicky sucin totdlne nestuvislych priestorov je totdlne nesuvisly pries-
tor.

5.4 Ukadzte, Ze priestor X nie je homeomorfny s priestorom Y, ak:
(a) X =R, Y =R" n>1.

(b) X =[0,0), Y =R.

(c) X =10, 1],Y = St.

(d) X =St Y =8" n>1.

5.5 Nech X je neprazdny topologicky priestor. Definujme na X reldciu ~ takto:
Ak a,b e X, tak a ~ b prdve vtedy, ked eristuje stvisld podmnoZina A priestoru
X takd, Ze a,b € A. Dokdzte, Ze ~ je reldcia evivalencie na X a triedy tejto
ekvivalencie su prdve komponenty suvislosti priestoru X.

5.6 Ty-priestor X sa nazyva nularozmerny priestor, ak v X existuje baza topo-
ldgie, pozostdvajica z mnoZin, ktoré su sucasne otvorené aj uzavreté. Dokdzte,
ze:

a) Sorgenfreyova priamka a priestor Q raciondlnych cisel s obvyklou topoldgiou
st nularozmerné priestory.

b) Kazdy nularozmerny priestor je dplne requldrny Ts-priestor.

¢) Kazdy nularozmerny priestor je totdlne nesivisly.

5.7 Najdite priklad totdlne nesuvislého prietoru, ktory nie je nularozmerny.

5.8 Dokdzte, Ze kazZdy podpriestor nularozmerného priestoru je nularozmerny
priestor a topologicky sucin lubovolného systému nularozmernich priestorov je
nularozmerny priestor.

6 Konvergencia

6.1 (a) Zistite, ¢i F1 = {A € P(R): R\ A je spocitatelnd} je filter na R a ak
ano, urcite jeho hromadné body a limity v priestore R s obvyklou topoldgiou.
(b) Dokazte, Ze Fo = {(a. o) : a € Q} je bdza filtra na R a ndjdite jej hromadné
body a limity v priestore (R, 7_), kde 7_, = {(a,) : a € R} U {0, R}.

6.2 Nech Sje neprdzdny systém filtrov na X. Dokdzte, Ze F = (1gcs G je tieZ
filter na X.

6.3 Nech A C X a U je ultrafilter na A. Dokdzte, e Fu = {V € P(X) :
Jueu U C V} je ultrafilter na X (t. j. filter na X urceny bdzou U je ultrafilter).



6.4 Nech X je topologicky priestor, a € X a F je filter na X. Nech 1, 5 =
{Ve P(X): V C X\ {a} alebo existuje F € F tak, 2¢ V = F U {a}}.
Dokdzte, Ze 1, F je topologia na mnoZine X. Oznacme X, priestor na X urceny
topologiou 1, r. Dokdzte, Ze F — a vtedy a len vtedy, ak idx : X, — X je
spojité zobrazenie.

6.5 Dokdzte, Ze priestor X je Th-priestor vtedy a len vtedy, ak kaZdd sief v X
md najviac jednu limitu.

6.6 Nech f: X — Y je zobrazenie, X, Y su topologické priestory, a € X.
Dokdzte, Ze f je spojité v bode a prdve vtedy, ked pre kazdi siet (z, : o € X)
taki, Ze v, — a plati f(x,) — f(a).

6.7 Nech X = [[,c; Xa je topologicky sicin priestorov, (v, : o € X) je siet
v X. Dokazte, Ze x, — a v X vtedy a len vtedy, ak pre kaZdé o € I plati, Ze
Pa(Zs) = pala) v Xo.

6.8 Ndjdite priklad postupnosti (x,, : n € N) na nejakej mnozine X a podsiete
(yo : o € X) tejto postupnosti, ktord nie je podpostupnostou.

6.9 Ndjdite priklad priestoru X, postupnosti (x,, : n € N) v X, ktord md hro-
madnyg bod a v X a Ziadna podpostupnost postupnosti (z,, : n € N) nekonverguje
kavX.

6.10 Nech N* je jednobodovd kompaktifikdcia priestoru N s diskrétnou topolo-

giou, w je pridany bod k N. Nech {a,}52, je postupnost v topologickom pries-
tore X a c € X. Definujme zobrazenie f : N* — X tak, Ze pre kaZdé n € N
f(n) = an a f(w) = c. Dokdste, Ze postupnost {a,}52; konverguje k bodu c v
priestore X prdve vtedy, ked f je spojité zobrazenie.

6.11 Nech A je podpriestor priestoru X, H je bdza filtra na A a ¢ € A. Do-
kdzte, Ze H konverguje k c v priestore A prdve vtedy, ked H konverguje k c v
priestore X .

6.12 Nech U je ultrafilter na mnozZine X a f : X — Y je surjektivne zobra-
zenie. Dokdzte, Ze potom {f(F) : F € U} je ultrafilter na Y.

6.13 Dokdste, Ze priestor X je kompaktny prdve vtedy, ked kazdd siet v X md
hromadny bod.

6.14 Ndjdite priklad priestoru X, v ktorom kaZdd postupnost md hromadny
bod a X mnie je kompaktny.

6.15 Nech S je centrovany systém na mnozine X. Dokdzte, Ze existuje filter
F na X aky, Ze S C F a pre kazdy filter G na X, pre ktory S C G plati F C G.
Popiste prvky filtra F.

6.16 Zistite,ci plati: Ak F je filter na mnozine X a f : X — Y je surjektivne
zobrazenie, tak f(F) = {f(A) : A€ F} je filter na Y.



6.17 Ndjdite priklad Ty -priestoru, ktory nie je Ts-priestorom a v ktorom md
kaZdd konvergentnd postupnost prdve jednu limitu.

6.18 Nech F je filter na mnoZine X, A C X. Dokdzte, 26 G = {FNA: F € F}
je filter na A, baza filtra na X a pre filter Fg na X generovany bdzou filtra G
plati Fg = F.



