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n
1. Dokézte, ze pre kazdé kladné celé ¢islo n plati: >
k=1

k = % (Vedeli by ste najst aj iné

odvodenie ako matematickou indukciou?)

n
2. Dokézte, ze pre n € Ny plati: 3 2F =ontl 1,
k=0

3. Odvodte indukciou vzorec pre vypocet suctu prvych n ¢lenov aritmetickej postupnosti:
n

> (a+kd) = (n+1)2247¢ (Inak povedané: Pocet élenov x priemer prvého a posledného ¢lena.t)

4. Dokézte, ze pre kazdé kladné celé ¢islo n plati

1)(2 1
12+22+32+.”+n2:”(”+ )6(”+ )

5. Dokaite, ze 1+ %+ & + -+ + 5 < 2 — L plati pre kazdé celé ¢islo n > 2.

6. Pomocou n € N vyjadrite sicet prvych (najmensich) n neparnych kladnych celych ¢isel (a svoju
hypotézu aj dokédzte).

7. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati
n 2 n
() -xe
k=1 k=1

8. Dokazte, ze

ﬁ (1 1 ) n+ 2
p— 2 pu—

Pt (k+1) 2n + 2

plati pre Iubovolné kladné celé ¢islo n.

9. Dokézte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati: 1-3+2-4+43-5+---+n(n+2) = w.

10. Dokéazte, ze pre n € N plati

n

7 1
P areg Tl ey 2

i=1

11. Dokazte, ze n! > 2™ pre prirodzené cisla n > 4.
12. Dokézte, ze 2" > n? pre prirodzené ¢isla n > 4.

13. Dokézte, ze pre n € Ny a redlne x > —1 plati (14 )" > 1 + nz. (Brenoulliho nerovnost)

n
14. Dokazte > 2% < 1. (Navod: Skuste prist na to, comu sa rovna suma na lavej strane a dokazat
k=1
tuto rovnost indukciou.)

15. V rovine je dany konecny pocet roznych priamok. Tie ju rozdeluji na niekolko oblasti. Kolko
najmenej farieb potrebujeme na to, aby sme vzdy vedeli vyfarbif vsetky oblasti tak, aby kazda
oblast bola vyfarbend jednou farbou a aby ziadne dve susedné oblasti (t.j. oblasti oddelené
useckou, polpriamkou alebo priamkou) neboli vyfarbené rovnakou farbou.

!Takto sa vzorec pre stéet ¢lenov aritmetickej postupnosti veelku lahko pamété.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

V krajine Indukcia je n > 2 miest, pricom kazdé dve mesta si spojené jednosmernou cestou.
Néjde sa prechadzka, ktora zac¢ina v jednom meste, konéi v inom meste a navstivi kazdé mesto
presne raz? Napriklad pre tri mestd, pomenujme ich A, B, C a spojenie A — B, A — C a
B — C,je A— B — C takou prechadzkou.

Dokazte, ze kazdé prirodzené ¢islo n > 2 ma prvociselného delitela.

Dokézte, ze kazdé n € Ny mé bindrny zapis. Teda ze existuju ¢; € {0,1} také, Ze (pre vhodné r)
plati
n=c2"4+cr_ 12" 4 922 + 128 + 20,

Dokéazte, ze kazdé prirodzené Cislo sa da zapisat ako sucet roznych Fibonacciho ¢isel, pricom
ziadne dve z nich nie st vo Fibonacciho postupnosti po sebe iduce.

Dana je postupnost a1, as, as, ..., pre ktorta plati a; = 3, a2 = 5 a a, = 2a,_1 — an_2 pre vsetky
prirodzené n > 3. Dokazte, ze pre vsetky n € N plati a,, = 2n + 1.

Postupnost a1, as, as, ... je definovand nasledovne: a; = 1, ag = 3 a pre kazdé prirodzené n > 3
plati a,, = a,_1 + a,_9. Dokézte, ze plati a,, < (%)n pre vsetky n € N.

Nech n je je kladné celé c¢islo. Na zaciatku mame jednu kopku s n zeténmi. V jednom kroku si
vyberieme lubovoInt képku s aspon 2 zeténmi a rozdelime ju na dve neprazdne kdpky, jednu s a
zetoénmi a druht s b Zetéonmi. Za takyto krok ziskame ab bodov. Tento krok opakujeme dovtedy,
dokym vsetky kopky neobsahuju len jeden zZetén. Dokazte, ze bez ohladu na to, aké kroky sme
vykonévali, za cely tento proces ziskame presne %n(n — 1) bodov.

Ukazte, Ze pre lubovolné n > 5 mozno Stvorec rozdelit na n Stvorcov (nie nutne rovnako velkych).

Majme tabulku ¢okolady s m x k stvorc¢ekmi. Postupne ju budeme lamat na kusky nasledujicim
sposobom: v kazdom kroku si zvolime kisok ktory m4 aspoii dva Stvoréeky a rozlomime ho podia
vodorovnej alebo zvislej linajky (linajky tvoria Stvoréekovi mozaiku ¢okolady). Skonéime ked je
cokoldda poldmané na stvorcéeky. Ako dlho ndm bude trvat kym c¢okolddu poldmeme?

V tenisovom turnaji hraju kazdi dvaja hraci proti sebe presne raz. Ked sa turnaj skonci, kazdy
hrac si napise na zoznam mend hracov ktorych porazil a tiez tych, ktori boli porazeni niektorym
hracom ktorého on sam porazil. Indukciou ukazte, ze aspon jeden hra¢ mé na zozname meno
kazdého iného hraca. Potom skuste argument, ktory indukciu nepouziva.

V rovine je vyznacenych 2n bodov, n > 2, pri¢om ziadne tri nelezia na jednej priamke. Dalej
je danych n? + 1 tsediek s koncami vo vyznacenych bodoch. Ukazte, Ze existuje trojica bodov,
v ktorej st kazdé dva spojené tseckou.

Fero tvrdi, ze 73 deli stcet 2™ + 3% pre lubovolné n € N, lebo
23(TL+1) + 34(n+1) — 23n . 8 + 3477, . 34 — 23n . 8 + 3477, . 8 + 73 . 3477, — 8 . (23n + 3477,) + 73 . 3477,,

kde prvy séitanec je delitelny ¢islom 73 na zaklade predpokladu a delitelnost druhého je oc¢ividna.
M4 pravdu?

Pozorne precitajte dokaz nasledujiceho tvrdenia indukciou: Mame n priamok v rovine, pricom
ziadne dve nie st rovnobezné. Potom vsetky tieto priamky prechadzaju cez ten isty bod. Dokaz:
Pre n = 1; 2 tvrdenie plati. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n priamok a uvazujme mnozinu
S ={a,b,c,d,...}, n+ 1 priamok. Zmazme priamku c. Dostaneme mnozinu S’ = {a,b,d, ...},
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n priamok. ziadne dve z nich nie st rovnobezné preto, podla indukéného predpokladu, vsetky
prechiddzaji bodom P. Vratme priamku c¢ a zmazme priamku d. Dostaneme mnozinu S” =
{a,b,c,...}, n priamok, ziadne dve nie st rovnobezné. Opit podla indukéného predpokladu,
vietky prechadzaji bodom P’. Priamky a,b patria do mnoziny S’ a tiez do S”, preto P = P’
a tak ¢ prechddza cez P; zvys$né priamky tiez prechddzaji cez P podla volby bodu P. Takze
vsetky priamky prechddzaji cez bod P. Hm, lenze tvrdenie neplati. Kde v dékaze je chyba?

29. Pozorne precitajte dokaz nasledujiceho tvrdenia indukciou: ,, VSetky kone maju tu istu farbu.“
KedZe na svete je koneény pocet koni, tvrdenie mozeme vyslovit takto: Pre kazdé kladné celé
¢islo n, kazdych n koni ma tu ista farbu. Tu je dokaz: Pre n = 1 tvrdenie plati, lebo jeden kén
ma tu ista farbu ako je t4 jeho. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n koni, ukdzeme ze plati
pre n + 1 koni. Vezmime n + 1 koni a zoradme ich do radu. Prvych n koni ma ta istd farbu,
povedzme ¢iernu, podla indukéného predpokladu. Poslednych n koni musi mat tiez tu ista farbu,
opat podla indukéného predpokladu. Takze vsetkych n+1 koni je ¢iernych, lebo prvych n koni je
¢iernych, ako sme videli, a medzi nimi je druhy, treti, ..., n-ty kon a tieto st medzi poslednymi
n konmi. Takto sme ukézali, Ze vSetky kone na svete maju ta isti farbu. Hm, lenze tvrdenie
neplati. Kde v dékaze je chyba?

30. Fermatove ¢islo F,, n = 0,1,2,---, je definované predpisom F,, = 22" + 1. Napriklad, Fy =
3, F1 =5, Fy = 17, F3 = 257, Fy = 65537, F5 = 641 - 6700417. Dokéazte platnost nasledujticej
rovnosti

F0~F1~...-Fn_1:Fn—2, TLZI

Pomocou predchadzajiceho ukazte, ze Iubovolné dve Fermatove ¢isla st nesidelitelné. Odtial,
spolu s faktom ze Fermatovych ¢isel je nekonecne vela odvodte, ze prvocisel je nekonecne vela.

31. V cakarni u lekara je n pacientov. Kazdy z nich si vezme ¢islo medzi 1 a n. Predtym ako lekar
zacal ordinovat, sestricka povedala pacientom, ze sice nemusia byt vysetreni v poradi uréenom
Cislami, ale Ze pred ziadnym z nich nebude vysSetrenych viac pacientov nez by bolo keby sa
dodrziavalo poradie podla ¢isel. Teda pred pacientom s ¢islom ¢ méze byt vysSetrenych nanajvys
1 — 1 pacientov. Ked to pocul pan Mrkvicka, tak povedal: , Hm, to je to isté ako keby sa poradie
podla cisel respektovalo. Mal pravdu?

32. Dokazte, ze vsetky disla v tvare 12008, 120308, 1203308, ... su deltitelné ¢islom 19.



