Zakladna forma matematickej indukcie

Princip matematickej indukcie: nech X C N je mnozina prirodzenych ¢isel taka, ze:
(i) 0 € X.
(ii) Pre vietky n € N plati: ak n € X, takn+1 € X.

Potom X = N.

V pripade, Ze mame dand postupnost vyrokov (V(n))nen, modzeme za X zvolit mnozinu tych n € N,
pre ktoré je vyrok V(n) pravdivy. Ako priamy dosledok principu matematickej indukcie tak dostéavame
nasledujtucu vetu:

Veta 1. Nech (V(n))nen je postupnost vyrokov takd, Ze
(7) Vygrok V(0) je pravdivy.
(it) Pre vSetky n € N plati: ak je pravdivg vyrok V(n), tak je pravdivy aj vyrok V(n + 1).
Potom je vyrok V (n) pravdivy pre vietky n € N.
Tvrdenie (i) predchadzajicej vety sa nazyva bdza indukcie a tvrdenie (it) sa nazyva indukcny krok.

Princip matematickej indukcie nemozno dokézat — ide o jednu z tzv. Peanovyjch axiom, ktora je ale ekviva-
lentna inému pomerne o¢ividnému tvrdeniu, tzv. vlastnosti dobrého usporiadania mnoZiny N (vid nizsie).
Je teda mozné chapat princip matematickej indukcie ako axiomu a vlastnost dobrého usporiadania mno-
ziny N ako désledok tejto axiémy, alebo naopak.

Casto sa stava, Ze tvrdenie plati (alebo dava zmysel) iba pre prirodzené ¢isla n vacésie alebo rovné ako
nejaké ng € N. Pomocou principu matematickej indukcie ale mozno Tahko dokéazat platnost nasledujuceho
variantu vety [I}

Veta 2. Nech ng € N a (V(n))n>n, je postupnost vyrokov takd, Ze
(1) Vygrok V(ng) je pravdivy.
(i) Pre vietky n € N také, Ze n > ng plati: ak je pravdivy vgrok V(n), tak je pravdivy aj vijrok V(n+1).

Potom je vgrok V(n) pravdivy pre vSetky n € N také, Ze n > ny.




Silna matematicka indukcia

Pri dokaze indukéného kroku sa pri ,,beznej* matematickej indukcii (podla vety |1 resp. vety [2) odvodzuje
platnost vyroku V(n+1) len na zaklade predpokladu platnosti vyroku V(n) — tento predpoklad nazyvame
indukcénym predpokladom. Formalne sa teda nemozno odvolavat na platnost vyrokov V(j) pre j < n;
indukénym predpokladom je iba platnost vyroku V(n).

Lahko moZno nahliadnut, Ze ide o umelé a ¢isto formalne obmedzenie. Ak totiZ v baze indukcie dokéZeme
platnost vyroku V(ng) a nasledne dokaZzeme indukény krok pre n = ng,...,k — 1, Tahko vidiet, Ze su
pravdivé vsetky vyroky V(ng),V(no + 1),...,V (k). Pri dokaze indukéného kroku pre n = k sa teda
mozeme odvolavat aj na platnost vyrokov V(j) pre ng < j < k: Tahko mozno dokazat, Ze zaver vety |2 —
¢ize pravdivost vyroku V'(n) pre vSetky prirodzené ¢isla n > ng — bude aj v tomto pripade zaruceny. Tito
myslienku mozno sformalizovat nasledovne:

Veta 3. Nech ng € N a (V(n))n>n, je postupnost vgrokov takd, Ze
(i) Vyrok V(ng) je pravdivy.

(ii) Pre vsetky n € N také, Ze n > ng plati: ak si pravdivé vgroky V(ng),V(ng + 1),...,V(n), tak je
pravdivy aj vgrok V(n + 1).

Potom je vgrok V(n) pravdivy pre vSetky n € N také, Ze n > ny.
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