
Cvičenie 1: Matematická indukcia

Základná forma matematickej indukcie

Princíp matematickej indukcie: nech X ⊆ N je množina prirodzených čísel taká, že:

(i) 0 ∈ X.

(ii) Pre všetky n ∈ N platí: ak n ∈ X, tak n+ 1 ∈ X.

Potom X = N.

V prípade, že máme danú postupnosť výrokov (V (n))n∈N, môžeme za X zvoliť množinu tých n ∈ N,
pre ktoré je výrok V (n) pravdivý. Ako priamy dôsledok princípu matematickej indukcie tak dostávame
nasledujúcu vetu:

Veta 1. Nech (V (n))n∈N je postupnosť výrokov taká, že

(i) Výrok V (0) je pravdivý.

(ii) Pre všetky n ∈ N platí: ak je pravdivý výrok V (n), tak je pravdivý aj výrok V (n+ 1).

Potom je výrok V (n) pravdivý pre všetky n ∈ N.

Tvrdenie (i) predchádzajúcej vety sa nazýva báza indukcie a tvrdenie (ii) sa nazýva indukčný krok.

Princíp matematickej indukcie nemožno dokázať – ide o jednu z tzv. Peanových axióm, ktorá je ale ekviva-
lentná inému pomerne očividnému tvrdeniu, tzv. vlastnosti dobrého usporiadania množiny N (viď nižšie).
Je teda možné chápať princíp matematickej indukcie ako axiómu a vlastnosť dobrého usporiadania mno-
žiny N ako dôsledok tejto axiómy, alebo naopak.

Často sa stáva, že tvrdenie platí (alebo dáva zmysel) iba pre prirodzené čísla n väčšie alebo rovné ako
nejaké n0 ∈ N. Pomocou princípu matematickej indukcie ale možno ľahko dokázať platnosť nasledujúceho
variantu vety 1:

Veta 2. Nech n0 ∈ N a (V (n))n≥n0 je postupnosť výrokov taká, že

(i) Výrok V (n0) je pravdivý.

(ii) Pre všetky n ∈ N také, že n ≥ n0 platí: ak je pravdivý výrok V (n), tak je pravdivý aj výrok V (n+1).

Potom je výrok V (n) pravdivý pre všetky n ∈ N také, že n ≥ n0.

Úloha 1.→ Dokážte vetu 2 (s použitím princípu matematickej indukcie).

Úloha 2. Dokážte, že pre všetky n ∈ N platí 3 | n3 + 2n.

Úloha 3. Dokážte, že pre všetky n ∈ N platí 5 | n5 − n.

Úloha 4.→ Dokážte, že pre všetky n ∈ N+ platí 31 | 5n+1 + 62n−1.

Úloha 5. (*) Dokážte, že pre všetky n, k ∈ N platí n2 + n+ 1 | nk+2 + (n+ 1)2k+1.

Úloha 6.→ Nech A ⊆ N je ľubovoľná konečná množina prirodzených čísel, pre ktorú platí |A| = n.
Označme

S(A) = {x+ y | x ∈ A; y ∈ A}.

Dokážte, že |S(A)| ≥ 2n− 1.



Úloha 7. (*) Nech A,B ⊆ N sú ľubovoľné konečné množiny prirodzených čísel také, že |A| = m ≥ 1
a |B| = n ≥ 1. Označme

A+B = {a+ b | a ∈ A; b ∈ B}.

Dokážte, že potom
|A+B| ≥ m+ n− 1

a ukážte, že tento dolný odhad je tesný1 pre všetky m,n ≥ 1.

Úloha 8. Dokážte, že pre ľubovoľných n kladných reálnych čísel x1, x2, . . . , xn so súčinom 1 platí

x1 + x2 + . . .+ xn ≥ n.

Úloha 9 (Nerovnosť medzi aritmetickým a geometrickým priemerom). (*) Dokážte, že pre ľubovoľ-
ných n nezáporných reálnych čísel x1, x2, . . . , xn platí

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

≥ n
√
x1x2 . . . xn.

Úloha 10. Z teórie čísel vieme, že NSD(a, b) = NSD(a, a−b). Dokážte, že potom platí aj NSD(a, b) =
NSD(a, amod b).

Silná matematická indukcia

Pri dôkaze indukčného kroku sa pri „bežnej“ matematickej indukcii (podľa vety 1 resp. vety 2) odvodzuje
platnosť výroku V (n+1) len na základe predpokladu platnosti výroku V (n) – tento predpoklad nazývame
indukčným predpokladom. Formálne sa teda nemožno odvolávať na platnosť výrokov V (j) pre j < n;
indukčným predpokladom je iba platnosť výroku V (n).

Ľahko možno nahliadnuť, že ide o umelé a čisto formálne obmedzenie. Ak totiž v báze indukcie dokážeme
platnosť výroku V (n0) a následne dokážeme indukčný krok pre n = n0, . . . , k − 1, ľahko vidieť, že sú
pravdivé všetky výroky V (n0), V (n0 + 1), . . . , V (k). Pri dôkaze indukčného kroku pre n = k sa teda
môžeme odvolávať aj na platnosť výrokov V (j) pre n0 ≤ j < k: ľahko možno dokázať, že záver vety 2 –
čiže pravdivosť výroku V (n) pre všetky prirodzené čísla n ≥ n0 – bude aj v tomto prípade zaručený. Túto
myšlienku možno sformalizovať nasledovne:

Veta 3. Nech n0 ∈ N a (V (n))n≥n0 je postupnosť výrokov taká, že

(i) Výrok V (n0) je pravdivý.

(ii) Pre všetky n ∈ N také, že n ≥ n0 platí: ak sú pravdivé výroky V (n0), V (n0 + 1), . . . , V (n), tak je
pravdivý aj výrok V (n+ 1).

Potom je výrok V (n) pravdivý pre všetky n ∈ N také, že n ≥ n0.

Veta 3 sa niekedy nazýva princípom úplnej matematickej indukcie, prípadne princípom silnej matematickej
indukcie. Ak si navyše uvedomíme, že bod (i) vieme dostať z bodu (ii) dosadením n = n0 − 1 a vhodne
posunieme indexy, tak vieme sformulovať princíp silnej matematickej indukcie aj v jednom kroku.

Veta 4. Nech n0 ∈ N a (V (n))n≥n0 . Nech pre všetky n ∈ N také, že n ≥ n0, platí implikácia:

Ak je výrok V (k) pravdivý pre každé k ∈ N menšie ako n, tak je pravdivý aj výrok V (n).

Potom je výrok V (n) pravdivý pre všetky n ∈ N také, že n ≥ n0.

1K ľubovoľnej dvojici prirodzených čísel m,n ≥ 1 teda existujú konečné množiny A,B ⊆ N také, že |A| = m,
|B| = n a |A+B| = n+m− 1.
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