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Kapitola 1

Uvod

1.1 Sylaby

Zakladné kombinatorické principy, permutéacie, varidcie a kombindcie, binomické koeficienty
a Pascalov trojuholnik, binomicka a multinomicka veta, kombinatorické identity, princip ink-
lazie a exkluzie a jeho pouzitie. Niektoré dolezité ciselné postupnosti — Catalanove cisla,
Fibonacciho ¢isla, Stirlingove ¢isla. Dirichletov princip, zovSeobecnenia a pouzitie.

1.2 Literatara

Pouzitd literattra: [AZ] [Al B4, [Brl [LPV], Ko, Kunl [GKPL MNL Rl Vil2| [VilI]. Pri priprave
tychto pozndmok boli uzitoéné aj viaceré internetové zdroje, ako napriklad [MSE| [WTK].
Niektoré cvicenia st z [Al B4, [GL HS| [R] [Vil2l [Z]. Alebo tieZ z internetu, najma z [MSE].

1.3 Co je kombinatorika?

Kombinatorika je ¢ast matematiky, ktord moézeme charakterizovat ako umenie pocitat. Za-
kladnou témou kombinatoriky st tlohy na pocet prvkov konecnej mnoziny, pricom tato mno-
zina je vybavend istou struktirou, napriklad usporiadanim. Zaujima nés, ¢i sa v tejto mno-
zine najde aspon jedno usporiadanie, ktoré vyhovuje danym poziadavkam. Ak dno, pytame
sa kolko je takychto usporiadani.

Ulohy takéhoto typu sa vyskytuju naprie¢ matematikou, typickym zdrojom je klasické
(=diskrétna) tedria pravdepodobnosti, tiez informatika, tedria C¢isel, geometria a algebra.
Metédy, ktorymi rieSime kombinatorické tlohy zahfnaji matematicki indukciu, metddy sita,
generujuce funkcie a tiez niekolko jednoduchych principov, ktoré st zovseobecnenim nasej
skiisenosti s pocitanim. Napokon, ad-hoc argumenty, ktoré odzrkadluji mieru pochopenia
rieSeného problému.

Akym tlohdm sa budeme venovat, akym spésobom budeme pristupovat k ich rieseniu
ilustrujeme na niekolkych nasledujtcich prikladoch.

1.3.1 Prechadzka po kocke

Priklad 1.3.1. Budeme uvazovat o kocke. Zaujima nés, ¢i je mozna prechddzka po vrcholoch
a hranach kocky, ked pozadujeme aby prechadzka zacala aj skoncila v tom istom vrchole, a
kazdy vrchol navstivila presne raz.
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Takt prechadzku najdeme lahko, naprikad prechadzka
W=A B C D H G F FE A

je zndzornend na obrazku Kazdy vrchol kocky je uréeny tromi stradnicami (x,y, 2),
kde z,y, z € {0,1}. Poradie v akom prechddzame vrcholmi kocky sme oznaéili symbolom W.

ZA
E F
H G
B
——>
T
D C

Obr. 1.1: Prechadzka po kocke

Ulohu z prikladuzovéeobecnime. Pre celé ¢islon > 2 polozme V = {(z1,...,2,);2; €
{0,1}} pre vSetky i. Kocku @,, dimenzie n definujeme nasledovne:

e vrcholy: prvky mnoziny V,

e hrany: dva vrcholy s spojené hranou ak sa lisia v jedinej suradnici.

Vsimnime si, ze Q1 je tsecka, Q5 je Stvorec a Q3 je standardnd 1x 1 x 1 kocka. Na obrazku
[[:2] st zndzornené kocky Q2 a Q3 aj so stiradnicami vrcholov vyjadrenymi ako dvojice resp.
trojice nul a jednotiek.

V nasledujicom budeme kocku @,, dimenzie n kratko nazyvat kocka Q..

Priklad 1.3.2. Je mozné prejst sa po vrcholoch a hranach kocky @, takym spdsobom, ze
prechddzka zac¢ina a konci v tom istom vrchole a kazdy vrchol navstivi presne raz?

V dlohach s parametrami, v nasom pripade s parametrom n, je dobré vyskusat niekolko
konkrétnych hodnét parametrov. Zacneme s dobre znamou kockou Q3. Vieme, ze Q3 obsahuje
dve kopie kocky Q2. Jedna z nich je na vrcholoch ktoré maji ako tretiu siradnicu nulu t.j.
,dolna podstava“, a druhd na tych ktoré maju ako tretiu suradnicu jednotku t.j. ,horné
podstava‘, pozri obrazoKI.2]

Néjdu sa v @4 dve kopie kocky (37 Urcite dno, jedna je na vrcholoch ktoré maji na
Stvrtej suradnici nulu, a druhd na tych ktoré maju na Stvrtej siradnici jednotku. Kocka @4,
zostrojena pomocou képii (J3, je znazornend na obrézku (Teraz uz bez pomenovania
vrcholov Stvoricami 0 a 1, pretoZe taky obrazok by bol asi pomerne neprehladny.) Situdcia
je analogickd pre n =5, n = 6, atd.

Teraz je uz len krok k zisteniu, ze prechadzku v képidch )2 je mozné rozsirit na prechadzku
v @Q3; prechadzku v kopidch kocky Q3 je mozné rozsirit na prechddzku v Q4, atd. Takéto
roz&irenie je vidno, pre kocku Qy, na obrazkyI.4}
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(0,0,1)

(0,1,1) (1,1,1)

(0,0,0)

(1,0) (0,1,0) (1,1,0)

Obr. 1.2: Kocky Q2 a Q3

—

Obr. 1.3: Kocka Q4

Obr. 1.4: Prechadzka po Q4

(1,0,1)

(1,0,0)
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Nase pozorovania nas priviedli k vysloveniu tvrdenia: ,,Pre kazdé n > 2 plati: v Q,, existuje
prechadzka pozadovanymi vlastnostami.“

Ako sa takéto tvrdenie (alebo aj iné tvrdenia v podobnom duchu, t.j. ,Pre kazdé celé
¢islo n > k plati .. .“) dokdze? V matematike mame nastroj, metédu matematickej indukcie,
na doékaz tvrdeni tohoto typu. Neskor existenciu prechadzky pre kazdé n > 2 dokazeme.

Ked sme vyriesili problém ezistencie prechadzky, pozrime sa na pocet prechadzok v Q.
Zacnime s najjednoduchsim pripadom.

Pripad n = 2.

D ¢ D C

A B A B
w1 w2

Obr. 1.5: Dve mozné prechadzky po stvorci Qo

Vidime, ze prechadzky st bud dve, alebo jedna podla toho, ¢i prechadzky ktoré sa liSia
len poradim v akom vrcholmi prechadzame povazujeme za rozne alebo ich povazujeme za
rovnaké.

Dohoda: Prechadzky, ktoré sa liSia len smerom v akom prechddzaji vrcholmi, nepova-
zujeme za rozne.

Podla dohody, pre n = 3 prechadzky

A B C D H G F E A

A E F G H D C B A

povazujeme za rovnaké. Podobne pre n = 2 prechadzky
A B C DaD C B A

Pripad n = 3. Vsetky mozné prechadzky rozdelime do troch skupin podla toho, ktoré dve
z hrdn FA, AB, AD obsahujt.

Ozna¢me M mnozinu vsetkych hladanych prechadzok po Qs3, a My, My, Ms mnozinu
tych, ktoré obsahujti prvii, druhi resp. tretiu dvojicu hran z obrazku [I.6] Potom

M = My U M,y U Mj, pricom M; N M; =0 pre i # j.
Je jasné (napriklad z Vennovho diagramu), ze
|M| = |M| + |Ma| + |Ms]. (1.1)

Lahko sa presvedéite, ze |M;| = |Ma| = |M3| = 2. Prechddzky v mnozine M; st znazor-
nené na obrazku [L7

{01uvod : EQM1M2M3}
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M1 M2 M3

Obr. 1.6: Mozné dvojice hran vo vrchole A.

Obr. 1.7: Dve prechddzky z M;

Celkovo, pocet prechadzok v @3 je
M| =2+2+2=6.

Metoda riesenia, ktori sme pouzili: Problém o pocte prechddzok sme rozlozili na tri
navzajom sa vylucujice podproblémy. To ndm umoznila ,Struktira“ kocky, konkrétne fakt,
ze kazdy vrchol kocky je koncom troch hran a tak Tubovolna prechadzka pouziva presne
jednu dvojicu. Podproblémy sme vyriesili a celkovy pocet rieSeni sme urcili ako stcet velkosti
mnozin rieseni jednotlivych podproblémov.

Ked je riesenie také lahké pre n = 2 a 3, ako je to s va¢simi hodnotami n? Z nasledujicej
tabulky vidno, Ze situacia je dramaticky odlisna:

n | pocet prechadzok v ), | rok
2 1

3 6

4 1344 1958
5 906 545 760 2007
6 < 1,50378 - 1039 2010
7 < 2,51511 - 1057 2010

Tieto vysledky naznacuju dve veci, typické pre kombinatorické tlohy:

e Problém existencie usporiadania podla danych pravidiel m6ze mat jednoduché riesenie,
problém urcit pocet takychto usporiadani moéze byt fazky a niekedy riesenie nie je
zname. Inak povedané, pocitanie moze byt fazké.

e Jednoducho formulovany problém, ktorého zadanie nevyzaduje takmer ziadne znalosti
z matematiky, moze byt extrémne fazky.
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Obr. 1.9: Priebeh hry dvoch hracov

1.3.2 Hra dvoch hracov

Priklad 1.3.3. Dvaja hra¢, Modry a Cerveny hraji hru. Jeden nakresli na papier 6 bodov,
pri¢om ziadne tri z nich nelezia na priamke (napriklad vrcholy pravidelného Sestuholnika).
Potom hradi striedavo spdjaji dvojice bodov (dosial nespojenych), kazdy svojou farbou. Pre-
hré ten hrac, ktory prvy nakresli jednofarebny trojuholnik (s vrcholmi v danych bodoch).
Moéze sa hra skoncit remizou?

Na obrazku je jeden mozny vysledok hry. (Priebeh hry je na obrazku Cerveny
hra¢ tu dokonca svojim poslednym tahom vytvoril dva jednofarebné trojuhoniky:.)

Kedze nakreslit mézeme nanajvys 15 ciar, kazda hra sa nutne skonci. Ale méze skoncit
tak, Ze sest bodov je navzajom pospdjanych (v sulade s pravidlami hry), a predsa sa tu
nenajde jednofarebny trojuholnik? Keby ste hrali tito hru s kamardtom, nikdy by remiza
nenastala.

To vedie k tvrdeniu: ,,Hra dvoch hrac¢ov na 6 bodoch nemoéze skoncit remizou.“

Ako toto tvrdenie dokézat, respektive vyvratit? Jedna z moznosti spociva v prevereni
vietkych 215 = 32768 ofarbeni pétnastich hran modrou alebo &ervenou farbou. Pokial sa
v kazdom z nich najde jednofarebny trojuholnik, tvrdenie sme dokazali. V opa¢nom pripade
sme tvrdenie vyvratili.

Sktsme iny pristup. Budeme postupovat nepriamo. Predpokladajme, ze aspon jedna hra
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sa skoncila remizou. Pozrime sa, ¢o vieme o tejto hre povedat. Zvolme si jeden z danych
siestich bodov, Tubolne, a nazvime ho A. Zvysné pomenujme B, C, D, E, F. Bod A je spojeny
s kazdym zo zvysnych bodov bud ¢ervenou ¢iarou, alebo modrou ¢iarou. Klticové pozorovanie
je, Ze aspon tri z tychto ¢iar maju rovnaki farbu (v opacnom pripade by sme mali nanajvys
Styri ¢iary). Nech napriklad AB, AC, AD su Cervené Ciary. Nastane jedna z moznosti: aspoil
dva body spomedzi B, C, D st spojené c¢ervenou farbou, napriklad B, C alebo ziadne dva z
nich nie st spojené ¢ervenou farbou. V prvom pripade mame ¢erveny trojuholnik ABC a teda
spor s predpokladom, v druhom modry trojuholnik BC'D ¢o je opét spor s predpokladom.
Preto v ziadnej hre nemoze dojst k remize.

Pozorovanie na ktorom sme dokaz zalozili je Specidlnym pripadom principu (ktory asi
pozndte) s ndzvom zasuvkovy princip, alebo holubnikovy princip, alebo aj Dirichletov prin-
cip. Napriek svojej jednoduchosti, umoznuje dokazat vskutku pozoruhodné vysledky, viac si
povieme v kapitole [2}

V tvahach budeme este chvilu pokracovat. Je jasné, ze remiza nenastane, ked hru budeme
hrat na viac ako Siestich vrcholoch. Na piatich vrcholoch remiza mdze nastat, ako vidno
obrazku

Obr. 1.10: Hra skonéila remizou

Celkovo sme ukézali platnost tvrdenia: ,Cislo 6 je najmensie také &islo, ze hra dvoch
hracov na n bodoch nemoéze skoncit remizou.*

Hru dvoch hracov mdzeme zovseobecnif nasledovne: prehra ten hrac, ktory pospaja na-
vzajom 4 body svojou farbou. Da sa ukazaft, ze k tomu aby hra neskoncila remizou staci hrat
na 18 bodoch a remiza je mozné ked hrame na 17 bodoch. Dalsie zovSeobecnenie je uz asi
zrejmé: prehrd ten hrac, ktory navzajom pospaja 5 bodov svojou farbou. D4 sa ukazat, ze k
tomu aby hra neskoncila remizou staci hrat na 49 bodoch a remiza je mozné ked hrame na
42 bodoch. Najnovci vysledok autorov Vigleik Angeltveit a Brendan D. McKay z roku 2017
zlepsuje hranicu 49 o 1, t.j. na 48. Otvorend zostava nadalej otdzka najmensieho poc¢tu bodov
na ktorom hra neskonéi remizou. Neskor, v kapitole [§ sa budeme hre dvoch hricov venovat
podrobnejsie.

1.3.3 Vianoc¢ny vecierok

Priklad 1.3.4 (Vianoény vecierok). Vo firme sa rozhodli usporiadat viano¢ny vecierok a
dohodli sa, ze kazdy prinesie darcek. Ked sa vsetci zvitali a porozpravali, tak kazdy si vzal
spod stromceka dacek. Ked si darceky rozbalili a potesili as s nimi, Ferko Mrkvicka povedal:

10
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Hm, nikto z nds si nevzal ,svoj“ darcek. A pretoze rad pocita, rovno spocital pravdepodobnost
takejto udalosti. K akému vysledku prisiel?

Diskusia. Uvazujme vecierok troch Iudi, povedzme Jano, Zuzka, Anna, a darceky, ktoré
priniesli, pomenujme rovnako, teda Janov darcek pomenuje Jano, Zuzkin pomenujme Zuzka a
Annin pomenujme Anna. Ked zvolime pevné poradie Jano, Zuzka, Anna, tak vSetky moznosti
ako si mohli rozdelif darceky su:

= o NN S N
N S~ o S o N
<N N N e

adveznich: Z A J, A J Z, odpovedaju situdcii, ked nikto neméa darcek, ktory sam
priniesol. Hladané pravdepodobnost je potom 2/6 =1/3 =10,333....
Vseobecne, pre celé ¢islo n > 1 oznacme:

e D, = pocet takych poradi ¢isel 1,2,...,n, ze ziadne ¢islo nie je na svojom prirodzenom
mieste.
e Per, = pocet vSetkych poradi ¢isel 1,2,...,n.

Potom hladana pravdepodobnost je

Akt hodnotu nadobida D,, pre n = 1, 5,374, ... 7 Podobnym spésobom ako sme riesili
priklad 0 pocte prechadzok v Q3 mozno odvodit

Dn+1 = n(anl + Dn)7 Dl = 07D2 = 1; (12)

t.j. rekurentny vztah, z ktorého mdzeme urcit hodnotu D,,, n > 3, ak uz pozname vsetky
predchadzajice hodnoty.
Na druhej strane, D1 =0 a Dy =1 dava

11 a1
Dn:n!(l—ll—&-z!—&-“-—i—(—l) n,) (1.3)

¢o mozno odvodit z (|1.2) matematickou indukciou, alebo metédou sita. V priebehu se-

mestra (1.2 a (1.3) odvodime (pozri ¢ast [7.2.4]).

Co budeme povazovat za zname: V principe, elementarne poznatky z teérie mnozin, pre-
dovsetkym vztahy medzi mnozinami a operaciami s mnozinami. Tieto ,veci“ poznite zo
strednej skoly, zopakujeme potrebné na cviceniach. Poznatky z tedrie delitelnosti, ako napri-
klad spolo¢ny delitel, najvacsi spolo¢ny delitel.

1.4 Niektoré oznacenia
Oznacenia, ktoré budeme ¢asto pouzivat:

N={1,2,3,...} = mnozZina prirodzenych ¢isel
Z=A{...,-3,-2,—1,0,1,2,3,...} = mnozina celych éisel

11
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@Q = mnozina racionalnych cisel
R = mnozina racionalnych ¢isel
Budeme pouzivat takyto zapis pre sicet a sucin n prvkov:

n
Zai:al+a2+"'+an
i=1

n
Hai:al'GQ"'an
i=1

Napriklad

S|

" 1 1
o=l
= 2 n

Teda tento zapis vyjadruje sumu pozostavajicu z n sc¢itancov tvaru %7 kde za ¢ postupne
dosadzujeme c¢isla od 1 po n.

Takisto sa bude vyskytovat podobny zapis pre prienik ¢i zjednotenie konecného poctu
mnozin:

UMileuMw-.-uMn
i=1

ﬂMi:MlﬂMgﬁmﬂMn
=1

Cvicenia

12



Kapitola 2

Existencia

2.1 Holubnikovy princip

Budeme hovorit o ,zasuvkovom*®, alebo ,holubnikovom* principe. V najjednoduchsej podobe
tento princip hovori: , Ked mame viac gulic¢iek ako krabiciek a gulicky sme rozdelili do krabi-
c¢iek, tak v niektorej krabicke je viac nez jedna gulicka.“ O chvilu uvidime, ze napriek svojej
jednoduchosti (a priznajme, samozrejmosti) uz v tejto jednoduchej podobe princip umoziiuje
odvodit zaujimavé tvrdenia.

Veta 2.1.1 (Holubnikovy princip, Zdsuvkovy princip, Dirichletov princip). Predpokladajme,
Zen > 0 je celé ¢islo a Ze sme n+ 1 guliciek (nie nutne réznych) rozmiestnili do n krabiciek.
Potom v aspont jednej krabicke si aspon dve gulicky.

Dokaz. Postupujme nepriamo. Prepokladajme, ze v kazdej krabicke je naviac jedna gulicka.
Potom mame nanajvys n guli¢iek v n krabickach, ¢o je spor s predpokladom, ze sme do
krabiciek dali n + 1 guli¢iek. O

Teraz odvodime pomocou holubnikového principu niekolko slibenych zaujimavych tvr-
deni.

Priklad 2.1.2. V postupnosti 1,11,111,1111,... sa najde ¢islo delitelné ¢islom 2003.

Riesenie. Ukazeme viac nez sa vyzaduje., totiz ze medzi prvymi 2003 ¢islami tejto postup-
nosti sa najde ¢islo delitelné 2003. Postupujme sporom, teda predpokladajme opak.

Potom zvysok po deleni kazdého z tychto ¢isel je presne jedno z ¢isel medzi 1 az 2002.
Mame teda 2003 zvyskov (jeden pre kazdé z 2002 ¢isel) a len 2002 moznych hodndt. Teraz
moézeme aplikovat holubnikovy princip:

® 71 ...79003 sU zvysky = gulicky

e 1.2,...,2002 mozné hodnoty zvyskov = krabicky
Potom sa najdu dva zvysky, ktoré su v tej istej krabicke, inak povedané i-ty a j-ty prvok
nasej postupnosti a; a a;, 1 <14 < j <2003, maju ten isty zvySok r, 1 < r < 2003. Preto

aj = ]@2003 + T

a tak
aj; — a; = (k] - kz)2003 (21)

13
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14 Holubnikovy princip

Tym sme ukézali, ze 2003 deli a; — a;. Odtial je uz len krok k pozadovanému vysledku.
Pozrime sa na rozdiel a; — a;.

11111111  jednotiek
— 1111 i jednotiek
11110000 7 — i jednotiek a ¢ nul
Takze
2003 | aj — a; = aj_i . 101 (22)
KedZe 10° a 2003 st nestdelitelné, z (2.1) a (2.2) dostavame, ze 2003 deli a; — a;. O

Uvedeny priklad sa dé veelku lahko zovSeobecnit. Vidime napriklad, Ze to isté tvrdenie
by platilo, ak by sme namiesto 2003 zobrali lubovolné ¢islo n nestudelitelné s 10°. Mohli by sme
riesit podobni tlohu aj pre iné postupnosti podnobného typu, ako napriklad 2, 22,222, 2222, ...

Priklad 2.1.3. Uvazujme Sachovy turnaj n hracov, pricom kazdy hrac¢ hré proti kazdému
inému hracovi. Tvrdime, ze v kazdom okamihu turnaja sa najdu dvaja hraci, ktory odohrali
ten isty pocet hier.

Riesenie. Pocet moznych odohranych hier pre jedného hraca buda krabicky. Teda 0,1, ...,n—
1 st krabicky a hraci ,,buda gulicky“ teda n gulic¢iek.

Teraz mame problém, totiz rovnaky problém karabiciek aj guli¢iek a holubnikovy princip
nevieme pouzit.

Pri nasej ivahe sme vsSak ,nezohladnili“ jednu vec — totiz, ze kazdy hrac¢ hra s kazdym
inym hracom. Keby sa v danom okamhu nasiel hrac¢, ktory odohral vsetkych n — 1 hier, tak
hral s kazdym inym hracom, a teda kazdy hrac¢ odorhal aspon jednu hru. Preto 0 a n — 1
oddohranych hier nemdze nastat sicasne. Preto pocet odohranych hier v kazdom okamihu
turnaja pre kazdé ho hraca je n — 1 a holubnikovy princip moézeme aplikovat. O

Poznamka 2.1.4. Vsimnime si, ze ak miesto n + 1 gulic¢iek do n krabiciek rozdelime 2n + 1
guliciek, tak v aspon jednej krabicke budi aspon 3 gulicky. Podobne ked rozdelime 3n + 1
guliziek, v niektorej krabicke budt aspon 4 gulicky, atd.

Vo vSeobecnosti dostavame nasledujice vseobecné tvrdenie.

Veta 2.1.5 (Holubnikovy princip, vSeobecnd verzia). nech n, m, r su kladné celé éisla a
nech n > r - m. Predpokladajme, Ze sme rozdelili n guliciek do m krabiciek. Potom v aspon
jednej krabicke je aspon r + 1 guliciek.

Dékaz. Postupujme sporom, nech teda v kazdej krabicke je naviac r guli¢iek. Potom celkovo
mame najviac r-m < n gulic¢iek v krabickach, co js spor s tym, ze sme rozdelili n gulic¢iek. O

Priklad 2.1.6. Majme desat bodov rozmiestnenych vo stvorci so stranou 1. Potom dva z
tychto bodov st vo vzdialenosti mensej ako 0,48 a tri z nich st v kruhu o polomere 0, 5.

Riesenie. Stvorec rozdelme kolmicami na 9 rovnakych $tvorcov. Madme 10 bodov (gulicky) a
9 stvorcov (krabicky), podla vety musia byt dva body v niektorom z malych Stvorcov.
Maximélna vzdialenost vo Stvorci sa dosahuje medzi vrcholmi na uhlopriecke a té je rovnéE|

5
% < 0,471405 < 0, 48.
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KAPITOLA 2. EXISTENCIA 15

Obr. 2.1: Desat bodov rozmiestnenych vo Stvorci

/3  1/3  1/3

. 1/3
. * 13
[ ) . [ ] 1/3

Obr. 2.2: Niektoré dva body musia byt v tom istom malom Stvorci

Dékaz druhej Casti tvrdenia: Stvorec rozdelime uhloprieckami na $tyri rovnaké trojuhlo-

niky (obrzizok. Podla vety aspon jeden z tychto trojuholnikov obsahuje tri z danych
bodov. Opisand kruznica takému trojuholniku mé polomer 0, 5. O

Poznamka 2.1.7. Najtazsou c¢astou tlohy bolo zrejme prist na vhodné rozdelenie Stvorca
na potrebny pocet Casti. Podobné geometrické tlohy si aj medzi cviceniami. (Ulohy
[2.4.21] [2.4.22] [2.4.23] [2.4.24] [2.4.26] ) N4jst vhodné rozdelenie geometrického ttvaru, s ktorym
pracujeme, nemusi byt vzdy jednoduché.

2.2 FErdos-Szekeresova veta

Na zaver ukazeme Erdods-Szekeresovu vetu.

Veta 2.2.1 (Erdos-Szekeresova). V kaZdej postupnosti ay,asg,...,Gmnt1 navzdjom roznych
redlnych cisel sa ndjde rastica podpostupnost

iy < Qjy <000 < Qg gy (il<i2<"'<im+1)
dl/zvky m + 1 alebo klesajica podpostupnost

(jy > Qjy > 00 > Qg (j1<j2<"'<jn+1)

1Aj bez pouzitia kalkulacky sme schopni urobit aspon odhad g < 1—35 = 0,5. Ten vsak pri tomto zadani
nestaci; potrebujeme sa dostat pod 0, 48.
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16 Erdos-Szekeresova veta
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Obr. 2.3: Rozdelenie Stvorca na 4 casti

dl:zvky n+ 1, alebo obidve.
Mozno sa nam oplati vyskuisat aspon nejaky velmi maly priklad, povedzme pre m = n = 2.

Priklad 2.2.2. Ak usporiadame ¢isla 1,2, ..., 5 Tubovolnym sposobom, tak podla predché-
dzajuicej vety musime néjst monoténnu podpostupnost dizky 3. Mozete si vyskugat niekolko
roznych usporiadani (zrejme nebudete skusat vSetkych 5! = 120). Tu je zopéar prikladov, je
tam zvyraznend niektord monoténna podpostupnost diiky tri (moze ich byt viac).

1 2

W W W
= = - QU O
WUN R WW
CU R OU = s
NN DD DN Ot

Dokaz. Pre kazdé a; nech t; je dizka najdlhsej rasticej podpostupnosti, ktord zac¢ina v a;.
Ak t; > m + 1 pre nejaké i, tak v a; zaCina rastica podpostupnost diiky m+ 1.

Nech teda t; < m prei=1,2...,mn+ 1. Teda mézeme aplikovat vetu

e krabicky = ¢isla 1,2,...,m;

e gulicky = ay,as,...,aGmp+1, t.j. Cleny postupnosti.

Cislo a; ddme do krabicky j, ak dizka najdlhSej rasticej podpostupnosti zaéinajicej v a;
je t; = j. Podla vety v aspon jednej krabicke, povedzme s, je aspon n + 1 guliéiek,
povedzme gulic¢ky

Ajrs Agps v oo s Ay (]1 <j2<"'<jn+1)'

Uvazme dve po sebe iduce ¢isla aj, a aj41. KedZe tieto ¢isla st rozne, nastane jedna z moznosti
aj, < Aji g aj, > Ajiyq -
Keby nastala prvad moznost aj, < a;,,,, tak v a;,,, zacina rastica podpostupnost dlzky

s. Ak na zaciatok tejto podpostupnosti pridame aj,, tak dostaneme rasticu podpostupnost
dizky s + 1, ¢o je spor s tym, ze a;, je v krabicke s.

16



KAPITOLA 2. EXISTENCIA 17

Preto nastane druhd moznost, t.j. pre Iubovolné dve po sebe idtce ¢isla z tejto krabicky
méame aj, > aj,,, co dava
Ajy > Ajy > =+ > Ay

klesajticu postupnost dizky n + 1. O
Priklad 2.2.3. Pre ilustraciu prikladu uvazme konkrétny priklad. Nech

134 3 2 1 12 8 7 6 5 11 10 9

je dana postupnost diiky 3-4+1=13. Veta nam hovori, ze by sme mali najst rasticu
postupnost dizky asponi 4 alebo klesajicu postupnost dizky aspor 5.

Ak zistime aké st dizky rasticich podpostupnosti zaé¢inajicich na jednotlivych pozicidch,
tak dostaneme

a; |13 (413121128 |7]6]|5]11 |10
t; |1 (313 (3|31 ]2}2|2(2|1]1]|1

Mame t; < 3 pre vetky i = 1,2,...,13. (Teda v tejto postupnosti nie je rastiica podpostunost
dizky 4.)

Mame t; = tg = t11 = t12 = t13 = 1 a odpovedajice a;, t.j. 13, 12, 11, 10, 9 tvoria
klesajicu podpostupnost dlzky 5.

Mbzeme si vSimniit, ze aj ked vezmeme cleny, pre ktoré plati t; = 2 a tie, pre ktoré plati
t; = 3, tak dostaneme klesajtice postupnosti. Tie si vSak kratsie.

Priklad 2.2.4. Modzeme si to isté vyskusat aj pre niektoré postupnosti dfiky 5 z prikladu
2:2:2] Opét si mozete vSimnut, Ze na pozicidch s rovnakymi hodnotami ¢; dostaneme klesajiicu
postupnost.

a; 135412
121121

a; |31 |5]4)|2
tp 2121111

a; |4]1113]5]|2
ty 2131211

Uloha 2.2.1. Ukézte, 7e vysledok je najlepsi mozny, t.j. zostrojte postupnost navzajom
roznych m - n ¢isel, ktord neobsahuje rasticu postupnost dlzky m + 1 a neobsahuje klesajicu
podpostupnost dlzky n + 1. (Hint: Cisla 1 az m - n dajte do n blokov, kazdy s m ¢islami.)

2.3 Diskusia

Ako zistime, Ze problém, ktory méme riesit je mozné riesit pomocou holubnikového principu?
Mo6zu ndm pomdct: povaha problému, premyslanie nad tlohou, metéda pokusov a omylov.
Vystihntt, ¢o by mohlo hrat dlohu krabiciek, a ¢o dlohu gulic¢iek. Krabicky — odpovedaju
vistnosti riesenia, gulicky — odpovedajti objektom, o ktorych chceme ukazat, ze sa nadjde medzi
nimi taky objekt, ktory spliia pozadovani vlastnost. Ked méme definovanych viac guli¢iek
ako krabiciek, treba definovat pravidlo, podla ktorého rozdlelime gulicky do krabiciek. Kedze
holubnikovy princip plati pre lubovolné pravidlo, plati aj pre nami definované a moézeme ho
aplikovat.
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18 Cvicéenia

2.4 Cvicenia

Uloha 2.4.1. Ukézte, ze medzi lubovolnymi Siestimi celymi ¢islami existuju dve, ktorgch
rozdiel je nasobok cisla 5.
Vseobecnejsie: Medzi Tubovolnymi n + 1 ¢islami existuji dve, také, ze n deli ich rozdiel.

Uloha 2.4.2. Na Sachovnici (obvyklych rozmerov 8 x 8) st vyrezané dva koncové rohy
hlavnej diagonaly. Je mozné sachovnicu pokryt dominom tak, aby kazdé domino pokryvalo
presne dve polia a ziadne dve domina sa neprekryvali?ﬂ Ako by sa zmenilo riesenie, keby sme
uvazovali sachovnicu rozmerov n x n, kde n je nejaké prirodzené ¢islo?

Uloha 2.4.3. Na pomarandi je vyznacenych pit bodov. Je mozné prekrojit pomarané tak,
aby $tyri z vyznacenych bodov lezali na tej istej ,pologuli“ (Predpokladdme, Ze vyznaceny
bod ktorym prechddza rez patri obom ¢astiam pomaranca.)

Uloha 2.4.4. V kazdej spolo¢nosti aspoii dvoch Tudi sa najdu dvaja s rovnakym poc¢tom
zndmych (v tejto spoloénosti). (Predpokladdme, ze ak ,Jano poznd Misa“, tak ;MiSo pozna
Jana“ a nikto nie je ,zndmy* sim sebe.)

Uloha 2.4.5. Sedemnést vedcov si navzijom dopisuje o troch témach. Dokézte, Ze aspoi
traja z nich si piSu o tej istej téme.

Uloha 2.4.6*. Ako sa zmeni vysledok predoslej tlohy, ak ¢islo 17 nahradime &islom 167

Uloha 2.4.7. V miestnosti je 10 Tudi vo veku medzi 1 az 60 rokov (vek ratame na celé roky).
Dokézte, ze spomedzi nich m6zeme vybrat dve rovnako staré skupiny (nikto nebude v oboch,
skupiny st neprazdne). Vek skupiny je sic¢tom vekov jej ¢lenov.

Uloha 2.4.8. Majme Iubovolni mnozinu desiatich dvojcifernych &sel. (T.j. 10-prvkovi pod-
mnozinu {10,11,...,98,99}.) Ukazte, Ze sa daji vybrat dve disjunktné podmnoziny, ktorych
prvky davaja ten isty sﬁéetﬂ

Uloha 2.4.9. Do skusky vam zostéava 37 dni. Viete, Ze stacf ak budete studovat 60 hodin
(¢istého Casu). Aby toho nezostalo vela na posledni chvilu, rozhodli ste sa $tudovat aspor
1 hodinu denne. Dokézte, ze nech zvolite akykolvek postup pre Studium v ramci tychto

2Tento problém je pomerne zndmy: https://en.wikipedia.org/wiki/Mutilated_chessboard_problem
3Uloha z IMO 1972.
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pravidiel, néjde sa takd postupnost po sebe iducich dni, Ze pocas nich budete studovat spolu
presne 13 hodin. Predpokladdme, ze dlzka stidia v jeden den je danad v celych hodinach.
(Hint: Konzultujte skriptd [Knl Kapitola 1.1, Priklad 3].)

Uloha 2.4.10. Tenista mé tri tyZdne na pripravu na turnaj. Rozhodol sa pocas pripravy
odohrat kazdy den so svojim sparing-partnerom aspon jeden set, celkovo vSak najviac 36
setov pocas celej pripravu. Dokazte, ze ak splni tieto podmienky, tak sa da najst niekolko po
sebe iducich dni, pocas ktorych odohral prave 21 setov.

Uloha 2.4.11. Ak je danych 52 celych &sel, tak sa z nich daji vybrat dve, ktorych sucet
alebo rozdiel je delitelny 100.

Uloha 2.4.12. Vojaci pochoduji v m radoch, pricom v kazdom rade je n vojakov. V kazdom
rade su zoradeni zlava do prava od najnizsieho po najvyssieho. Velitel sa rozhodol, ze chce
takto usporiadat aj zastupy tak, ze kazdy zastup preusporiada. (Teda zloZenie zastupov sa
nezmeni, zmeni sa v nich len poradie.) Ked skondci, tak je kazdy zastup zoradeny spredu
dozadu od najnizsieho po najvyssieho. Dokazte, ze rady si zachovaju svoj ,rastici“ charakter
zlava do prava.

Uloha 2.4.13. Dokéite, Ze ak z mnoziny {1,2,...,2n} vyberieme n + 1 ¢sel, tak sa medzi
nimi ndjdu dve, ktorych rozdiel je 1. Ako by to dopadlo keby sme vybrali n ¢isel?

Uloha 2.4.14. Dokéite, Ze ak z mnoziny {1,2,...,2n} vyberieme n + 1 ¢sel, tak sa medzi
nimi ndjdu dve také, Ze jedno delf druhé. Ako by to dopadlo keby sme vybrali n ¢isel? (Mdze
vam pomoct vyuzit fakt, ze kazdé prirodzené ¢islo sa da napisat v tvare 2Pq, kde ¢ je nepéarne.
T.j. ako sii¢in mocniny dvojky a neparneho éisla.)lﬂ

Uloha 2.4.15. Dokéite, Ze ak z mnoziny {1,2,...,2n} vyberieme n + 1 ¢sel, tak sa medzi
nimi najdu dve ¢isla, ktoré st nesidelitelné.

Uloha 2.4.16. Mame 174 tcastnikov konferencie o Zivotnom prostredi. Potom sa najdu
Styria z nich, ktorl maji narodeniny v priebehu jedného tyzdna.

Uloha 2.4.17. Ukdite, 7e ak a, b, ¢ st celé &sla, tak sicin (a — b)(a — ¢)(b — ¢) vzdy bude
parne ¢islo.

Uloha 2.4.18. Dokézte: Ak z mnoziny {3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} vyberieme Sest navzdjom
roznych ¢isel, tak medzi nimi uc¢ite budua dve ¢isla, ktorych sucet je 15.

Uloha 2.4.19. Dani je mnozina {1,2,...,n}. Aky je maximalny pocet jej podmnozin ta-
kych, ze ziadne dve z nich nie si disjunktné (teda ITubovoIné dve z nich maji neprazdny
prienik)?

Uloha 2.4.20. Dokézte: Ak méme pit bodov vo tvorci so stranou 2, tak sa medzi nimi
daji najst dva rozne body, ktorych vzdialenost je nanajvys /2.
D4 sa ¢islo v/2 nahradit mensim tak, aby stéle platilo uvedené tvrdenie?

Uloha 2.4.21. Ak v rovnostrannom trojuholniku so stranou dizky 1 nakreslime Iubovolnym
sposobom 10 bodov, tak niektoré dva z nich budt vo vzdialenosti najviac 1/3.

Uloha 2.4.22. Ak v rovnostrannom trojuholniku so stranou dizky 1 nakreslime fubovolnym
sposobom 5 bodov, tak niektoré dva z nich budd vo vzdialenosti najviac 1/2.

4Tento problém pochddza od Paula Erdésa. Objavil sa aj ako jedna z tloh na Putnamovej sttazi v roku
1958. Ide o americkii matematickt sitaz pre vysokoskoldkov. Pozri tiez [GGK| p. 489], [Z, Example 3.3.7].
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20 Cvicéenia

Uloha 2.4.23. V rovnostrannom trojuholniku so stranou dizky 3 s umiestnené styri body.
Ukézte, Ze niektoré dva z nich maji vzdialenost najviac v/3.

Uloha 2.4.24. V pravidelnom Sestuholniku so stranou dizky 1 je rozmiestnenych sedem
bodov. Ukazte, ze niektoré dva z nich maja vzdialenost najviac 1.
Platilo by rovnaké tvrdenie aj pre ¢islo mensie ako 1?7

Uloha 2.4.25. Dokézte: Ak mame devit bodov v kocke s hranou diiky 2, tak sa medzi nimi
daji najst dva rozne body, ktorych vzdialenost je nanajvys v/3.

Uloha 2.4.26. Majme obdlZnik so stranami 3 a 4. V tomto obdlzniku je umiestnenych:

a) 7 bodov;

b*) 6 bodov;

¢) 5 bodov.

Zistite, v ktorych z tychto pripadov sa v obdlZzniku nutne musia nachddzat dva body, ktorych
vzdialenost je najviac v/5. (Svoje tvrdenie zdovodnite.)

Uloha 2.4.27. Dokéite, Ze spomedzi 100 prirodzenych &isel sa vzdy dé vybrat niekolko tak,
aby sucet bol delitelny ¢islom 100.

Uloha 2.4.28. Ak vyberieme 38 kladnych parnych &sel mensich nez 1000, tak st medzi
nimi dve také, ktorych vzdialenost je najviac 26.
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Kapitola 3

Matematicka indukcia

Vo vSetkych matematickych disciplinach sa vyskytuji tvrdenia typu ,,Pre kazdé celé cislo
n > 0 plati ...“, Pre vsetky celé ¢isla n > 2 plati ..., a podobne. Vylozime teraz princip
matematickej indukcie, ktory umoznuje dokazat pravdivost takychto tvrdeni.

3.1 Princip matematickej indukcie

Veta 3.1.1 (Princip matematickej indukcie). Nech X je mnoZina celjch nezdporngch &isel,
pre ktorid plati:
a) Cislo 0 je prokom X. (bdza indukcie)
b) Ak ¢islo n je prokom X, tak aj ¢islo n+ 1 je prokom X. (indukény krok)
Potom X je mnozina vsetkych celjjch nezdapornyjch cisel.

Princip matematickej indukcie je zaloZeny na jednoduchej logike: Podla a) ¢islo 0 patri
do X. Polozme n = 0. Tvrdenie b) je v tvare implikdcie. Predpoklad 0 € X je splneny a
kedze b) je pravdivy vyrok, musi byt ¢islo 1 prvkom X. Podobne, pre n = 1 podla b) &islo 2
je prvkom X, tivahu zopakujeme pre n = 2, atd.

Princip matematickej indukcie bud povazujeme za aziomu (teda tvrdenie, ktoré nedoka-
zujeme a a priori povazujeme za pravdivé), alebo ho dokéZeme pomocou nejakej inej axiomy.

Dokéazeme pravdivost Principu matematickej indukcie pomocou axiomy o dobrom uspo-
riadani, ktora hovori:

Axioma (Axioma o dobrom usporiadani). Kazdd neprdzdna podmnozina celych nezdpor-
nych ¢isel ma najmensi prvok.

Dokaz principu matematickej indukcie. Budeme postupovat nepriamo. Predpokladajme prav-
divost tvrdeni a) a b) a nech predsa existuje celé nezdporné ¢islo, ktoré nie je prvkom X.
Medzi vsetkymi takymi cislami zoberme najmenéieE] a ozna¢me ho n*. Podla a) musi byt
n* > 0 a kedze n* bolo najmensie, n* — 1 musi byt prvkom X. Potom ale podla b) je n*
prvom X, ¢o je spor. O

1Tu sme vyuzili axiomu o dobrom usporiadani.
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22 Sumy a nerovnosti

3.2 Sumy a nerovnosti

Priklad 3.2.1. Dokéazte, ze pre kazdé celé nezaporné celé Cislo n a redlne ¢islo g # 1 je stucet

5 qn—i-l -1
I+q+¢+ - +¢" =——

qg—1
Riesenie. Matematickou indukciou dokdzeme, ze mnozina X vsetkych celych nezapornych
¢isel pre ktoré plati uvedena rovnost obsahuje kazdé celé nezaporné ¢islo. Pre n = 0 tvrdenie
plati, pretoze

Tym sme overili bazu indukcie. Preverime platnost indukéného kroku.

gttt

Nech n je celé nezdporné é&islo, a predpokladajme, ze 1 + ¢+ ¢ + -+ +¢" =
Pocitajme:

q—1

Lt g+ @+ + "+ =g+ @+ ")+ E

_ qn+1 -1 n+l __
¢"g-1) +¢" 1

= = =
qn+2 _ qn+1 + qn-‘rl -1 B

q—1

q7L+2 -1

q—1

pricom druhd rovnost sme mohli napisat na zdklade ndsho predpokladu. (Oznacili sme ju
IP; indukény predpoklad.) Tym sme dokdzali platnost indukéného kroku.
Zaver: Uvedené tvrdenie plati pre kazdé celé nezdporné ¢islon a g # 1 O

e V aplikdciach, podobne ako v priklade mnozina X bude mnozina vsetkych n, pre
ktoré plati dokazované tvrdenie.

e Princip matematickej indukcie méa viacero variantov. Niekedy tvrdenie, ktoré potrebu-
jeme dokéazat, je definované a plati od istej hodnoty, napriklad n = 2. Potom v kroku
a) (baza indukcie) overujeme platnost tvrdenie pre ¢islo 2. Niekedy je zas vyhodné v in-
dukénom kroku vyuzif nielen platnost tvrdenia pre n, ale pre vSetky hodnoty nanajvys
rovné n.

Priklad 3.2.2. Dokézte, ze pre kazdé celé ¢islo n > 1 plati nerovnost

1 1 1
03ind:EQNEROV — — — < 1. 3.1
{034nd: EQNEROV} 12 23 T umry (3:-1)
Riesenie. Budeme postupovat matematickou indukciou, podobne ako v predoslom priklade.
Pre n =1 médme & = 1 < 1. (Bdza indukcie je overen.)

Nech n > 1 je celé ¢islo a nech plati

1 1
- - - < 1.
127237 +n(n+1)
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Pocitajme:

B 1 1 , 1
N (1-2+2-3+'“+n(n+1)>+(n+1)(n+2) <bE (n+1)(n+2)

<1

Na tomto mieste sme sa zasekli, lebo vyraz na pravej strane nie je mensi ako 1.

Priamociare vyuzitie indukéného predpokladu nés nepriviedlo k zelanému zaveru. Budeme
musief vymysliet nieco Sikovnejsie.

1 . ~ 7 . P
g1 J€ mozne vyjadrit v tvare
lavej strane nerovnosti napisat ako

1 1

n n+1"°

Vsimnime si, ze To ndm umoznuje sicet na

1 1 1
B E +

n
(i Y (Lot PR A U S U
- 2 2 3 n—1 n n n+1)

=1+ 1+1 + 1+ +L + l+l L =1 1
- 2 2 3 n—1 non n+1 n+1

Vdaka tomu, Ze sa vela ¢lenov vykratilo, dostavame rovnost

Ly
1.2 23

1 1 1

e -
2-3+ + n+1

1
T2t n(n+1) (32)

Je vecelku jasné, ze ak vieme zdovodnif platnost (3.2)), tak mame aj ddkaz nerovnosti (3.1)) zo
zadania prikladu.

Tuto rovnost sme uz zdévodnili pomerne neformalnym argumentom. Vieme ho vSak lahko
prepisat na dokaz matematickou indukciou.

Dékaz rovnosti (3.2). Pre n =1 mame 55 = 1. (Béza indukcie je overena.)
Nech n > 1, a predpokladajme, ze plati
1 1

e~ 1 .
+ +n(n+1) n+1

1

1~2+

1
2-3
Pocitajme:

1 1 1
ot + =
2-3 +1) " (n+D(n+2)

1
1-2

S L S ! £
S\1-2 2.3 n(n+1) (n+1)(n+2)
1 1 1 1 1 1
- + =1- + -~ =1-——.
n+l (n+1)(n+2) n+l n+1l n+2 n+2

Plati aj indukény krok. O
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24 Sumy a nerovnosti

Na to, aby sme prisli na rovnost (3.2) sme potrebovali uhédnutﬂ vhodny spdsob ako
prepisat m Ale aj ak by nam takyto postup nenapadol, tak mozeme vyskusat najst
prvych par hodnét pre sucet s, = % + 2—13 4+ m Dostaneme

1
5125
112
So = — _= -
27976 3
_2,1_3
B3I g
_3+1_4
MTL T T 5
4,15
S5 = -+ — = —
75730 6
n 123145
s [ I[2[3 2[5
n 2 3 4 5 6

_n_

Azda sa z tychto prvych par hodnot uz da tipnit, ze vysledok by mohol byt 1 — — T
Potom mozeme skusit dokazat matematickou indukciou, Ze to je skutoéne spravny vysledok
pre lubovoIné n (nie iba pre prvych niekolko hodndt, ktoré sme vyskusali.)

Poznamka 3.2.3. V predchadzajicom priklade sme videli situaciu, s ktorou sa pri dokaze
matematickou indukciou moézeme stretnit pomerne casto. Zatialco s dokazom zadaného tvr-
denia sme mali problémy, dékaz silnejsie tvrdenia matematickou indukciou bez problémov
presiel.

Obcas je teda uzitoné namiesto zadaného tvrdenia dokazovat silnejsie tvrdenie — nemusi
vsak byt tiplne jednoduché prist na to ako by bolo toto tvrdenie vhodné zosilnit. Aby sme na
to prisli, méze ndm niekedy pomoct detailnejsia analyza indukéného kroku. (Snazit sa pozriet
na to, ¢o ndm vlastne v indukénom kroku ,chybalo“.) Cvicenie takého typu, kde moze byt
uzitoéné snazif sa dokazat silnejsie tvrdenie, je napriklad tloha

Poznamka 3.2.4. Podobni tvahu akt sme vyuzili pri ndjdeni stic¢tu v (3.2)) vieme pouzit

casto pri hladani sictu radu, ak jednotlivé s¢itance vieme prepisat tak, aby nam vela ¢lenov

vypadlo. Napriklad vyssSie uvedeny argument zodpovedd tejto schéme: Chceme vypocitat
n

nejaky sicet > a,. Ak sa ndm podari n-ty séitanec vyjadrit v tvare a,, = b1 — by, tak

k=1
potom

> an = (b = by) + (b3 — ba) + -+ + (b — bu—1) + (bns1 — ba) = bos1 — by
k=1

Formalne by sme takéto tvrdenie mohli dokazat indukciou.
Stucty takéhoto typu sa niekedy tiez nazyvaju teleskopické sumy (alebo teleskopické rady) E|
V principe pri tlohach takéhoto typu ak médme zadand pravi stranu, tak moézeme skusat,
¢i ak upravujeme rozdiel b, 1 — by, tak skuto¢ne dostaneme a,,. (Ale aj ak ju nemame zadantt
a podari sa ndm vyjadrif n-ty s¢itanec v tvare rozdielu, tak takyto pristup ndm méze poméct
ju objavit.)

2V skutoénosti to nemusi byt az také tazké, ak sme sa uz s podobnym postupom stretli. Alebo ked sa
neskor na matematickej analyze budete ucit o rozklade na parcidlne zlomky, tak budete vidiet, ze toto je
velmi jednoduchy S$pecidlny pripad.

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Telescoping_series
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Obr. 3.1: Priklady konvexnych (n = 3 an = 5) a nekonvexnych (n = 4 a n = 11) n-uholnikov

Obr. 3.2: Dve rozne triangulacie Sestuholnika

3.3 Triangulacia n-uholnika

Uvazujme konvezny n-uholnik n > 3. (Ijtvar voldme konvexny, ak pre Iubovolné dva jeho
body aj celd usecka spédjajica tieto dva body patri tomuto ttvaru.) Priklady konvexnych a
nekonvexnych n-uholnikov mézete vidiet na obrazku

Zrejme kazdy konvexny m-uholnik, n > 3, ma diagonalu a preto ma zmysel uvazovat
mazximdlnu sustavu S diagondl. Tym myslime takt sistavu, ze ziadne dve diagondly z S sa
nepretinaji vnitri n-uholnika a pridanie Tubovolnej inej diagonaly do S by pretnutie diagonal
sposobilo. Trianguldciou n-uholnika rozumieme jeho rozklad na trojuholniky maximalnou
stustavou diagonal.

Na obrazku [3.2] mozete vidiet dve rozne trianguldcie Sestuholnika ststavami Sy, Sa. VSim-
nite si, Ze |S1| = |S2| = 3 a pocet trojuholnikov v kazdej z tychto trianguldcii je rovny 4.
Podobny experiment pre n = 4,5,7 nés vedie k hypotéze, ktord je sformulovand v nasledu-
jucom priklade ako tvrdenie.
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26 Triangulacia n-uholnika

Priklad 3.3.1. Nech n > 3 a P, je konvexny n-uholnik. Ukazte, ze kazda maximélna ststava
S diagonal v P, mé velkost n — 3 a urcuje rozklad P, na n — 2 trojuholnikov.

Dékaz. Postupujme matematickou indukciou podla n.

Pre n = 3 mame trojuholnik, ktory nem4 ziadnu diagondlu, S = () a 3 — 3 = 0. (Béza je
overend.)

Indukény krok: Nech n > 3 je celé ¢islo, a predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky
n' také, ze 3 < n’ < n. Overime platnost tvrdenia pre n + 1.

Uvazujme (n+ 1)-uholnik P, ;. KedZe n+1 > 3, P, 11 m4 aspoii jednu diagondlu, a teda
mé maximalnu sistavu diagonal S. Zvolme jednu diagonalu z S a pomenujme ju D. Tato
diagondla deli P,11 na dve casti, na konvexny ni-uholnik a konvexny no-uholnik, pricom

ny+ng=(Mm+1)+2

(lebo koncové vrcholy D patria obom).

Pn+1

Obr. 3.3: Diagonéla deli P,; na mensie mnohouholniky

Oznacme S1, Sy diagonaly z S, ktoré su diagonalami v P,, a P,,.

Tvrdime, ze S; je maximalna ststava diagondl v P,, a S je maximdlna sustava diagonal
v P,,. Skuto¢ne, v opacnom pripade by sme mohli nejakd novi diagonalu nakreslit v P,
(respektive v P,,) a tym by sme ziskali stistavu nepretinajicich sa diagonal v P41, ¢o je
spor s tym, Ze S je maximalna.

Teraz, kedZe nq, ne < n+1, podla indukéného predpokladu plati |S1| = n1—3, |Se| = na—3
a tak

[S|=|S1|+|S2] +1=(n1 —3)+(ng—3)+1
=n1+n)—-5=MnN+1+2)—5
=(Mn+1)-3
Dalej, opit podla indukéného predpokladu, S; uréuje trianguldciu P,, s ny — 2 trojuhol-
nikmi a S5 trianguldciu P,, s ng — 2 trojuholnikmi. Kedze diagondla D je strana P,, aj P,,,
tieto dve trianguldcie (,,zlepené® cez D) urcuju trianguldciu P, 1, ktord pozostéva z

(n1—2)—|—(n2—2):(n1+n2)—4:(n—|—1—|—2)—4:(n+1)—2

trojuholnikov.
Tym sme overili indukény krok.
Zéaver: Tvrdenie je platné pre kazdé celé ¢islon > 3 O
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Obr. 3.4: Priklady triangulacii konvexnych i nekonvexnych mnohouholnikov

|| B

A B C D

Obr. 3.5: Styri mozné otocenia trimina tvaru L

Ako by to dopadlo pre nekonvexné n-uholniky? K doékazu platnosti vyssie uvedeného
tvrdenia pre nekonvexné n-uholniky staci ukazat, ze v kazdom takom n-uholniku existuje
diagonéla (t.j. spojnica dvoch vrcholov, ktord celd lezi v n-uholniku.) Potom uZ len imitujeme
predchadzajtci dokaz.

Uloha 3.3.1. Ukéite, Ze nekonvexny n-uholnik, n > 4, ma diagonélu.
Ako dosledok dostéavame
Dosledok 3.3.2. Sidet vnitorngch uhlov n-uholnika je (n — 2) - 180°.

Ak ste viac zvyknut{ pouZivat uhly v radidnoch (¢o sa na vysokej Skole bude asi vyskytovat
CastejSie ako stupne), tak dostanete (n — 2).

3.4 Dlazdenie triminami

Ako dalsiu ukézku indukcie si ukdzeme priklad na dldzdenie. Jeden problém z tejto oblasti
sme uz videli v tlohe 2:4:2] Aj teraz budeme dlazdit ,poskodent“ Sachovnicu — vynechdme
jeden stvorec. Nebudeme vsak pouzivat domind, ale trimind tvaru L. (Také ako st na obrazku
35)

Matematickou indukciou ukazeme, ze takéto dlazdenie existuje pre Sachovnicu rozmerov
2" x 2™ s jednym vyrezanym Stvorcom.

Tvrdenie 3.4.1. Nech n > 1 je celé cislo. Ak na Sachovnici rozmerov 2™ x 2™ vynechdme
jeden Stvorec, tak vzniknuty dtvar sa dd vydldZdit triminami tvaru L.

Dokaz. Matematickou indukciou.
Baza indukcie: Pre n = 1 mame Sachovnicu 2 x 2. Po vyrezani jedného stvorca nam
vlastne zostane prave jedno trimino tvaru L. (Obrazok [3.6])
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Dlazdenie triminami

Obr. 3.6: Sachovnica 2 x 2 a 4 x 4 (s vynechanym $tvorcom) vydldZdend triminami

Obr. 3.7: Priklady dlazdenia sachovnice 8 x 8 s vynechanym Stvorcom

Obr. 3.8: Priklady dlazdenia Sachovnice 8 x 8 s vynechanym Stvorcom

28
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Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre Sachovnice rozmerov 2" x 2". Ak mame Sachovnicu
27+l % 27+l tak ju moézeme rozdelit na $tyri mensie Sachovnice rozmerov 2" x 27. Jedna
z nich obsahuje vyrezany Stvorec, ta sa da vydlazdit podla indukéného predpokladu. Teraz
priddme jedno trimino, ktoré zasahuje do kazdej z ostatnych troch Sachovnic prave jednym
polickom. (Pozri obrézok [3.9])

Obr. 3.9: Situécia z dokazu tvrdenia B.4.1]

Potom nam v tychto troch castiach zostane vydlazdit cely zvysSok, t.j. Sachovnicu 2™ x 2"
bez jedného stvorca. To, ze takato sachovnica sa da vydlazdit, opat vieme z induk¢éného
predpokladu. O

3.5 Cvicenia

Uloha 3.5.1. Dokéste, 7]

plati pre kazdé celé ¢islo n > 2.

. n

Uloha 3.5.2. Dokazte, 7e pre kazdé kladné celé &slo n platf: > k = 2 (Vedeli by ste
k=1

ndjst aj iné odvodenie ako matematickou indukciou?)

Uloha 3.5.3. Dokézte, ze pre kazdé kladné celé &islo n plati

(20 +1
12492 152 4.y p2 = UOE )6( ntl)

Uloha 3.5.4. Dokézte, 7e pre kazdé prirodzené ¢islo n plati

o0
2
4Pre zaujimavost mézeme spomenut, ze plati E: 55 = %;, https://en.wikipedia.org/wiki/Basel_
k=1

problem
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Uloha 3.5.5. Uréte stcet prvych n neparnych kladnych celych ¢isel. Vedeli by ste vymysliet
aj ,obrazkovy“ (geometricky) dokaz? Vedeli by ste tento vzorec odvodit z vysledkov niektorej
z predoslych dloh?

Uloha 3.5.6. Dokaite, 7e

ﬁ _ n+2
P (k+ 1 C 2n+2
plati pre Iubovolné kladné celé cislo n.

Uloha 3.5.7. Dokéite, ze pre kazdé prirodzené &slo n plati:

n(n+1)(2n + 7).

1:3+2-4+43-5+-+nn+2)=

6
Uloha 3.5.8. Dokézte, 7e pre n € N platf: > 2F =27+l — 1.
k=0
Uloha 3.5.9. Dokéite, 7e pre n € N plati: Z 5 = 1- —. (Je nejaky vztah k predoslej

ulohe? Dal by sa vymysliet , obrazkovy* dokaz7)

Uloha 3.5.10. Odvodte indukciou vzorec pre vypocet suétu prvych n ¢lenov aritmeticke;

n
postupnosti: kzo(a + kd) = (n + 1)22424 . (Inak povedané: Pocet élenov x priemer prvého a

posledného éle;laED

. n
Uloha 3.5.11. Dokézte, ze pre n € N plati: Y k2F = (n — 1)27+!1 + 2.
k=0

Uloha 3.5.12. Dokézte, ze pre celé &slo n > 1 plati:
S kekl=(m+1) -1,
k=0

(T§.1-114+2-204 -4 n-nl=(n+1)!—1)

Uloha 3.5.13. Dokézte, ze pre celé &slo n > 1 plati:

S
(1) (n+1)"

Ty g+5+a++oim=1- o)

Uloha 3.5.14. Dokdite, 7e plati (n + 1)2 + (n +2)% + - - + (2n)? = 22Dt

Uloha 3.5.15. Dokéite, Ze n! > 2" pre prirodzené &sla n > 4.

Uloha 3.5.16. Dokéazte, ze 2" > n? pre prirodzené &sla n > 4.

Uloha 3.5.17. Dokéite, 7e pre kazdé prirodzené &islo n > 2 plati 47 > 3™ 4 27

5Takto sa vzorec pre sticet ¢lenov aritmetickej postupnosti vcelku lahko paméité.
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Uloha 3.5.18*. Dokézte: kz::l ﬁ < 24y/n—1. (Hint: Poméze vhodne upravit vyraz m

Tento vyraz by sa mohol vyskytnit v indukénom kroku alebo pri pouziti teleskopickej sumy.)
. n
Uloha 3.5.19*. Dokazte: > ﬁ > /.

k=1
Uloha 3.5.20*. Dokézte, ze pre n > 3 plati ¢/n > "*/n + 1. (Inak povedané: Postupnost
({/n) je klesajtica.)

Uloha 3.5.21. Dokéite, Ze pre > —1 plati (1 4 )" > 1 + nz. (Bernouilliho nerovnost)

. n
Uloha 3.5.22. Dokézte Y 2% < 1. (Névod: Skuste prist na to, comu sa rovnd suma na
k=1

lavej strane a dokazat thito rovnost indukciou.)

Uloha 3.5.23. Majme n > 1 priamok v rovine. Aky je najmensi pocet farieb ktorymi
mozno ofarbit ¢asti roviny urcené tymito priamkami tak, aby susedné ¢asti mali réznu farbu?
(Dve Casti roviny povazujeme za susedné ak st oddelené priamkou, alebo polpriamkou, alebo
tiseckou. )

Uloha 3.5.24. V krajine Indukcia je n > 2 miest, pricom kazdé dve mestd sii spojené
jednosmernou cestou. Najde sa prechadzka, ktora zaCina v jednom meste, kon¢i v inom
meste a navstivi kazdé mesto presne raz? Napriklad pre tri mestd, pomenujme ich A, B, C
a spojenie A -+ B, A— C a B — C, je A— B — C takou prechadzkou.

Uloha 3.5.25. Majme tabulku ¢okolddy s m x k §tvoréekmi. Postupne ju budeme ldmat
na kusky nasledujicim sposobom: v kazdom kroku si zvolime kusok ktory mé aspon dva
Stvorceky a rozlomime ho podia vodorovnej alebo zvislej linajky (linajky tvoria Stvorcekovi
mozaiku ¢okolady). Skonéime ked je ¢okoldda poldmand na Stvorceky. Ako dlho ndm bude
trvat kym cokolddu poldmeme? Hint: dolezity je len pocet Stvorcekov ¢okolddy, tvrdenie preto
staci dokazat pre ¢okoladu ktora ma n Stvorcekov. Aplikujte matematicki indukciu, potom
skuste argument ktory indukciu nepouziva.

Uloha 3.5.26. Aky najvidési pocet kiskov pizze mozeme dostat ked rez nozom vidy vedieme
priamocdiaro? Akademickejsie: Aky je najvacsi pocet f(n) Casti roviny, ktoré st urcéené n
priamkami v rovine? Hint: preskiimajte malé n = 1,23, vSimnite si v akej vzdjomnej st
priamky v pripade ked sa dosahuje maximum, vyslovte hypotézu a nasledne ju dokazte.

Uloha 3.5.27. V tenisovom turnaji hraji kazdi dvaja hradi proti sebe presne raz. Ked sa
turnaj skonci, kazdy hrac si napise na zoznam mena hracov ktorych porazil a tiez tych, ktori
boli porazeni niektorym hracom ktorého on sdm porazil. Indukciou ukazte, zZe aspon jeden
hra¢ méa na zozname meno kazdého iného hraca. Potom skiiste argument ktory indukciu
nepouziva.

Uloha 3.5.28. Pozorne preditajte dokaz nasledujtceho tvrdenia indukciou: Mdme n priamok
v rovine, pricom ziadne dve nie sii rovnobezné. Potom vsSetky tieto priamky prechadzaji cez
ten isty bod. Dokaz: Pre n = 1;2 tvrdenie plati. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre
n priamok a uvazujme mnozinu S = {a,b,c,d,...}, n + 1 priamok. Zmazme priamku c.
Dostaneme mnozinu S’ = {a,b,d,...}, n priamok. Ziadne dve z nich nie st rovnobezné
preto, podla indukéného predpokladu, vsetky prechddzaji bodom P. Vratme priamku ca
zmazme priamku d. Dostaneme mnozinu S” = {a,b,c,...}, n priamok, ziadne dve nie st
rovnobezné. Opét podla indukéného predpokladu, vSetky prechddzaji bodom P’. Priamky
a, b patria do mnoziny S’ a tiez do S”, preto P = P’ a tak c prechddza cez P; zvy$né priamky
tiez prechadzaju cez P podla volby bodu P. Takze vsetky priamky prechadzaja cez bod P.
Hm, lenze tvrdenie neplati. Kde v dékaze je chyba?
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Uloha 3.5.29. Pozorne preditajte dokaz nasledujiiceho tvrdenia indukciou: ,Vietky kone
maju tu isttd farbu.“ Kedze na svete je konecny pocet koni, tvrdenie mézeme vyslovit takto:
Pre kazdé kladné celé ¢islo n, kazdych n koni mé ta istu farbu. Tu je dokaz: Pre n = 1
tvrdenie plati, lebo jeden kon mé tu istd farbu ako je té jeho. Predpokladajme, Ze tvrdenie
plati pre n koni, ukdzeme ze plati pre n+ 1 koni. Vezmime n + 1 koni a zoradme ich do radu.
Prvych n koni mé td istt farbu, povedzme ¢iernu, podla indukéného predpokladu. Poslednych
n koni musi mat tiez ti ista farbu, opat podla indukéného predpokladu. Takze vsetkych n+1
koni je ¢iernych, lebo prvych n koni je ¢iernych, ako sme videli, a medzi nimi je druhy, treti,

.., n-ty kon a tieto st medzi poslednymi n konmi. Takto sme ukézali, ze vSetky kone na
svete maju tu istd farbu. Hm, lenze tvrdenie neplati. Kde v dékaze je chyba?

Uloha 3.5.30. Fermatove &slo F,, n = 0,1,2,---, je definované predpisom F, = 22" + 1.
Napriklad, Fy = 3,Fy = 5, Fy = 17, F3 = 257, F4y = 65537, F5 = 641 - 6700417. Dokéazte
platnost nasledujicej rovnosti

Fo-Fy - Fo1=F,—2 n>1.

Pomocou predchadzajiceho ukéazte, ze Tubovolné dve Fermatove ¢isla st nestudelitelné. Odtial,
spolu s faktom ze Fermatovych ¢isel je nekonecne vela odvodte, Ze prvocisel je nekonecne vela.

Uloha 3.5.31. V &akérni u lekédra je n pacientov. Kazdy z nich si vezme &islo medzi 1 a
n. Predtym ako lekar zacal ordinovat, sestricka povedala pacientom, ze sice nemusia byt
vysSetreni v poradi ur¢enom c¢islami, ale ze pred ziadnym z nich nebude vySetrenych viac
pacientov nez by bolo keby sa dodrziavalo poradie podla ¢isel. Teda pred pacientom s ¢islom
1 moze byt vysetrenych nanajvys ¢ — 1 pacientov. Ked to pocul pan Mrkvicka, tak povedal:
»Hm, to je to isté ako keby sa poradie podla ¢isel respektovalo.“ Mal pravdu?
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Kapitola 4
Spocitavanie — zakladné principy

Predpokladajme, 7e mdme dantt koneéni mnozinu M a zaujima nés, aka je jej velkost |M]|.
MozZno prvé ¢éo nds napadne, je jednoducho |M| ur¢it spocitanim prvkov M po jednom.
V tejto kapitole zhrnieme niekolko jednoduchych pristupov k rieseniu tiloh na pocet prvkov.
Tieto si1, ako uvidime, formalnym vyjadrenim a zovseobecnenim nasej skiisenosti s poc¢itanim.
e Problém. Nech M je koneénd mnozina. Uréte velkost |M| mnoziny M.
e Otazka. Jestvuju vSeobecné pristupy k rieSeniu nasho problému?

e Pozorovanie:
M=) 1L (4.1)
zeM

4.1 Scitaci princip

Priklad 4.1.1. Kolko studentov je v posluchérni?
Ked napriklad

M = Studenti v poslucharni

= {Jano, Ivan, Tom4a$, Anna}

tak
[M|=1+14+1+1=4.

Mozeme postupovat aj takto: Kazdy student je bud dievca, alebo chlapec. Ked mnozinu
dievcat oznac¢ime symbolom D a mnozinu chlapcov oznac¢ime C'H, mbzeme pisat

M=DUCH a DnNCH =1,

a tak
|M|=|D|+ |CH]|.

Alebo aj takto: V poslucharni su tri rady lavic, pomenujme ich 1, 2, 3, a kazdy student je
v prave jednom z nich. Ked mnozinu studentov v rade i ozna¢ime M;, tak

M:MluMQUMg a MlﬂMgleﬂMg,:MgﬂMg:@.

Preto
|M| = |M| + | M| + | Ms|.

Neformalne: Velkost celku sa rovna stacétu velkosti jeho casti.
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34 Séitaci princip

4.1.1 Formulacia a dékaz scitacieho principu

Veta 4.1.2 (Scitaci princip). Nech n > 1 je celé ¢islo a My, ..., M, si navzdjom disjunktné
mnoziny, t.j. M; N M; =0 pre vSetky i # j. Potom

U M,; Z|Mi|. (4.2)

=1
Dékaz. Budeme postupovat matematickou indukciou podla n.
1° Béza indukcie: Platnost tvrdenia pre n = 1 je jasnd, pre n = 2 to vidno z Vennovho
diagramu.
2° Nech n > 2 a tvrdeni plati pre lubovolnych n navzajom disjunktnych mnozin. Overime
platnost indukéného kroku.

Nech My, ..., M,, M, 1 st navzijom disjunktné mnoziny. Poéitajme:
n+1
U M,; = (UM) UMnH, ANB=0.
i=1 i=1 B
A

Potom mame

n+1 1 n
U VAR U M| + M| =
() n: n+1
= Z|M |+ | Mg | = Z|M|
i=1 i=1

V rovnosti (1) sme vyuzili |AU B| = |A| 4 |B|, t.j. platnost dokazovaného tvrdeniaﬂ pre
n = 2. Rovnost (2) je pouzitie platnosti tvrdenia pre n (indukény predpoklad).
Overili sme platnost indukéného kroku. Tym je tvrdenie dokazané. O

Ingy dokaz. Majme dané navzajom disjunktné mnoziny My, ..., M,. Chceme povedat nieco
o vztahu ¢isel vystupujtcich v tvrdeni, t.j. po¢tu prvkov zjednotenia (lava strana rovnosti)
a stétom prvkov jednotlivych mnozin (pravé strana rovnosti).

Lava strana sa dé chapat tak, ze pre kazdy prvok zjednotenia zapocitame jednotku a
tieto prvky scitame. Takisto do pravej strany prispeje kazdy prvok zjednotenia jednotkou,
lebo uvazujeme navzajom disjunktné mnoziny, a teda sa vyskytne v prave jednej z mnozin
My, ..., M,.

Formalnejsie by sme to mohli zapisat takto:

2O 12y 3193 .

velJ_, M i=1 zEM; i=1

n

U

i=1

Rovnosti (1) aj (3) sme dostali tak, ze sme pocet prvkov kazdej mnoziny rozdelili na sicet
po ¢lenoch (pozri (4.1))). Rovnost (2) znamené, Ze sme dlhsiu sumu rozdelili na ¢asti s menej
séitancami, ¢ize vyplyva z vlastnosti séitovaniaﬂ Vsimnime si, Ze v rovnosti (2) vyuzivame
aj disjunktnost mnozin, s ktorymi pracujeme. O

1Prave to, Ze vyuzivame tito rovnost, bol dévod, preco v béze indukcie sme okrem n = 1 chceli zdévodnit
ajn=2.

2Napriklad pre dvoj-, troj- a $tvorprvkovi mnozinu by sme tu mali rovnost (1 4+ 1) + (1 + 1+ 1) +
1+14141)=14141+1+14+1+4+141+4 1. Takdto rovnost plati samozrejme aj vSeobecnejsie:
(x1 + x2) + (x3 + 24 + x5) + (w6 + 27 + 28 + ®9) = 1 + @2 + 23 + T4 + x5 + 26 + 7 + 8 + 9.
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KAPITOLA 4. SPOCITAVANIE - ZAKLADNE PRINCIPY 35

Ako pouzivame scitaci princip: Problém P rozlozime na navzijom sa vylucujice pod-
problémy, ktoré zahrnujua cely problém P. Potom jednotlivé podproblémy vyriesime. Pretoze
mnoziny rieseni danych podproblémov st navzajom disjunktné, pocet rieseni pre P je rovny
stuctu velkosti tychto mnozin.

Séitact princip sme pouzivali uz skor, napriklad pri uréen{ poctu prechddzok v kocke (Cast
ked sme prechadzky po kocke rozdelili na tri navzéjom disjunktné mnoziny M, Mo, Ms,

pozri obrézok |1.6|a rovnost (L.1))), tiez pri probléme o trianguldcii n-uholnika (priklad (3.3.1}
v dokaze sme rozdelili mnozinu S diagondl na dve disjunktné ¢asti Sy, S2).

4.1.2 Pascalova formula

Priklad 4.1.3. Kolkymi spésobmi mézeme zvolit k-¢lenny vybor z n Studentov? Akademic-
kejsie: Kolko k prvkovych podmnozin mé n prvkova mnozina?

Pre dané k a n tento pocet je hodnotou binomického koeficienta, ktory oznacujme sym-
bolom (7).

Riesenie. Mame jediny vybor, ktory nemé ziadneho ¢lena, preto (g) =1.
Vybor nemoéze mat viac ¢lenov nez je Studentov, preto (Z) =0 pre k > n.
Uvazujme zvysny pripad 0 < k < n. Vsetky vybory rozdelime na dve disjunktné skupiny:
A=vybory, ktorych ¢lenom je Jano a B=vybory, ktorych ¢lenom Jano nie je.
Podla scitacieho principu

n
—|A| +|B
(7) =14+ 131
n—1 n—1
= >
(k—1>+< 1 >, pre k > 1

A (p) =1 0

(Z> B <Z_ i) " (n 5 1> (4.3)

je znama ako Pascalova formula, a je zdkladom pre Pascalov trojuholnik. E|

Vyriesili sme priklad4.1.3F Sice nemdme v ruke explicitny vzore pre vypocet, odvodili
sme vSak rekurentny vztah, ktory umoznuje urcit hodnotu (2), ak pozname hodnotu pre
,Citatele* mensie ako n.

Tento vypocet je naznaceny v nasledujucich tabulkach:

Rovnost

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
©)

NG

E% E*’% 533 (2
HRGREIGIG)

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Pascal’s_identity
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Nasobiaci princip

Asi ste ich castejsie zvykli kreslit takto a poznate ich pod ndzvom Pascalov trojuholnik.

4.2 Nasobiaci princip

1
1 1

2 1
3 3

6 4
10 10

Pri volbe vyboru v prikladd4.1.1] bolo podstatné len to, ktor{ Studenti boli zvoleni do vyboru,
na porad{ v akom boli zvoleni nezdlezalo. Niekedy vSak je o poradi potrebné (alebo vyhodné)

uvazovat.

Priklad 4.2.1. Program Sportového dna pozostava z dopoludnajsich aktivit A, B, C, D a
popoludnajsich aktivit X, Y, Z. Kolkymi sp6sobmi si mozeme zvolit program nasho sporto-
vého dna, za predpokladu, Ze chceme absolvovat jednu aktivitu dopoludnia aj popoludni?

Vsetky moznosti pre volbu programu si znazornené v nasledujtcej tabulke:

dop\pop ‘ XY Z
A e o o
B e o o
C ° ° °
D e o o

dop. A, mame
dop. B, mame
dop. C, mame
dop. D, mame

3 moznosti pre pop.
3 moznosti pre pop.
3 moznosti pre pop.
3 moznosti pre pop.

Nezavisle od toho, akym sposobom sme zvolili dopoludnajsiu aktivitu, méme 3 moznosti
pre volbu popoludnajsej aktivity. Celkovo médme |4 - 3 = 12 | moznosti.

Priklad 4.2.2. Ako by to dopadlo, ked nase preferencie su:

dop. A, tak pop. X alebo pop. Y,

dop. B, tak pop. X alebo pop. Z,
dop. C, tak pop. Y alebo pop. Z,
dop. D, tak pop. X alebo pop. Z.

Teraz dostavame moznosti uvedené tu:

dop\pop ‘ XY Z
A [ ) [ )
B °
C °
D °

dop. A, mame
dop. B, mame
dop. C, mame
dop. D, mame

2 moznosti pre pop.
2 moznosti pre pop.
2 moznosti pre pop.
2 moznosti pre pop.

Teraz mame moznosti pre priebeh Sportového dna. Tieto dve tabulky st popi-

som nasej scény:
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e V prvom pripade mame pre kazda volbu aktivity dopoludnia rovnaky pocet moznosti
pre volbu popoludriiajsej aktivity (konkrétne tri).
e V druhom pripade mame pre kazda volbu aktivity dopoludnia rovnaky pocet moznosti
pre volbu popoludiiajsej aktivity (konkrétne dve).
Rozdiel je v tom, ze v prvom pripade volba popoludnajsej aktivity nezavisi od sposobu
volby dopoludnajsej aktivity, v druhom pripade vsak ano. Obidva pripady st konkrétnym
pripadom vseobecnej situdcie, budeme sa tomu teraz venovat.

4.2.1 Formulacia a d6kaz nasobiaceho principu

Veta 4.2.3 (Nésobiaci princip). Nech udalost U pozostiva z udalosti Uy, Us, ..., Uy, v tomto
poradi. Predpokladajme, Ze pocet realizacii Uy je rovny k1, pre kazdd z nich pocet moznosti ako
nastane Uy je rovny ks, pre kaZdi realizaciu Uy, Us mdme ks moznosti ako nastane Us, ...,
pre kaZdi realizdciu Uy ...U,_1 mdme k, moznosti ako nastane U,. Potom pocet moznosti
ako nastane U je rovny

ki-ko---ky. (4.4)

Dokaz. Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou.
Badza indukcie: Pre n = 1 mame iba jednu udalost U; a pocet jej realizécii je kj.

U:Ul a ‘U1|:k1.

Pre n = 2: Nech realizacie U; st z1, 22, ...,k . Oznacme
M,, = realizdcie Us, ked U; je realizovand spésobom x,
M,., = realizdcie Us, ked U; je realizovana spdsobom xo,
Mmk1 = realizacie Us, ked U; je realizovana spoésobom xy.

Potom plati
|MI1| = ‘sz‘ == |MIk1| = ka.

Tieto mnoziny st navziajom disjunktné, preto
|U1aU2| = |Mwl U"'UMxkl‘ - |Mx1| +ot |ka1| = ki - ko.

Indukcny krok: Predpokladajme, ze n > 2 a tvrdenie plati pre Tubovolnt udalost U =
Uy, Us,...,U,, ktord vyhovuje predpokladom vety. Nech U = Uy, - -+ , U, 41 je udalost, ktora
vyhovuje predpokladom vety. Potom

UZU*,Un+1, kde U*:Ul,...,Un.
Podla indukéného predpokladu, U* moze nastat ky - ks - - - k,, sposobmi. Dalej aplikujeme
platnost tvrdenia pre dve udalosti (ktort sme uz dokézali v bdze indukcie) a dostaneme, Ze

U nastane (ki ... kp) kpy1 = k1 ... kn - kptq sposobmi. Tym je overeny indukény krok
a platnost nasobiaceho principu dokazana. O

Vsimnime , ze napriek tomu, ze nasobiaci princip sa zda komplikovanejsi nez scitaci prin-
cip, je dosledkom scitacieho principu.
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38 Nasobiaci princip

4.2.2 Priklady pouzitia
Priklad 4.2.4. Kolko je k-cifernych kladnych ¢isiel?

Riesenie 1. k-ciferné kladné ¢islo z1xs . .. xk je jednoznacne uréené volbou jeho cifier.

z1:1,2,...,9 mame 9 moznosti,
z;:0,2,...9 mame 10 moznosti, pre i > 2.
Teda existuje 9 - 10¥~! kladnych celych k-cifernych ¢isel. O

Riesenie 2. Majme y1ys . .. yx také, ze y; € {0,1,...,9}. Takychto poradi je 10* a z nich je
10*~1 je takych, ze y; = 0. Podla $¢itacieho principu

10F — 10" 1 =9.10"!
je pocet kladnych celych k-cifernych cisel. O

Niekedy budeme pouzivat séitaci a nasobiaci princip spolu (tak sme postupovali aj pri
Rieseni 2 predchddzajiceho prikladu):

Priklad 4.2.5. Mame 3 rozne knihy v anglickom jazyku, 5 réznych knth v slovenskom jazyku
a 4 rozne knihy v ruskom jazyku. Kolkymi sposobmi mézeme vybrat dve knihy v réznych
jazykoch?

Riesenie. Najskor si volime jazyk v akom budu knihy, teda 3 moznosti: AS, AR, SR.
e AS: 3.5 =15 moznosti
o AR: 3 -4 =12 moznosti
e SR: 54 =20 moznosti
Celkovo: 15 + 12 + 20 = 47 moznosti. O

Priklad 4.2.6. Manazér potrebuje vybrat 5-¢lenny tim z 10 zamestnancov, pricom ¢lenovia
timu si zvolia jedného, dvoch, troch, alebo styroch lidrov. Kolkymi sposobmi je mozné zvolit
tim?

Riesenie. Mame (150) moznosti pre volbu timu, a pre kazdd z nich 2° pre volbu lidra, ked
pripustime aby lider nebol zvoleny a tiez aby lidrom bol kazdy ¢len timu. Celkovo, je (150) .
(25 —2) = (150) - 30 moznosti(Odpocitanie 2 zodpovedd moznostiam ziadny lider alebo 5
lidrov.).

O

4.2.3 Karteziansky sic¢in mnozin

Naésobiaci princip aplikujeme v situdcii, ked je potrebné (alebo vyhodné) brat do tivahy pora-
die, ¢o explicitne vyjadruje udalost U pozostavajica z po sebe iducich udalosti Uy, Us, . .., U,,
v tomto poradi. Niekedy vysledok ako nastane U; nezavisi od sposobu ako nastala udalost
Ui,...,Ui_y, pre vietky ¢ > 1. S takym pripadom sme sa stretli v prikladd4.2.1] Uvedent
situdciu forméalne popisuje karteziansky sic¢in mnozin.

Definicia 4.2.7. Usporiadand dvojica prvkov z, y je objekt (z,y). Co je usporiadané dvojica,
aky je to objekt, hovori zdkladna vlastnost usporiadanej dvojice:

(,y) = (wv) &  (z=uly=v)
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Karteziansky sicin Ax B mnozin A a B je mnozina vSetkych usporiadanych dvojic (z,y),
kdex e AayeB
Ax B={(z,y): z € A,y € B}

Priklad 4.2.8. Polozme Uy = {A, B,C, D}, Uy = {X,Y, Z}. Potom

Uy x U= {(AaX)v (AaY)v (Av Z)v
(B, X),(B,Y), (B, 2),
(€, X),(C,Y),(C, 2),
(

D, X),(D,Y),(D, )},

¢o su presne vsetky prvky tabulky z prikladu na prieseéniku riadku i a stipca j, i =
1,2,3,4aj=1,2,3.

Karteziansky sucin je mozné definovat pre Tubovolny koneény pocet mnozin.

Definicia 4.2.9. Usporiadand n-tica prvkov z1,za,...,2, je objekt (z1,za,...,z,). Za-
kladnd vlastnost usporiadanych n-tic:

($17x27"'7xn):(y17y2a"'7yn) ~ (l‘l:yl/\xQZy2/\/\xn:yn)

Kartezidnsky sucin Ay X --- X A, mnozin Aq,..., A, je mnozina
Ay x oo x Ay ={(z1,...,2n): 2, € Ajyi=1,...,n},

t.j. mnozina vSetkych usporiadanych n-tic, kde pre kazdé i = 1,...,n plati z; € A; (t.j. i-tu
zlozku vyberdme z mnoziny A;.)

Pocet prvkov kartezianskeho stic¢inu vieme vypocitat na zaklade nésobiaceho principu:
[Ax B| = 4] |B]
|A] X Ag X -+ X Ap| = A1 - |Aa] -+ | Ay
Priklad 4.2.10. Vo volbach do AS FMFI sa rozhodovalo medzi kandidatmi za matematiku

{J, F, R, T}, za informatiku {I, E} a za fyziku {A, W, K'}. Kolkymi spésobmi mohli dopadnit
volby, ak za kazdu sekciu ma byt zvoleny jeden senator?

Riesenie. Dohodnime sa, ze vysledok volby zapiSeme ako trojicu; prvy — matematika, druhy
— informatika; treti — fyzika. Napriklad (J, I, A), tiez (J, I, K) a podobne..

Tieto trojice s prvkami mnoziny {J, F, R, T} x {I, E} x {A, W, K} a podla ndsobiaceho
principu mame 4-2-3 = 24 takychto trojic, ¢o je po¢et moznosti ako volby mézu dopadnut. [

Zv1ast zaujimavy je pripad, ked
A=Ay =---=A4, = A

Vtedy kartezidnsky sicéin A x --- x A oznacujeme symbolom A"™. Definiciu rozsirime, pre
—_——

n-krat
n = 1 kladieme A' = A, pre n = 0 definujeme A° = {}} (Co je jednoprvkova mnozina, ktorej
prvkom je prdzdna mnozina(). Nezamietiajte si {0} s prazdnou mnozinou).
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Mnozinu A nazyvame abeceda, prvky (z1,...,2z,) € A™ nazyvame slovd v abecede A dizky
n a zvycajne, pre n > 1, zapisujeme v tvare x1,...,x, alebo aj x1...x,.
Prvky z; € A;, i = 1,...,n, nazyvame zlozky slova (i-ta zlozka je prvok x; € A;), alebo

tiez suradnice slova. (VSimnite si, Ze takéto pomenovanie priamo zodpoveda tomu, ¢o poznate
z geometrie: rovina = R X R, priestor= R X R x R, bod roviny reprezentujeme ako (z,y), bod
priestoru ako (z,y, z). V linedrnej algebre budete Studovat priestory typu R"™, pre n > 1.)

Priklad 4.2.11. Kolko je vietkych slov dlzky n v abecede A = {0,1}? Ako by to dopadlo
pre |A| =r.

Riesenie. V abecede A = {0,1} méme
{0, 1} x -~ x {0, 1}| = [{0,1}"[ = 2",

n

podla ndsobiaceho principu. V abecede |A| = r je r™ slov dizky n, opit podla néasobiaceho
principu O

Poznamka 4.2.12. Slové v abecede A dizky n poznite pod nézvom varidcie s opakovanim
n-tej triedy z prvkov A, mdzete aj takyto ndzov pouzivat.

4.3 Princip bijekcie

Porovnat velkost jednej sady A objektov, a druhej sady B objektov mozeme tak, ze prvky sad
ddme do dvojic. Ked ma kazdy prvok z A par a B sme nevyéerpali, tak vieme, ze |A| < |B|.
Ak sme B vycerpali, tak sa dozvieme, Ze |A| = | B|. Ked naviac pozndme velkost |B| tak sme
zistili, v pripade Ze sme vycerpali prvky z B, pocet prvkov A. Takéto porovnavanie velkosti
mnozin pomocou ,,parovania® ich prvkov do dvojic je zdkladnou myslienkou principu bijekcie.
K jeho formulacii potrebujeme vylozit pojem bijektivne zobrazenie.

Definicia 4.3.1. Zobrazenie f z mnoziny X do mnoziny Y je podmnozina f C X x Y,
splnujica dodatocéni podmienku: pre kazdy prvok x € X existuje presne jeden prvok y € X
taky, ze (z,y) € f.

Zobrazenie f C X x Y zapisujeme tiez f: X — Y, a namiesto (z,y) € f piSeme f(z) = y.
Hovorime, Ze y je obraz x pri zobrazeni f, alebo tiez Ze f zobrazuje x na y.

Pomenujeme niektoré dolezité typy zobrazeni.
Definicia 4.3.2. Zobrazenie f: X — Y nazyvame

a) Prosté (= injektivne) zobrazenie ak pre Tubovolné x # z’ je f(x) # f(a’) (r6zne prvky
z X maju rozne obrazy).

b) Zobrazenie na (= surjektivne) ak pre kazdé y € Y existuje také z € X, ze f(z) = y
(na kazdy prvok y € Y sa zobrazi aspon jeden prvok X).

Priklad 4.3.3. Na obrzizk zobrazenie f: R — R, definované predpisom f(z) = = + 1,
tiez f = {(x,x + 1);z € R} je prosté aj na, zobrazenie g: R — R, definované predpisom
g(r) = 22, alebo tiez g = {(x,2?);2 € R} nie je prosté (pre x # 0 dva rézne prvky = a —x
dévaju ti istt hodnotu) a nie je na (zdporné ¢islo nie obrazom ziadneho x.)

Je dobré si uvedomit, Ze ak sa pytame, ¢i zobrazenie f: X — Y je na, tak je dolezitd aj
mnozina Y. Napriklad ak by sme definovali zobrazenie g: R — (0, c0) predpisom g(z) = z2,
tak je to zobrazenie na. (CiZe sme nezmenili predpis, iba cielovii mnozinu — a po tejto zmene
sme dostali surjektivne zobrazenie.)
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Obr. 4.1: Zobrazenia f(z) =z +1 a g(z) = 2°

Definicia 4.3.4. Zobrazenie f: X — Y je bijektivne (= bijekcia), ak je prosté a aj na.

Inymi slovami: Zobrazenie f: X — Y je

e prosté, ak na kazdé y € Y zobrazi najviac jeden prvok z X;

e na, ak na kazdé y € Y zobrazi aspon jeden prvok z X;

e bijektivne, ak na kazdé y € Y zobrazi préve jeden prvok z X.

Na obrazku lavy obrazok ilustruje situaciu, ktora nesmie nastat, aby islo o prosté
zobrazenie (je tam prvok, na ktory sa zobrazili dva rézne prvky). Na prostrednom obrézku
je situdcia ked zobrazenie nie je na ( mame prvok, na ktory sa nezobrazil ziadny prvok z X),
pravy obréazok ilustruje bijektivne zobrazenie.

X Y

"@

X Y

Veta 4.3.5 (Princip bijekcie). Nech X, Y st konecné mnoziny. Ak existuje bijekcia z X do
Y, tak mnoZiny X a 'Y maju rovnaki velkost.

Doékaz. Nech f: X — Y je bijekcia. Zobrazenie f dava do dvojic prvky z X s prvkami z Y
tak, ze kazda dvojica m4 jeden z X a druhy z Y. Ked f urCuje m dvojic, tak X aj Y maja
m prvkov. O

Priklad 4.3.6. V galaxii Andromeda sa kond turnaj vo futbale, do ktorého sa prihlasilo 1 500
timov. Turnaj sa koné systémom play-off, tim ktory prehra zo sttaze vypadne. Po kolkych
hrach sa dozvieme vitaza turnaja?
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Riesenie. Kltucové pozorovanie je, ze po kazdej hre vypadne jeden tim, t.j.kazdej hre odpo-
veda tim ktory prehra. Hry a prehravajice timy v tychto hrach tvoria dvojice, ktoré zod-
povedaju bijektivnemu zobrazeniu z mnoziny vSetkych hier do mnoziny porazenych timov.
KedZe porazenych je 1499, vitaza sa dozvieme po 1499 hrach. O

Tvrdenie 4.3.7. Pocet podmnozin n prvkovej mnoZiny je rovny 2".

Dékaz. Definujme zobrazenie f z mnoziny vSetkych podmnozin mnoziny A = {a1,...,a,}
do mnoziny slov dlzky n v abecede {0, 1} nasledovne: Pre kazdi B C A

B (21,...,25)
1 aka; € B,
xXr; =
0 inak.

pre vsetky 1.
Lahko vidno, kedze dve slova sa rovnaju prave vtedy ked sa rovnaju po zlozkéach, ze f je
bijekcia. ]

Konkrétne, pre n = 3, podmnoziny mnoziny {a,b,c} a im zodpovedajice slovd z {0,1}3
st v nasledujicej tabulke uvedené v poradi, ktoré zodpovedd prechadzke po trojrozmernej
kocke Q3 zndzornenej na obrdzku

bijekcia

podmnoziny slova
0 — 0 00
{a} — 1 00
{a,b} — 110
(b} 010
{b,c} 0011
{a,b,c} — 111
{a,c} — 1 01
{c} 0 0 1

Zovseobecnenie pre Tubovolné n > 2 je zformulované v nasledujicom priklade.

Priklad 4.3.8. Ukazte, ze v kocke @, n > 2, sa nidjde prechadzka po vrcholoch a hranach
kocky, ktora zacina aj konci v tom istom vrchole a kazdy iny vrchol navstivi presne raz.

Riesenie. Touto témou sme sa zaoberali uz v ¢asti [[.3.1] Pripomenme, ze vrcholy kocky @,
zodpovedaji slovdm z {0,1}"™ a dva vrcholy st spojené hranou ak sa liSia v jednej sirad-
nici. Teda ide vlastne o tlohu vymenovat vSetkych 2™ usporiadanych n-tic z {0,1}" takym
sposobom, ze Tubovolné dve po sebe idice sa budu lisit iba v jedinej suradnici. A navySe,
kedze sa chceme vratit do toho istého vrchola, tak aj poslednad n-tica sa od prvej musi lisit
prave jednou suradnicou. Takéto usporiadanie n-tic nil a jednotiek sa nazyva Grayov kdd.
M4 aplikacie v praxi, napriklad v samoopravnych kédoch. Vyssie sme vlastne videli Grayov
kéd pre n = 3. Ekvivalentne, vzhladom na tvrdenid4.3.7} tlohou je dat zoznam vsetkych
podmnozin n > 2 prvkovej mnoziny, v ktorom sa dve po sebe idiice mnoziny lisia v jedinom
prvku a to vratane prvej a poslednej mnoziny na zozname.

Existenciu prechddzky dokédzeme indukciou podla n. Pre n = 2, 3,4 sme platnost existen-
cie prechadzky uz overili v ¢asti[1.3.1]

Predpokladajme platnost tvrdenia pre n > 4 a uvazujme kocku @, 41. Vrcholy kocky
@41 rozdelime do dvoch skupin. V prvej skupine L st vSetky vrcholy s poslednou zlozkou
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Ca

Obr. 4.3: Prechadzka po kocke Q3

ZTpy1 = 0, tj vrcholy tvaru v0, kde v = z7 ... &, je vrchol kocky @,,. Podobne v druhej skupine
P st vSetky vrcholy s poslednou zlozkou x,41 = 1, tj vrcholy tvaru vl, kde v = z1 ...z,
je vrchol kocky @,,. Inak povedané, @, 1 pozostava z dvoch képii kocky @, pricom dva
vrcholy z roznych kopii st spojené hranou prave vtedy, ked sa liSia v poslednej zlozke.

Podla indukéného predpokladu, v @, existuje pozadovana prechadzka, oznac¢me ju sym-
bolom W. Nech

U1,V2,V3,...,0U2n

je poradie vrcholov kocky @, urcené prechddzkou W . Prechddzku rozsirime na pre-
chadzku v Q,,+1 nasledujicim spésobom. Prechiadzky

10, v20,v30,...,v9:0, prechddzka v casti L,
v1l,v91,v3l,...,v9n1, prechddzka v Casti P,
urcuju prechadzku
010,020,030, ...,v920,v9n1, ... 031,021,011
vV Qni1-
Overili sme platnost indukéného kroku, a tym je tvrdenie dokazané. O

4.4 Princip pocitania dvomi sp6sobmi
Ked dve formuly (vzorce, vyrazy) vyjadruji velkost tej istej mnoziny, tak sa rovnaju.

Tento princip umoznuje odvodit zaujimavé identity, a to kombinatorickou interpretaciou
lavej strany a pravej strany identity (rovnosti dvoch formal).
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44 Princip pocéitania dvomi sp6sobmi

Priklad 4.4.1. Podla tvrdenia mnozina P(N) vSetkych podmnozin n-prvkovej mno-
ziny N ma velkost |P(N)| = 2".

n
Na druhej strane podla séitacieho principu je [P(N)| = Y (}). Preto
k=0

> (3) = (1.5
k=0
Priklad 4.4.2. Letnda skola z matematiky ma 15 ucastnikov a kazdy den su traja z nich

zamestnani pripravou pomocok, prikladov, atd. Po skonceni letnej skoly sa zistilo, ze kazda
dvojica studentov bola zamestnand presne raz. Kolko dni trvala letna skola?

Riesenie. Pocitanim dvomi spésobmi. Co budeme poéitat dvomi spésobmi? Mame
e dvojice studentov {z,y} = {y, z};
e dni letnej skoly
Mnozinu dni ked trvala skola ozna¢me &, mnozinu studentov ozna¢me S. Dvomi sposobmi
ur¢ime pocet takych dvojic
({z,y}.D) € S x 2,

Ze dvojica {z,y} bola zamestnand v denn D. Uvazujme tabulku

Dy Dy ... D .. D,
Ay

Ay

A; 0,17

A(125)

kde v riadku A; a stipci D; napiseme

1 ak dvojica A; pracovala v deni D,
0 inak.

Dvomi spdsobmi ur¢ime pocet jednotiek v tabulke. Pozrieme sa na pocet jednotiek v jed-
notlivych riadkoch (a s¢itame tieto pocty cez riadky). Takisto zistime pocet jednotiek v jed-
notlivych stlpcoch (a s¢itame cez stlpce).

Ideme teda pocitat kolko jednotiek mame v tabulke:

a) V kazdom riadku médme 1 jednotku (kazdd dvojica bola zamestnana prave raz)

15
pocet jednotiek v tabulke = ( 5 ) - 1.

b) V kazdom stipci mame tri jednotky, lebo z troch Studentov, ktorf boli zamestnan{ v defi
D mézeme utvorit 3 dvojice.

pocet jednotiek v tabulke = 3 - x.
Celkovo:

{04pocit:SUMB
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Urcéime teraz vzorec pre vypocet hodnoty (g) Specidlne budeme vediet hodnotu (

teda poznat hodnotu ¢isla x.

15
2

O

), a

Priklad 4.4.3. Kolkymi sp6sobmi mdZzeme utvorit 2-Clenny vybor z n Studentov? Ekviva-

lentne, kolko 2-podmnozin ma n-mnozina?

Riesenie. (i) =0 pren =0,1.

Nech n > 2. Kazdy student dostane karticku, presne jednu medzi 1,...,n. Mame

{Studenti} = {1,2,...,n}.

Vsetky {i,5} C {1,2,...,n} rozdelime do skupin podla najmensieho prvku i v podmnozine,

1<i<n-1

1 2-podmnoziny pocet

1 {1,2},{1,3},...,{1,77,71}7{1,’!1} n—1

2 {2,3},...,{2,n—1}1{2,n} | n—2
n—1 {n—1,1} 1

Podla séitacieho principu

n—1

(g>:1+2+~~+wn—1)=§:i:?

(Pozri aj tlohu )

Tento sicet vieme vypocitat viacerymi sposobmi:

1) Reorganizaciou s¢itancov

=1

142+ +(n—-1)=s
n-1)4+n-2)+---+1=s

n+n+---+n=2s

Vidime, Ze sme ziskali (n — 1) s¢itancov, z ktorych kazdy je rovny s, a teda

n(n—1)
2

= S.

2) Ind moznost je experimentovat s malymi hodnotami n. Po vysktsan{ niekolkych hodnot
prideme k hypotéze, Ze sicet je rovny n(n—1)/2. Platnost hypotézy dokdzeme matematickou

indukciou.

3) Ked sa pozrieme na ,tabulku“ vidime, Zze pocet 2 prvkoych podmnozin zodpoveda
poctu guliciek v tabulke nad diagonalou, pre n = 5.

e 6 o o o
e o o o o IV
® 6 o o o W

U W N =

45

e o o o o
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46 Zhrnutie

V tejto tabulke je 5-5 guliciek, vSeobecne n-n guliciek. Tento pocet sticasne mbézeme vyjadrit
ako

| gulicky pod diagondlou | 4 | gulicky na diagondle | + | gulicky nad diagondlou |.
Takze

Odvodili sme

(VSimnime si, ze n = 0 aj n = 1 tomuto vztahu vyhovuje.)
Ked sa vratime k prikladu [4.4.2] mézeme povedat, Ze letnd Skola trvala (1)) /3 = 1312 =
5-7 =35 dni. O

4.5 Zhrnutie

Pomenovali sme zakladné spocitavacie principy: s¢itaci princip, nasobiaci princip, princip bi-
jekcie a princip pocitania dvomi sposobmi. Tieto principy v neformalnej podobe pozna kazdy,
v priebehu staroc¢i vykrystalizovali do dnesnej vSeobecnej a formélnej podoby. Prave vseobec-
nost a elementarnost tychto principov umoznuje ich aplikaciu takpovediac vsade, v kazdej
discipline, kde sa ,nieco“ pocita. Na druhej strane, prave vSestrannost tychto principov sp6-
sobuje, ze ich aplikéacia na konkrétne situdcie je umenie pocitat.

4.6 Cvicenia

Uloha 4.6.1. Zdovodnite, ze ak f: X — Y je zobrazenie a X, Y s kone¢né mnoziny, tak:
a) Ak f je injekcia, tak | X| < |Y].

b) Ak f je surjekcia, tak |Y| < |X]|.

(Hint: D4 sa to riesit rdéznymi spoésobmi, v jednej z ¢asti sa d4 pouzit aj holubnikovy princip.)

Uloha 4.6.2. Nech f: A — A je zobrazenie, A je koneénid mnozina. (Dolezité je, ze ide
z mnoziny A do tej istej mnoziny.) Dokézte, ze:

a) Ak f je injekcia, tak f je bijekcia.

b) Ak f je surjekcia, tak f je bijekcia.

Inymi slovami to hovori, ze ak takéto zobrazenie spliia jednu zo spomenutgch dvoch podmie-
nok (injektivnost, surjektivnost), tak automaticky musi spliiat aj t druhi. Skiste tieZ zistit,
¢ by to platilo aj ak A nie je koneéné. (Hint: D4 sa to riesit réznymi sposobmi. V jednej
z Casti sa d& pouzit holubnikovy princip. Pripadne sa odvolat méze pomoct aj tloha [4.6.1]
ktori uz mdme dokdzamni.)

Uloha 4.6.3. V istom hoteli sa rozhodli oéislovat izby od 1 do 100 (hotel mé 100 izieb).
Kolkokrat pouzili Sablonu ¢isla Sest? Bol by vysledok rovnaky pre ¢islo péat?
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Uloha 4.6.4. Restauracia pontka 5 roznych polievok, 10 druhov hlavnych jedal a 6 réznych
dezertov. Ivan sa rozhodol, Ze si objedna najviac jednu polievku, najviac jedno hlavné jedlo
a najviac jeden dezert. Kolkymi spésobmi sa mohol rozhodnut?

Uloha 4.6.5. Heslo m4 Sest a7 osem znakov, aspoti jeden z nich je cifra. Kolko roznych hesiel
mozeme mat? (Pouzivame len alfanumerické znaky.) Aky sa zmeni vysledok v zavislosti od
toho, ¢i rozliSujeme velké a malé pismena alebo nie?

Uloha 4.6.6. Na interndtoch sa uvolnilo 100 miest: 40 na L. Stira, 34 na Atridkoch, 26 na
manzelskom internate. Kolkymi sp6sobmi méze ubytovacia komisia rozdelit tieto volné miesta
medzi 100 ziadatelov? Aby to nemala velmi zlozité, kazdému povie len na ktory internat ho
zaradila. O konkrétnom mieste sa musi uchddza¢ dohodnit s ostatnymi.

Uloha 4.6.7. Mame k dispozicii 3 kusy jednej knihy, 2 kusy druhej a 1 kus tretej. Kolkymi
sposobmi moézeme knihy rozdelit medzi 20 Iudi ak nikto nedostane viac ako jednu knihu? A
kolkymi ak nikto nedostane dva exemplére tej istej knihy ale moze dostat 2 alebo 3 knihy?

Uloha 4.6.8. Majme dané dve rovnobezky p a ¢. Na p zvolme n roznych bodov a na g
zvolme m réznych bodov. Kolko je trojuholnikov s vrcholmi vo zvolenych bodoch?

Uloha 4.6.9. 33 Studentov chceme rozdelit na tri 11-¢lenné futbalové timy. Kolkymi spo-
sobmi sa to da urobit?

Uloha 4.6.10. Kolkymi spésobmi je mozné vybrat 11-lenny futbalovy tim a 5-¢lenny bas-
ketbalovy tim z 30-tich studentov, ak

a) Nikto nebude v oboch timoch.

b) Lubovolny pocet Studentov moéze byt v oboch timoch.

¢) Najviac jeden student bude v oboch timoch.

Uloha 4.6.11. Senét pozostdva zo 100 sendtorov z 50-tich §tatov, kazdy §t4t je reprezento-
vany dvomi senatormi. Kolkymi spésobmi je mozné zvolit stvorclenny vybor ked pozadujeme,
aby vo vybore neboli dvaja senatori z toho istého statu?

Uloha 4.6.12. V galaxii Andromeda sa konal turnaj vo futbale, ktorého sa zicastnilo 49
klubov. Zastava kazdého klubu pozostava z troch vodorovnych pruhov réznej farby, pricom
ziadna zastava nemda farbu roéznu od cervenej, modrej, bielej a zelenej. Je pravda, ze aspon
tri kluby majui totoznu zastavu?

Uloha 4.6.13. Kombinatorickou tivahou doké¥te:

ny [(n-— 3y (n-1 n n—2 n n—3
k k) \k-—1 k-1 k—1)
(Navod: uréte pocet istych podmnoZin mnoziny M ktord obsahuje prvky a, b, c.)

Uloha 4.6.14*. Uvazujme rovnostranny trojuholnik s dizkou strany n, ktory je rozdeleny
na jednotkové trojuholniky ako na obrazku pre n = 5. Nech f(n) poéet ciest z horného
trojuholnika do trojuholnika v strede posledného riadku, pricom susedné trojuholniky na
ceste maju spolo¢ni stranu, cesta nikdy nejde zdola nahor (z nizsieho riadku do vyssieho)
a nikdy nevedie do trojuholnika ktory uz navstivila. Na obrazku je vyznacend jedna takéato
cesta pre n = 5. Uréte f(2015). (Hint: MoZe vdm pomdct porozmyslat o vodorovnych éiardch
vyznacenych na dalSom obrézku.)lﬂ

4Uloha z kanadskej matematickej olympiady CMO 2005.
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Uloha 4.6.15. Kolko kladnych delitelov mé ¢islo 67 T4 ista otazka pre ¢islo 8, ¢islo 24, ¢islo
4-25 - 7. VSeobecne: Kolko kladnych delitelov mé kladné celé ¢islo n? (Hint: M6ze pomdct
pozriet sa na kanonicky rozklad ¢isla n na prvodisla.)

Uloha 4.6.16. Kolko 5 cifernych kladngch celych ésel so strednou cifrou 6 je delitelnych
tromi? Ako by sa zmenil vysledok, ak by sme sa pytali na delitelnost deviatimi?

Uloha 4.6.17. Kolko 5 cifernych kladnych celych &isel ktoré obsahuji cifru 9 je delitelnych
tromi? Ako by sa zmenil vysledok, ak by sme sa pytali na delitelnost deviatimi?

Uloha 4.6.18. Pre kladné celé &slo n je hodnota Eulerovej funkcie ¢(n) definovand ako
pocet tych kladnych celych ¢isel mensich ako n, ktoré si s n nesudelitelné, pricom kladieme
¢(1) = 1. Napriklad, ¢(2) = 2,¢(3) = 2,¢(4) = 2,¢(8) = 4, #(15) = 8, pre prvocislo p mame
o(p) = p — 1. Dokézte, Ze pre kazdé n > 2 je hodnota ¢(n) parne ¢islo.

Uloha 4.6.19. Kolko je funkcif {1,...,n} do {1,...,n} ktoré nie st bijektivne? Kolko je
prostych funkeif z {1,...,k} do {1,...,n}?

Uloha 4.6.20. Na policke je 12 knih. Kolkymi spésobmi mézeme vybrat 5 z nich? A kolkymi
tak aby ziadne dve ktoré sme vybrali nestédli na policke vedla seba? (Hint: MdzZete sa zamysliet
nad tym, ¢o sa stane, ked chcete vybraté knihy povkladat naspét.)

Uloha 4.6.21. Za okrthlym stolom sed{ 12 rytierov a vztahy medzi nimi st zlozité — kazdy
z nich sedi medzi svojimi nepriatelmi (inych nepriatelov za okrihlym stolom nemd). Kolkymi
sposobmi je mozné vybrat 5 rytierov ktori pdjdu zachranit princezni, ked medzi vybranymi
rytiermi nesmu byt ziadni dvaja znepriateleni?

Uloha 4.6.22. Mame 15 (réznych) knih, ktoré chceme ulozit na dve police. Kolkymi spo-
sobmi sa to d& urobit ak pozadujeme, aby ani jedna z polic nezostala prazdna? (Rézne poradia
knih na polici povazujeme za roézne moznosti.)

Uloha 4.6.23. Je dané prirodzené &slo n > 2 a mnozina M, ktorej prvkami st slova dizky
n v abecede {X,Y} a akékolvek dve rozne slova sa lisia aspon na troch miestach. Dokazte
nerovnost -
|M] < :

n+1
Hint: Polozme |M| = m apre 1 <i < m nech M; je mnozina slov, ktoré vznikni z i-teho slova
mnoziny M zdmenou jediného pismena. Ukazte, Ze mnoziny M; a M;, i # j, su disjunktné
a |M;| = n+ 1 pre vSetky i. Vyuzite, Ze zjednotenie mnozin M; je podmnozina mnoziny
vietkych slov dlzky n v abecede {X,Y}.
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Uloha 4.6.24. Chceme vybrat 6 ¢lenov disciplindrnej komisie spomedzi tyroch Studentov
a Osmich ucitelov. Kolkymi spdsobmi sa to da urobif, ak v komisii musia byt aspon traja
studenti?

Uloha 4.6.25. Chceme vytvorit 5-¢lennt komisiu, pri¢om ¢lenov vyberdme spomedzi 10
Iudi. Medzi tymito desiatimi Iudmi st traja z tej istej strany. Kolko mame moznosti, ak
nemézeme tychto troch Tudi dat vsetkych do komisie?

Uloha 4.6.26. Spomedzi 8 dievéat a 7 chlapcov chceme zostavit 5-¢lenny tim. Kolkymi
sposobmi sa to da urobif, ak musime vybrat aspon dve dievcatd a aspon dvoch chlapcov.

Uloha 4.6.27. Ak sa sttaze ztcastni 11 timov, kolko je moznost{ pre to, ako bude nakoniec
vyzerat stupenl vitazov (zlatd, striebornd a broznovd medaila)?
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Kapitola 5

Binomické koeficienty a
podmnoziny

5.1 Definicia a vztah pre (Z)

Deﬁvr.licia 5.1.1. Binomicky koeficient (Z) vyjadruje pocet k-prvkovych podmnozin n-prvkovej
mnoziny.

V predchadzajicej kapitole sme zistili rekurentny vztah pre vypocet binomického koefi-

cienta (pozri v [£13)
()=o) (1) v o)
(6) =1 (52)

Odvodime explicitni formulu pre vypocet hodnoty (Z) K tomu budeme potrebovat prosté
slovd v danej abecede. Pripometime, ze slovom dizky n v abecede A rozumieme prvok kar-
tezidnskeho suc¢inu A", ktory zapisujeme v tvare xi,...,2,, kde z; € A prei = 1,...,n.
Prvok x; nazyvame i-ta zlozka slova. Pod pojmom prosté slovo budeme rozumief také slovo,
ktorého zlozky st navzajom rozne.

Priklad 5.1.2. Nech A = {a,b, ¢}, potom
abc, ach, bac, bea, cab, cba.
st vSetky permutacie mnoziny A.

Priklad 5.1.3. Obchodny cestujici potrebuje navstivit tri mesta a, b, ¢, pricom cestu chce
zacat aj skoncif v meste D a kazdé mesto planuje navstivit presne raz. Kolkymi sposobmi
moze zorganizovat svoju pochddzku za predpokladu, ze kazdé dve mesta st priamo spojené
komunikaciou?

Riesenie. Mame 6 moznosti ako napldnovat cestu a vSetky st vypisané v priklade [5.1.2
KedZe nas zaujima len pocet prechadzok a nie mozné trasy cesty, mohli sme k tomuto
vysledku prist jednoduchou tvahou: z mesta D mame 3 moznosti pre mesto, ktoré navsti-
vime ako prvé. Pre kazdua z nich zostavaji dve moznosti pre mesto druhé a napokon zostalo
jednoznacne urcené mesto, ktoré navstivime ako posledné (a z neho pdjdeme do D). O
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Tvrdenie 5.1.4. Pocet permutdcii n-prvkovej mnoziny je rovng
nl=n-(n—1)---2-1
(Citame: ,n faktoridl.“)

Dokaz. Budeme aplikovat ndsobiaci princip. Kolkymi spdsobmi je mozné utvorit prosté slovo
z A™?7 Prvu zlozku je mozné zvolit n sposobmi. Pre kazdu takd volbu mame n — 1 moznosti
ako zvolit druhu zlozku, pre kazda volbu prvej a druhej zlozky je n — 2 moznosti pre volbu
tretej zlozky a tak dalej, az pre volbu n— tej zlozky méame jedinii moznost.

Podla nasobiaceho principu, hladany pocet je

n-(n—1)---2-1.
U

Poznamka 5.1.5. Pre n = 0 sme definovali A° = {§}, a teda méme jediné slovo dizky 0,
totiz (), ktoré je prosté. Preto
0l =1.

Iné, menej formalne, zdévodnenie je takéto: Predpokladajme, ze v jednej miestnosti je m
Iudi a v druhej miestnosti je n Iudi. Kolkymi spésobmi mé6zeme zoradit do radu Iudi v prvej
miestnosti a potom v druhej miestnosti? Odpoved je m!-n!. Ak v druhej miestnosti nikto nie
je, stdle mozeme zoradit Tudi v prvej miestnosti m! spésobmi. Teda m!-0! = m! a tak 0! = 1.

Budeme vidiet este viacero dalsich situécii, kde potrebujeme mat 0! = 1, ak chceme, aby
platil nejaky vztah aj pre nulu. Napriklad vzorec([5.3)) pre binomicky koeficient (Z)

Definicia 5.1.6. k-permutdcia n-prvkovej mnoziny A je prosté slovo v abecede A dizky k.
Tvrdenie 5.1.7. Pocet k-permutdcii n-prokovej mnozZiny A je rovny
nn—1)---(n—k+1)
Dokaz. Dvomi sposobmi spoc¢itame pocet permutdcii mnoziny A. .
e tento pocet je rovny n!;

e tento pocet uréime tak, ze permutacie rozdelime do skupin podla toho, akym slovom
dlzky k zacinaju.
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52 Definicia a vztah pre (Z)

Pre w = x1 ...z polozme

B(w) = permutécie A tvaru 27 ... TgTg41 .- Tp-
—_———

w

Potom |B(w)| = (n—k)!, lebo tolko je permutécii mnoziny A\ {x1,..., 2}, ktorymi mdzeme
doplnit w na permuticiu mnoziny A.

Pre rozne w a w' je B(w) N B(w') = 0.

Podla scitacieho principu mame

|permutécie A| =

UB(w)| =) |B(w)

= Z(n — k)! = |k-permutéacie A| - (n — k)!

w

Zaver:

n! = |k-permutécie A| - (n — k)!
L. n! nn—1)--(n—(k=1))(n—k)!
- A = =
|k-permutécie A PRy =R

=nn-1)---(n—(k-1)).

O

Poznamka 5.1.8. k-permutdcie mnoziny A, |A| = n, poznite pod ndzvom varidcie k-tej
triedy bez opakovania z n prvkov mnoziny A.

Teraz mame vsetko pripravené k odvodeniu slibenej formuly pre binomicky koeficient
n
(x)-

Tvrdenie 5.1.9. Pre 0 < k < n plati

{05binom: EQBINOM} (Z) = k'(nnlk)' (5.3)

Dékaz. Dvomi sposobmi urcime pocet k-permutécii mnoziny A. Vieme, Ze tento pocet je
n(n—1)---(n—k+ 1) podla tvrdenia [5.1.7]

Na druhej strane, oznaéme Py(A) systém vSetkych k-podmnozin mnoziny A. Pre B €
Py (A) nech W(B) je mnozina vSetkych k-permutacii mnoziny B, teda

W(B)| = k!

Pre rozne B a B’ z Py(A) st mnoziny W(B) a W(B’) disjunktné a kazdd k-permutécia
mnoziny A patri do niektorej z tychto mnozin. Podla s¢itacieho principu plati

pocet k-permutdcii A = U W(B)
BGP)C(A)

Y IW(B)| = |Pi(4)] - k!

BEPk(A)
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Zaver:

nn—1)---(n—k+1)=|P,(A4)] k!
nn—1)---(n—k+1)
k!

= |Pr(A)]

n!

O

Poznamka 5.1.10. Pri vypoc¢toch a manipuldcii s binomickymi koeficientami sa ndm c¢asto
bude hodit aj vyjadrenie v tvare

(Z) _ n(n—l)--l-d(n—k-l—l). (54)

Poznamka 5.1.11. k-prvkové podmnoziny mnoziny A, |A| = n, zodpovedaji pojmu kom-
bindcie k-tej triedy z n-mnozZiny A, s ¢im ste sa stretli na strednej skole. Ekvivalentne -
zodpovedaji neusporiadanym vyberom k prvkov z n-mnoziny.

5.2 Vyber s opakovanim

Spocitali sme pocet moznosti ako zvolit k prvkov z n prvkovej mnoziny, pricom na poradi
v akom boli zvolené nezalezi. Neformalne, urcili sme kolkymi spésobmi je mozné zvolit k
¢lenny vybor z n Studentov. Nasledujuci priklad ilustruje situéciu, ked sa prvky vo vybere
mozu opakovat.

Priklad 5.2.1 (Nakup zakuskov). V cukrarni preddvaji dobosky, veterniky, laskonky a
$pice. Kolkymi spdsobmi si mdzeme kupit 10 zakuskov? Predpokladame, ze z kazdého druhu
je v ponuke aspon 10 kusov.

Riesenie. Na poradi v akom st zakusky ulozené v krabicke nezalezi, preto sa dohodnime, ze
ako prvé budi dobosky, za nimi veterniky, potom laskonky a nakoniec Spice. Povedzme ze
sme kipili 3 x d, 2 x [, 2 x v, 3 X s. Tento ndkup zakédujme ako slovo v abecede {0, 1}

111011011011 1.
Podobne nakup 5 x d, 3 X I, 2 X s reprezentujme ako slovo
111110111001 1.

Sposob kédovania bude vo vseobecnosti takyto: Do riadku budeme zlava doprava zapisovat

e tolko 1, kolko mame dobosiek, nasleduje 0;

e tolko 1, kolko mame laskoniek, nasleduje 0;

e tolko 1, kolko mame veternikov, nasleduje 0;

e a tolko 1, kolko mame Spicov.

Vseobecne: Nakup zodpoveda slovu dizky 10 + 3 v abecede {0, 1}, ktoré obsahuje 10 x 1
a 3 x 0. Zrejme roéznym nédkupom odpovedaji rozne slova a kazdé slovo reprezentuje nejaky
nakup. Mame teda bijekciu z mnoziny vsetkych ndkupov do mnoziny vSetkych slov takéhoto
tvaru.

Zaver: Desat zakuskov moézeme kupit (10; 3)

sposobmi. O
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54 Vyber s opakovanim

Interpretacia: Mame prvky n = 4 druhov, t.j. dobosky, laskonky, veterniky, $pice, z kaz-
dého druhu aspon k& = 10 exemplérov. Potrebujeme vybrat 10 prvkov, pricom na poradi

v akom vyberdme prvky nezalezi. Pocet realizacii je rovny (10; 3). Na strednej skole ste po-

uzivali pre takato situdciu termin k-kombindcie s opakovanim z n-mnoziny. Mozete tento
termin pouzivat aj nadalej, hoci — ako o chvilu uvidime — je mozné aj interpretacia pomocou
slov.

Tvrdenie 5.2.2. Pocet nezdporniych celociselnych rieseni rovnice

1+ Fx,=k k>0 (5.5)

n+k—-1
k .
Tento vysledok moZeme tiez vyjadrit (na zdklade rovnosti (5.11) z tlohy [5.4.1)) ako
n+k—-1\ (n+k-1
k U n—-1 )

Dokaz. Budeme postupovat ako pri rieseni predchéddzajiceho prikladu. Definujeme zobraze-
nie

je rovny

f: riesenia (5.5) — slova v {0,1}""*~1 5 & jednotkami a (n — 1) nulami

T1ye..,Tp—1...101...10...01...1
N e S——
x1-krat xzo-krat xp-krat
Zobrazenie f je bijekcia, a tak hladany pocet rieseni je (”+;§_1). O

Priklad 5.2.3. V osudi je n balénikov ocislovanych s ¢islami 1 az n. Losuje sa k cisel,
pricom po vylosovani daného cisla sa prislusny balénik vrati do osudia. Kolkymi sposobmi
moze losovanie dopadnit? Predpokladame, Zze na poradi v akom boli ¢isla vylosované nezalezi.

Riesenie 1. Na poradi, v akom boli ¢isla vylosované nezalezi, preto staci poznat pocet 1,
pocet 2, atd., pocet n medzi vylosovanymi ¢islami. Predpokladajme, Ze bolo vylosované x1-

krat ¢islo 1, xo-krat ¢islo 2.. ., x,-krat ¢islo n, pricom z1 +---+x, = k, x; > 0. Zaujima nas

teda pocet nezdpornych celoéiselnych rieseni tejto rovnice. Podla tvrdenia [5.2.2] ten pocet je

(n-l—k—l) — (n+k—1) O
k n—1 /"

Riesenie 2. Vylosované ¢isla mozeme usporiadat, a to jednoznacne, podla velkosti
1<a;<ay<---<ap <n. (5.6)

Potom pocet moznosti ako méze dopadnit losovanie je rovny poctu takychto postupnosti.

Postupost (5.6 prevedieme na (5.7)):
1<ay<as+l<az+2<---<ap+k—-1)<n+(k-1). (5.7)

Zrejme roznym postupnostiam tvaru (5.6) odpovedaji rézne postupnosti tvaru (5.7). Obra-

tene, kazdej postupnosi tvaru (5.7) odpoveda postupnost tvaru (5.6)).
Takto zobrazenie, ktoré postupnosi ([5.6)) priradi postupnost (5.7)) je bijekcia. Preto pocet

postupnosti (5.6)) je rovny poc¢tu postupnosti (5.7)).
K urceniu poctu postupnosti tvaru (5.7)) sta¢i povedat, ktorych k prvkov z {1,2,... , n+
(k — 1)} zvolime, kedZe tieto je mozné jedinym sposobom usporiadat podla velkosti.
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Zaver: k cisel je mozné vylosovat
n+k—-1\ (n+k-1
k N n—1
sposobmi. 0

Priklad 5.2.4. Kolko je k-podmnozin mnoziny {1,2,...,n}, ktoré neobsahuji dve po sebe
iduce ¢isla?

Riesenie. Opéat na poradi ¢isel v mnozine nezalezi, preto kazdej k-podmnozine mnoziny
{1,2,...,n} zodpoveda (jediné) zoradenie jej prvkov od najmensieho po najvacsi.

1< <ay <---<ap<n. (5.8)

Ulohu by sme vedeli riesit, ak by boli povolené po sebe idiice &sla. Prevedme teda (5.8)) na
tvar

1<ai<az—1<a3—2<---<ap,—(k—1)<n-—(k-1). (5.9)
Takyto prevod je bijekcia z mnoziny pozadovanych k-podmnoZin mnoziny {1,2,...,n} do
mnoziny vSetkych k-podmnozin mnoziny {1,2,...,n— (k—1)}.

Preto hladany pocet je
n—k+1
& .

Situdciu pomenujeme: Slovo z ...z, dizky k v abecede A = {1,...,n} nazveme mono-
tonne, ak

O

1 <xg <+ <1y,

Potom pocet takychto slov je rovny
n+k—-1\ (n+k-1
k N n—1 /)

Poznamka 5.2.5. Podobne m6zeme postupovat aj v pripade, Zze abeceda nepozostava z Cisel.
Napriklad, ak A = {a,b, A\, %}, tak zvolime pevné poradie a < b < A < * prvkov mnoziny
A. Ked a premenujeme na 1, b na 2, A na 3 a * na 4, tak

aaabbAANAx < 1112233334

a monoténne slovd v A = {a < b < A < x} koreSponduji s monoténnymi slovami v A" =
{1<2<3<4}.

Napokon, zvazme situdciu ked na poradi zalezi.

Priklad 5.2.6. Schému v priklade [5.2.1] pozmenime: 10 kamarétov si objednalo 4 dobosky, 3
laskonky, 2 veterniky a 1 Spicu kazdy jeden kusok. Ked pani cukrarka priniesla objednavku,
nahodne kazdému poddala tanierik so zdkuskom. Ak& je pravdepodobnost, ze kazdy dostal
presne ten druh, ktory si objednal?

Riesenie 1. Hladana pravdepodobnost je 1/pocet vetkych moznosti. Kolko je slov z1zs ... 219
v abecede A = {d,l,v, s} takych, Ze 4 zlozky st d, 3 zlozky su [, 2 zlozky st v a 1 zlozka je
s? Tento pocet zistime, ked povieme
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56 Permutacie a bijekcie

ktoré 4 z 10 zloziek su d;

ktoré 3 z (10 — 4) zloziek su I;
ktoré 2 z (10 — 4 — 3) st v;

ktord zlozka z (10 — 4 — 3 — 2) je s.

10\ (10 —4) (10-4-3\ (10-4-3-2) 10! 6 3 11 10 19600
4 3 2 1 o4l 3130 2110 110! T 4312110 ’

Hladana pravdepodobnost je 1/12600 = 0,000 079 365. O

Riesenie 2. Mdzeme postupovat aj takto: zakusky ocislujeme: dy, do, ds, dy, l1, 12,13, v1, V2, 1.

Kolko je permutécii tejto novej mnoziny? Je ich 10!. Tieto rozdelime do skupin podla
toho, ¢i reprezentuji to isté slovo w v abecede {d,l,v,s}. V jednej skupine mame 4!312!1!
permutdcii a pre rozne slovd w, w’ st tieto skupiny disjunktné. Podla séitacieho principu
dostaneme

10! = | uvazované slova v abecede {d,l, v, s}| - 4!3!12!11.
Zaver: Pocet hladanych slov je
10!
i~ 2000
O
Tvrdenie 5.2.7. Pocet slov v abecede A = {aq,...,ax} dBkyn =1+ -+ 1y, kde l; > 0
prei=1,...,k, ktoré maji l; zloZiek rovngch a; (prei=1,...,k) je rovny
n!
, 5.10
It ! (5.10)

Dokaz. Postupujeme ako pri rieseni prikladu lubovolnym z uvedenych postupov. O

Poznamka 5.2.8. Slovd, ktorych pocet sme odvodili v tvrdeni [5.2.7] poznate pod nédzvom
permutdcie s opakovanim.

5.3 Permutacie a bijekcie

Poznamka 5.3.1. Zakladnym vychodiskom nasich tivah boli slova v abecede A, ¢im sme
rozumeli prvky (z1,..., ;) kartezidnskeho sticinu A x --- x A = A* (pravda, zapisovali sme
—_—

n-krat
ich v tvare x1 ... xy).
Povieme si teraz o suvislosti takychto objektov so zobrazeniami. Uvazujme zobrazenie
f:{1,2,3,4} — {a,b,c,d,e}. Zobrazenie f je jednoznacne urcené tym, ako sa zobrazi kazdy
prvok i, ¢+ = 1,2, 3, 4. Napriklad:

f:{1,2,3,4} — {a,b,c,d, e}
1—b
2—=c
3—1b
4—d

e ckvivalentne: f: | }
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e alebo este inak: f = (é?i’ﬁ)

Vseobecne: Zobrazenie f: {1,2,...,n} — A zapiSeme v dvojriadkovej schéme

_ 1 2 3 ... 1 ... k
f= (f(l) 1(2) £103) 7 f(k)) :

Ked teraz kazdé zobrazenie {1,...,k} — A zapiSeme analogicky — t.j. ked prvy riadok bude
vzdy rovnaky, tak prvy riadok sa stane nepotrebnym a f modzeme zapisat len pomocou
druhého riadku. Potom zobrazenie

p: (vietky zobrazenia {1,...,k} — A) — vietky slova dizky k v abecede A
(st sl 2 sl ) = FOF@) 0 F )

je prosté a je na.

Podobne, k-permuticie mnoziny A koreSponduji s prostymi zobrazeniami z {1,2,..., k}
do A.

Pokial ide o permutécie mnoziny A, mézeme povedat viac. Napriklad, pre A = {a, b, ¢, d}
zvolme pevne poradia prvkov A, napriklad a, b, ¢, d. Dalej, podobne ako v predoslom, bijekciu
z A do A moézeme zapisat dvojriadkovou tabulkou

7= (stoy sl s )

ktord koresponduje s prostym slovom f(a)f(b)f(c)f(d).

Inak povedané, moézeme definovat bijekciu z mnoziny vsetkych bijekcii z A do A do mno-
Ziny vietkych prostych slov dizky n v A.

Napriklad pre A = {a,b, ¢} mame

(ape) (2bg) (gbe) (22e) (ebg) (408)
e R A S S
abe ach bac bca cab cba

Mame teda dva pohlady na td istd vec — permutéacie. Permutacie ako slovad uvazujeme
v pripade, ked ndm skutoc¢ne ide o poradie prvkov danej mnoziny, napriklad v kombinatorike
a Specidlne v informatike. Naproti tomu, mnozina vsetkych bijekcii z A do A je vybavend
operdciou skladania zobrazeni a s touto operdciou tvori grupu — struktdru, ktoru studuje
napriklad abstraktnd algebra, stretnete sa s grupami v (linedrnej) algebre, v tedrii éisel, pri
vektorovych priestoroch, atd. My sa permutaciami ako bijekciami zaoberat nebudeme.

5.4 CvicCenia

Uloha 5.4.1. Ukézte, ze pre 0 < k < n plati

-0

(Skiste to odvodit zo vzorca pre binomicky koeficient a aj kombinatorickou tivahou, pripadne
aj indukciou alebo inymi spésobmi.)

Uloha 5.4.2. Kolko je takych 7 cifernych kladnych celych &sel s roznymi ciframiz {1,2,...,9},
ze cifry 5 a 6 sa nevyskytuji vedla seba?

o7
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Uloha 5.4.3. Kolkymi sposobmi je mozné postavit do radu 6 Angli¢anov, 7 Franctzov a 10
Turkov tak, aby kazdy Anglican stdl medzi Francizom a Turkom a Ziadny Franctuz nestéal
vedla Turka?

Uloha 5.4.4. Do manéZe nastupuje v rade za sebou 18 zverov, z ktorych je 5 levov, 6 tigrov
a 7 leopardov. Kolko je roznych nastupov ak ziadne dva tigre nesmu ist bezprostredne za
sebou?

Uloha 5.4.5. Uvazujme slovd v abecede {0, 1}, ktoré maji m jednotiek a n nil. Uréte pocet
slov, ktoré obsahuji presne k beZcov. (Bezcom rozumieme maximdlny retazec po sebe idtcich
jednotiek. Napriklad slovo 1011100111110 mé troch bezcov.)

Uloha 5.4.6. Student mediciny ma pocas janudra v rdmeci praxe v nemocnici odpracovat 5
dni. Nesmie vsak pracovat dva po sebe idice dni. Kolkymi spdsobmi sa d& vybrat pat dni
kedy bude pracovat?

Uloha 5.4.7. Student fyziky pracuje v laboratériu pit dni po¢as posledného semestra jeho
studia. Po kazdom dni v laboratoériu, analyzuje v pracovni aspon sest dni prave ziskané data
kym sa opét vrati do laboratéria. Po poslednom dni v laboratériu potrebuje desat dni na
kompletizaciu spravy o svojom vyskume, ktord predlozi na konci posledného dna semestra
svojmu skolitelovi. Kolkymi spésobmi moze Student toto vSetko realizovat ak predpokladame,
ze semester ma 105 dni?

Uloha 5.4.8. Predpokladajme, Ze vysledkom losovania je pét &sel, kazdé medzi 1 a 90.
Losovanie prebieha tak, ze vzdy ked je vylosovany balénik s ¢islom, tak balénik sa vrati spat
do losovacieho bubna. Vyhrava ten hraé, ktory uhddol vSetkych pét ¢isel (na poradi v akom
boli ¢&isla vylosované nezédlezi). Kolko tiketov si musime kipit aby sme si mohli byt ist{ Ze
vyhrame jackpot?

Uloha 5.4.9. Uvazujme vsetky slova dizky n v abecede, ktord pozostava z k pismen. Dve
slova povazujeme za rovnaké, ak pri ¢itani jedného slova zprava dolava dostaneme druhé
slovo. Napriklad v abecede {K, A, T, *, e} pre n = 4 slovdi KATA a ATAK povazujeme za
rovnaké, podobne slovo A x A e a slovo e A x A nepovazujeme za rézne. Kolko réznych slov
mame?

Uloha 5.4.10. Kolko existuje celoéiselnych rieseni rovnice 1 + @ + x5 + x4 = 12 takych,
Zea:1>1, $2>1,$3>3,$4ZO?
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Kapitola 6

Binomické koeficienty —
vlastnosti, identity

6.1 Pascalov trojuholnik

Pascalova formula (pozri (4.3)) v[4.1.3)

() -Co)+(

()-

n—1

. ) k>1 (6.1)

(6.2)

umoznuje binomické koeficienty zapisovat do schémy, ktort poznate ako Pascalov trojuholnik.

Moézeme ho znézornit takto

(@)1
Nej

1

11

1 2 1

13 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1
(o)

(o) ()

() G) G)

G 0 6 )

G G G 6 @

G G 6 6 @ ¢

o @ 6 6 @ 6 ©
G O G @& @ 6 © 6
G @6 6 6 6 @ @ @
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alebo aj takto

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
G
RECIRC I
ete e
e te e e
G B N I O
B R A R R I
B B O B B B (T
& N R R ) B s B R I
N R B B ) B ) N 4

Pomocou Pascalovho trojuholnika mézeme, pre dané n a k, efektivne vypocitat (Z) Sucet
dvoch susednych ¢isel v tom istom riadku je rovny ¢islu, ktoré je medzi nimi o riadok niz-
Sie. Staci preto pouzivat len operaciu scitovania a pamétat si predchadzajici riadok. Vdaka
sumernosti podla zvislej osi sta¢i pracovat len s polovicou trojuholnika.

6.2 Sucty binomickych koeficientov

Pascalov trojuholnik je zdrojom zaujimavych identit, niektoré z nich odvodime.

6.2.1 Sucet v riadku Pascalovho trojuholnika
Sucet cisel v riadku n je
" /n
=2" .
> (3) (03
k=0
Tuato identitu sme odvodilli v Neskér uvidime, Ze tento vztah sa dd odvodit aj z bino-

mickej vety )

6.2.2 Sucet parnych koeficientov

Tiez si mozeme vSimnut, ze pre n > 0 je sucet binomickych koeficientov (Z) pre parne k
rovnaky ako pre neparne k. Napriklad pre n = 6:

sucet
32=14+15+15+1
32=6+15+15+6

611520 |15 |6
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Tvrdenie 6.2.1. Pre celé ¢islo n > 0 plati

E:(;)::E:Qmi1>' (6.4)

k>0 k>0

Vsimnime si, ze pre n = 0 uvedend rovnost neplati.
Dékaz. Tvrdenie dokdZeme pomocou ndsobiaceho principu: Pre prvy, druhy az (n — 1)-prvy
prvok mame na vyber dve moznosti, ¢i bude, alebo nebude patrit do podmnoziny. Posledny
prvok je uz potom jednoznacéne urcéeny podla toho, ¢i chceme dostat parny alebo neparny
poéet prvkov. Dostaneme takto 2"~! moznosti ako utvorit podmnozinu uvazovanej mnoziny.

Teraz dokdzeme tvrdenie pomocou principu bijekie. Uvazujme mnozinu A, ktord ma n
prvkov. Pevne zvolme nejaky prvok a* € A (taky prvok existuje, lebo A je neprdzdna).
Definujme zobrazenie f z mnoziny vSetkych neparnych podmnozin do mnoziny véetkych
parnych podmnozin nasledovne.

f: parne podmnoziny — neparne podmnoziny
FiBes BU{a*} aka* ¢ B,
B\ {a*} aka"€B.

Vsimnime si, ze f je zvlast definované na dvoch disjunktnych mnozinach a pre kazdu z
nich ide o bijektivne zobrazenie. Celkovo je teda zobrazenie f bijektivne.
O

Dosledok 6.2.2. Pre celé cislo n > 0 plati

Z(_l)k@ 0. (6.5)

k>0

S touto identitou sa stretneme neskor, je klicom k odvodeniu principu inklizie a exkltazie
(vypoclet |[My U---U M,|, ked My,..., M, nie st nutne navzajom disjunktné — veta [7.1.1})
Neskor tiez uvidime, ze sa dé tato identita dostat z binomickej vety

6.2.3 Monotdénnost v riadku

Koeficienty v riadku n rastd po hodnotu

(LgJ> - ({Z])

a dalej klesaji. VSeobecne ak porovnavame susedné binomické koeficienty, tak dostaneme
(znamienko O zastupuje <, =, >; rovnost ani nerovnost sa ziadnou z uvedenych dprav ne-

zmen{):
()2 (h)

nn—1)...(n—k+1) Dn(nfl)...(nfk+1)(n7k)

k! (k+1)!
n—k
10
k+1
k+10n—k
1
Lol
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62 Sucty binomickych koeficientov

Zaver:

I k:<L_1' " <
pre 2 k k1)
n—1 n
et ()=
k>n—1. n - n
pre 5 i pat)

Vsimnime si, ze pripad, ked sa rovnaji dva binomické koeficienty v strede, nastane iba
ak "Tfl je celé cislo, to znamend pre neparne n.

S + 3

6.2.4 Sucet po diagonale

Pozrime sa, ¢o sa mozeme povedat, ked spocitame binomické koeficienty s rovnakym ,,meno-

vatelom“. Napriklad
2 (3 (N (5 =
2 2 2 2)

6
1+3+6+10=20= (3)

Niec¢o podobné mozete vyskusat pre iné podobné sicty. VSeobecne pre stucet po vedlajsej
diagondle ' dostaneme:

Tvrdenie 6.2.3.
{06binom2: EQHOK1} > (;) = (ZI 1) (6.6)

i=k

Dokaz. Pocitame (k + 1)-podmnoziny mnoziny {1,2,...,n + 1}, tieto rozdelime do skupin
podla najvicsieho prvku ¢ + 1, 0 < ¢ < n, ktory obsahuju, a aplikujeme scitaci princip. [0

Podobne mézeme scitovat po vedlajSej diagonale \, ako napriklad

o)+ 1)+ () () () -

4+1
1444+104+204+35="70 = <i) = <3+4+ )

Vseobecne dostaneme:

Tvrdenie 6.2.4.

{06binom2: EQHOK2} (m + Z) = <m ot ) (6.7)
n
0

) {©-9) m+n+1 _ m+n+1
a m—+1 B n

Dokaz.

1 s
[}
Y
3
<S4
N
I
Il 3
[}
3
3+
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Pretoze prvky, ktoré takto sCitujeme spolu s vysledkom tak trochu pripominaji tvar
hokejky, identite (6.6]) aj (6.7) sa niekedy hovori Hockey-stick identity, , hokejkova“ identitaﬂ
Azda podobnost aspon trochu vidno, ak si naznacime v Pascalovom trojuholniku uvedené

sucty.
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

6.2.5 Sucet Stvorcov
Nasledujtica identita nie je z Pascalovho trojuholnika ,,o¢ividna*“.
Mbzete sa vsak Tahko presvedcit, ze plati pre niekolko prvych n:
2=1%+1?
6=1%+2%+12
20=1"+3*+3+1°
70=1*+4%+6>+4*+1°

> (1) - (%)

k=0

Tvrdenie 6.2.5.

Tato rovnost sa dd dostat aj ako Specidlny pripad Vandermondovej identity (6.14)).

Dokaz. Majme 2n gulocok, z ktorych n je ¢ervenych a n je modrych. Kolkymi sposobmi sa
da vybrat n spomedzi nich?

Na jednej strane je tento pocet rovny (2:). Na druhej strane, pre dané k méame (Z)
moznosti na vyber k modrych gulocok. Pre kazdti z nich mame (nf k) moznosti pre vyber
zvysnych n — k ¢ervenych guldcok. Celkovo takychto vyberov bude

BIGAERIHEAE

Ked sc¢itame tieto hodnoty cez vsetky mozné k, dostaneme prave uvedeni sumu. O

Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Hockey-stick_identity, https://www.artofproblemsolving.com/
wiki/index.php?title=Combinatorial_identity
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64 Sucty binomickych koeficientov

Ak by ste to chceli zapisat ,,matematickejsie®, tak namiesto modrych a ¢ervenych gul6¢ok
mozete pocitat n prvkové podmnoziny mnoziny {1,2,...,2n} a rozdelit ich do skupin podla
toho, kolko obsahuji parnych a kolko neparnych ¢isel, alebo tiez podla toho, kolko cisel
v podmnozine patri do {1,2,...,n} a kolko je vidsich ako n.

6.2.6 Dva kluby

Uloha 6.2.1. V meste N zadinaji fungovat dva kluby A, B. Niektori obyvatelia sa prihlasili
do klubu A, niektori do klubu B. Aka je pravdepodobnost, ze kazdy, kto podal prihlasku do
A podal prihlasku aj do B, alebo obratene?

Riesenie. Nech N = {1,2,...,n} je mnoZina obyvatelov mesta. Pytame sa na pocet dvojic
A, B C N takych, ze A C B alebo B C A.

Zvolme pevne k a uvazuje k-prvkovi podmnozinu A C N. Pocet moznosti pre B:

e pocet mnozin B takych, ze A C B je 2" % (podet moznosti, ktorymi moézeme vybrat

podmnozinu B\ A C N\ A);

e pocet mnozin B takych, ze B C A je 2F

Celkovo mame
on—k Lok 1,

lebo pripad A = B sme zapocitali dvakrat. Zaver:

zn: <Z) (2n—k 42k ).

k=0

Iny spdsob ak mozeme spocitat pocet dvojic A, B takych, ze A C B C N: Pre kazdé
1 € N mame tri moznosti

e icANi€E B,

e ¢ ANi€EB;

e i ¢ ANi ¢ B.
Celkovo mame 3™ moznosti.

Podobne mame 3" moznosti pre B C A C N a treba odpocitat 2", lebo kazda podmnozina
mnoziny N je zapocitana dva razy.

Celkovo mame

2.-3"-2"
pozadovanych dvojic.
Zéaver:
(Z) 2"k 42k 1) =2.37 —2on (6.9)
k=0
a hladana pravdepodobnost je
" () @k 2k -1

kgo(k>( + ) B 9.3n _9n B 92.3n 1 _ 3\" 1 0
2n . 2n ~ o 2m.2n 2n.2n o 9n 4 2% n—oo
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6.3 Binomicka veta

Chceme vyjadrit (a + b)™ pre redlne (komplexné) ¢isla a, b.

1
1 1 ... 1lra+1l-b=a+b
1 2 1 oo a®+2ab+b? = (a+b)?
1 3 3 1 oo a®+3a%b+ 3ab® +b® = (a +b)3
1 4 6 4 1 ... a*+4a3b+ 6a?b? + 4ab3 + b* = (a + b)*

(a+0)* = (a+b)(a+Db)
=a-(a+b)+a-(at+D)
=a-at+a-b+a-a+a-b
= a® + 2ab + b

Uvedené styri ¢leny zodpovedaji tomu, ¢o sme vybrali z prvej a z druhej zatvorky:

TSR Q|

Roznésobenie dvojclena — aplikovali sme distributivny zakon, komutativny zdkon a aso-
ciativny zdkon, ktoré umoznili s¢itat rovnaké s¢itance.

(a+b) = (a+b)(a+b)(a+D)
=a(a+b)(a+b)+bla+b)(a+b)

TR 2 Q Q=
ST QTR QN
TR TR TR TR Ww

7 kazdej zatvorky zvolime a alebo b a utvorime sii¢in, potom séitame rovnaké séitance.

Takto postupujeme aj vo vSeobecnom pripade (a + b)™. (FormélnejSie sa to d4 zapisat
matematickou indukciou — pozri aj tlohu [6.6.4])

Co nam takyto postup hovori: Mame n zatvoriek, z k zatvoriek zvolime a, zo zvysnjch
(n — k) zétvoriek potom uz zvolime b (alebo obratene), pricom 0 < k < n.

Dokézali sme binomicka vetu:
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Veta 6.3.1 (Binomicka veta). Pre a,b € C a celé éislo n > 0 plati

(a+d)"=>" <Z> akpnk (6.10) {06binom2:EQB

k=0

Mbzeme dostat tieto jej varianty:

(a+b)" = En: (n ﬁ k)a’fb"—’“

k=0
kedze (Z) = (7L7—Lk)

n
a+bn: n>an—kbk
@ror =3 ;
kedZze a+b=0b+a, a teda (a+b)" = (b+ a)™.
Pomocou binomickej vety, vhodnou volbou ¢isel a, b, mézeme zostrojit respektive odvodit
rozne identity. Napriklad, vzorec pre sucet binomickych koeficientov v riadku Pascalovho
trojuholnika:

1+1)"=2"
(1+1)" = kz: (Z)ﬂf 1n—*
1+1)" = > (Z)

a tak

7 binomickej vety vieme odvodit aj identitu ((6.4))

g} (Zc) - ;; (ij— 1)'

Dokaz. Ked do binomickej vety dosadime a =b =1, resp. a = —1 a b = 1 tak dostaneme
n
2" =
> (3)
k>0
n

0=>) (-1
-0 (7)
k>0

(Mézeme si vSimnit, Ze sme dostali dosledok )
Séitanim tychto dvoch rovnosti dostaneme:

2"+ 0= (Z) - é(—l)k (Z)

k>0
n
2" =2
> ()
k>0
2”—1 _ n
> ()
k>0
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Ked ich od¢itame, tak mame:

n n
oM _ () = _ _1\k
-2 (1) -2 ()
k>0 k>0
27L =92. Z ( n )
>0 2k +1
n
2n—1 _ >

= 2k+1

Vieme odvodit aj

S0 n-E 0 2050

k>0 k>0 k>0 k>0
=1+2)"+(1+2)" -2
=2.3"-2"

Ukéazme si este, ako pomocou binomickej vety mozeme ziskat identitu o stucte stvorcov
binomickych koeficientov v riadku ‘

Priklad 6.3.2. Chceme ukézaft, ze
Z binomickej vety vieme, ze

To znamen4, ze koeficient pri " je presne (2")
n
Stcasne ten isty polyném mézeme vyjadrit v tvare

14+2)"(14+2)" = (Zn: xk> (2”: a:k> .
k=0 k=0

Uvedeny stac¢in mé opét tvar polynému. Aky v nom bude koeficient pri 2™?

Vyraz 2™ dostaneme prave vtedy, ak z prvej zatvorky vyberieme z* a z druhej z™*. Pri

nich su koeficienty (Z) a (nfk) Teda celkovo dostdavame po scitani koeficient

AIRAE (I

Poznamka 6.3.3. V dokaze sme vyuzili fakt, Ze dva polynémy (resp. polynomické funkcie)
sa rovnaju prave vtedy, ked maji rovnaké koeficienty.
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68 Geometricka interpreticia binomického ¢isla (Z)

S =0,0 k=5

Obr. 6.1: Cesta vyznacena na obrazku zodpoveda postupnosti 101001100

6.4 Geometricka interpretacia binomického cisla (Z)

Na stvorcekovom papieri zvolme dva priesecniky linajok, jeden ozna¢me symbolom S a druhy
pomenujme A. Kolko je ciest z bodu S do bodu A, ked v mriezke cestujeme na vychod =
krok (1,0), alebo na sever = krok (0,1)?

Riesenie. Kazdu cestu zakédujme postupnostou 0 a 1, pricom 0 znamend krok doprava (na
vychod) a 1 krok nahor (na sever). Takto ceste z S = (0,0) do A = (k,n) je priradend po-
stupnost pozostavajica z k nidl a n jednotiek. Uvedené priradenie je bijektivnym zobrazenim
z mnoziny vietkych uvazovanych ciest do mnoziny vietkych slov v {1,0} dlzky n + k, s k
nulami.

Pocet ciest mozeme vyjadrif ako

e ("*) ked zvolime zlozky rovné 0;

e (") ked zvolime zlozky rovné 1.

Takto pocet hladanych ciest je
n+k n+k
= . 6.11
)= (.11

O

Na obrézkoch [6.2] mézeme vidief stivis medzi cestovanim v mriezke a Pascalovym troju-
holnikom. (Do bodu (n, k) sa moéZeme dostat z bodov (n—1, k) a (n,k —1). Teda pocet ciest
z (0,0) do (n, k) sa d4 ziskat ako sticet poctu ciest do (n — 1, k) a poétu ciest do (n,k — 1).
Toto pozorovanie spolu s Pascalovou identitou by sme mohli pouzit na iny dékaz toho,
Ze skutocne vyjadruje pocet ciest v mriezke z (0,0) do (n, k). Alebo obratene, ak uz
méme vzorec pre pocet ciest, tak takouto tivahou z neho moézeme dostat Pascalovu identitu.)

Cestovanie v mriezke je dalsia metdda, ktorou je mozné dokazat pekné kombinatorické
identity — tvahou, na rozdiel od aplikdcie binomickej vety (algebraickd metdda).

> ()=o)

Riesenie. Pravé strana vyjadruje pocet ciest z (0,0) do (k + 1,n — k).

Priklad 6.4.1.
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Obr. 6.2: Stuvis mriezky a Pascalovho trojuholnika

|
! k+1,n—k
n—k— ( )
|
N
o
4
|
3
|
2
|
1
|
Il
01 2 3 4 - k41
|
Cesty rozdelime podla toho, ktorym z bodov
(3,0) (3.1) (3,m—Fk)
By By Bk

prechadzaju.

k+

|cesty cez Byl = (n i > (Z)
k—

|cesty cez By| = (n

—-24+k -2

|cesty cez Bs| = <n + ) = (n )
k

|cesty cez By, _| = < )

Aby sme videli, ze pocet ciest cez B; = (4, 7) je skutoéne rovny (",7) si stadi uvedomit,

ze:
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e Cast cesty z bodu (0,0) do bodu (0,5) je jednoznacne urcens, jedind moznost je fst
stale nahor.

e Potom musime pokracovat doprava do bodu (1, 7).

e Zostava ndm zistit pocet ciest z (1, ) do (k+1,n— k). Ten je presne rovnaky ako podet
ciest z (0,0) do (k,n — k — j), €o je presne

(H-00)

O
Pomocou ciest v mriezke odvodime aj identitu (6.8).
Priklad 6.4.2.
n 2
Z n o 2n
() = (%)
k=0
Riesenie. Pravé strana predstavuje pocet ciest z (0,0) do (n,n).
Cesty rozdelime podla toho, ktorym z bodov
0,n),1,n—=1),...,(k,n—k),...,(n,n)
prechddzaji. (Kazda z nich prechddza presne jednym takymto bodom.)
(n,n)
B B=(kn—k)
3
(0,0)
(030) - (k,?’l - k) - (n7n)
(%) ciest ((”7Z)+k) ciest
Pocet ciest cez (k,n — k) je rovny
n n
k k
Zaver: Pocet ciest z (0,0) do (n,n) sa d4 vyjadrif ako
n 2
> (5
(k)
k=0
O

70



KAPITOLA 6. BINOMICKE KOEFICIENTY — VLASTNOSTI, IDENTITY

71

Priklad 6.4.3. Kombinatoricky ukazeme

(0)=()=<(5)= ()= (") ()
Riesenie. Oznacme

e P(k,n — k) = mnozina vSetkych ciest (0,0) — (k,n — k)
e P(k+1,n—k — 1) = mnozina vSetkych ciest (0,0) — (k+ 1,n—k —1).
Plati
n n
P(k,n — k)| = Pk+1,n—k—1)| = .
PRl = (3) o P La-koni= (1))
Najdeme injekciu
f:Pk,n—k)—>Plk+1,n—k—1)
pre pripad k < 3.

A 7/
n—=k A
7/
7
7/
B
7/
7/
7/
7
Ll
7/
7/
7
7/
7
7/
4
7/
7/
/.
7/
7
7/
7
7/
7/
7
7/
7/
7/
7/
7/
7/
7/
7/
0 k

Oznactme A = (k,n—k), B=(k+1,n—k—1).

e Nech g je os usecky AB. Pretoze k < § (t.j. K < n—k), lubovolna cesta P € P(k,n—k)

aspon raz pretina q.
e Oznacme L priesecnik P a ¢ najblizsi ku A.
e Usek P* cesty P medzi L a A preklopime cez g. Dostaneme cestu L — B.
e Spojenie P: (0,0) - L a P*: L — B déva cestu P’: (0,0) — B.
Takto sme priradili kazdej ceste z P(k,n — k) cestu z P(k+ 1,n —k — 1).

Ukéazeme, ze zobrazenie f je prosté. Potrebujeme si rozmysliet, Ze ak mame dve rozne
cesty z (0,0) do A, tak ich preklopenim vzniknd opét rézne cesty f(Py) # f(P) do B. (T.j.

Py # Py = f(P1) # f(P2).)

Oznacme si Ly posledny priesecnik P; s priamkou g. Pretoze P, a P» st rozne, musia sa

na niektorom mieste lisit.

e Ak sa lisia v Casti medzi poc¢iatkom a Li, tak na tom istom mieste sa lisia aj f(P1) a

f(Ps), lebo sme nasli rozdiel uz v ¢asti, ktord sa preklopenim nezmeni.

e Ak sa zhoduju v Casti po Ly a Ly je sticasne aj posledny priesecnik cesty P» s priamkou
q, tak sa obe cesty preklapaji na tom istom mieste a teda rozdiel v tiseku medzi Ly a

A sa po preklopeni zmeni na rozdiel ¢asti ciest f(P;) a f(P2) od Ly po B.
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e Zostava eSte moznost, ze P sa pretne s ¢q eSte v nejakom bode Lo, ktory je dalej ako Lj.
Potom ale Lo patri do f(P,) ale nepatri do f(P;) (lebo L bol posledny priesecnik P
a aj preklopenej cesty f(P;) s priamkou ¢). Teda f(P;) a f(FP2) sa aj v tomto pripade
lisia.

Dokézali sme teda, Ze pre k < % plati

(Z><<kil>

Aby sme videli, Ze tédto nerovnost je ostrd, sta¢l ndm néjst aspoil jednu cestu z (0,0) do
B, ktord sa nedd dostat pomocou zobrazenia f. To plati pre Iubovolni cestu (0,0) — B,
ktord sa nikde nedotkne priamky g. Mo6Zeme zobrat napriklad cestu (0,0) — (k+1,0) — B.
Tento argument funguje iba vtedy, ked priamka ¢ neprechddza bodom (0, 0). Stred tisecky
AB jebod (k+3,n—k—3). Tento bod lezi na diagonale ak k+ 3 =n—k—3, t.j. n = 2k+1.
Vidime, zZe skuto¢ne moézeme odvodit ostrii nerovnost, okrem pripadu n = 2k+1, ¢o je presne

pripad, ze
n\  [(2k+1\ (2k+1\ n
k) k S \k+1) \k+1)

Sucasne je to presne pripad, kedy nastane k = L%J, k+1= {%] a

O
Priklad 6.4.4. Kolko je vSetkych ciest v mriezke z bodu (0,0) do bodu (n,n) s krokom

(1,0), (0,1) takych, zZe ziadna sa nedostane nad diagondlu = = y.

Riesenie. Pocet ciest (0,0) — (n,n) je (277) Rozdelime ich na
o z1é“ cesty — idd nad diagondlou (asporn ¢ast cesty je nad diagonélou);
e _dobré“ cesty — nejdii nad diagonélou.

vsetky cesty = dobré U zlé
|dobré cesty| = |vSetky cesty| — |z1é cesty.|

Kolko je zlych ciest?
Budeme postupovat ako v predchadzajicom priklade, ale tentokrat budeme cesty prekla-

pat cez os ¢ isecky danej bodmi (0,0) a (—1,1). (Teda ¢ je priamka s bodmi (0, 1), (1, 2), (2, 3), ...

Kazdé cesta, ktord ide nad diagonalu, sa musi priamky ¢ dotknit. Preklopime cez ¢ tisek
(0,0) — L zlej cesty P, pricom L je prvy bod dotyku, zvySok ponechdme nezmeneny. Tym
dostaneme cestu P’ z (—1,1) do (n,n).

Takto sme urcili zobrazenie

f: z1é cesty — cesty z (—1,1) do (n,n).

Toto zobrazenie je prosté. (Dékaz je analogicky ako v predoslom priklade.)

Ukdzeme, Ze zobrazenie f je surjektivne. Postupujme sporom, nech by sa nasla cesta P’
z (—1,1) do (n,n), ktord nie je obrazom zlej cesty (teda nevznikla preklopenim zlej cesty).
Cesta P’ pretina os g, lebo lebo jej koncové body st na roznych strandch osi gq. Preto vieme
najst prvy bod dotyku L cesty P’ s q a ¢ast (0,0) — L preklopit cez tito os. Takto ziskame
cestu (0,0) — L, ktorej obrazom je P’ ¢o je spor s predpokladom.
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A 4 4
7 7
é 7
4 /|
e (n,n)
7 7
7 7
7 7
7 7
7 7
7 7
7 7
7 7
7 7
7 7
7 7
7 7
7 e
7 7
7 7
v /.
/| /]
7 7
7 7
/ /
7 7
7 7
7 7
7 7
7 7
7 7
7 7
7 7
7 7
1 0 g

Zistili sme, ze zobrazenie f je bijektivne. To znamena, ze pocet zlych ciest je rovnaky ako

pocet ciest (—1,1) — (n,n), ¢o je (712111)

Celkovo, pocet ciest, ktoré sa nedostant nad diagonalu je
2n 2n
n n—1/)
2n \ _ (2n n
n—1) \n) n+1’

mozeme vyraz pre pocet dobrych ciest upravit na tvar

) -0) =0 (-2 = ()

Pretoze

6.5 Multinomicka veta

Binomicka veta hovori, aké s¢itance dostaneme, ked roznasobime niekolko dvojclenov tvaru
(a +b). Pozrime sa na situdciu, ked rozndsobujeme trojclen, napriklad v tvare x1 + xo + x3.

(1 4+ 22 4+ 23)(z1 + 22 + 23) = 21 (21 + 22 + 23) + T2(X1 + T2 + x3) + 23)(T1 + T2 + T3)
=21T1 + 21T + X123 + ToX1 + T2X2 + ToX3 + U321 + U3X2 + 13X3

= x% + 2z129 + 22123 + x% + 2xox3 + :rg

Ted z kazdej zatvorky zvolime jedného ¢initela a tieto vyndsobime, potom rovnaké scitance
spocitame.

73



74 Multinomicka veta

Ak méame tri zatvorky, tak dostaneme

(.1‘1 + 2o + .Tg)(.’l?l + 22 + .’Eg)(wl + 22 + .’1?3) =
=x1(z1 + 22+ z3) (21 + 22 + x3) + 22(x1 + 22+ 23) (21 + 22 + x3) +x3(21 + 22 + 23) (1 + 22+ 23) =

= x‘;’ + mg + xg + 3x%m2 + 33:%3:3 + 3323331 + 33:3333 + 3x§m1 + 333%3:2 + 6x1T2T3

V&imnime si napriklad séftanec 3x2z5. Tento séitanec vznikol tak, Ze sme z dvoch zétvoriek
vybrali z1 a z jednej .
1 2 3
Ty T1 T2
1 T2 21
T2 T1 I

Méme (g) moznosti. (Po¢et moznosti, ako zvolit dve zatvorky, z ktorych vyberame z1, tym
je zatvorka, z ktorej vyberdme xs, jednoznacne uréend.)

Aky bude koeficient pri 122237 Mame (?) moznosti pre vyber zatvorky z ktorej vezmeme
x1, zo zvysnych dvoch zatvoriek si volime jednu pre xo, zostava nam este jedna pre zz.

() ()-r-e

Tu st vypisané vSetky moznosti:

1 2 3
Ty T2 I3
1 X3 X2
T2 X1 T3
T2 T3 1
T3 T1 X2
xr3 T2 I1

Veta 6.5.1 (Multinomickd veta). Pre kaZdé celé ¢isla k,n > 0, a redlne ¢isla 1, . ..,z plati
n! a a a
{06binom2: EQMULTIN} (@1 4+ a) =Y a2l g, (6.12)
ai:ag:....ak:
pricom scitujeme cez vsetky usporiadané k-tice mezdporngch celjch cisel ay,...,ax, ktorgch
stcet je
k
Z a; = n.
i=1

Oznacenie: Je zvykom oznacovat vyraz o1 Symbolom

n!
al!agl...

( )
)
a1y, Q)

nazyva sa multinomicky koeficient.

Dokaz.
(xl‘F"'+‘$k)n =:($1-F"'+-$k)($1-F"'+-$k)"'($1-F"'+-$k)
n-krat
Po roznasobeni dostaneme sc¢itance tvaru x7'x5? - --x3*, kde a1 + --- + ap = n, a; > 0 pre
vsetky i.
Podme spoditat aky je pocet takychto sé¢itancov pre pevne zvoleni n-ticu (aq,...,a,):
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° (:1) je pocet moznosti pre vyber prvého ¢lena 1 z ay zatvoriek.

e Pre kazdi z tjchto moznosti mame (”;2‘“) moznosti pre volbu ay zétvoriek, z ktorych

vyberieme z5. Celkovo mame
n n—ap
aq as

moznosti pre vyber ai-krat x; a ag-krat xs.
e Pokracujeme vyberanim tretieho, ..., k-teho ¢lena a prideme k zaveru, ze pocet sc¢i-
tancov daného tvaru je

()0 )

_ n! (n—ar)! (Mi
C al(p—a)T asl(n—ar—as)! a!0! -

a1!a2! o ~ak!

n!

O

Binomicka veta je Specidlny pripad multinomickej vety:

n n -
(1 +x2)" = Z (k) ahah =k

Vidime, ze multinomicky koeficient je presne ten isty vyraz, ktory sme dostali v ([5.10)
ako vyjaderenie poctu slov s opakovanim.

Na zaklade sivisu so slovami vieme odvodit takito identitu pre multinomické koeficienty:

n n—1 n—1 n—1
ai,...,ak a1 —1,as,...,a ay,as —1,as,...,ak A1y y Q1,0 — 1

(6.13)
Staci slova, ktoré pocitame, rozdelit do skupin podla toho, ktoré pismeno zvolime ako prvi
zlozku slova.

6.6 CvicCenia
V tlohéch tykajicich sa roznych identit vyskuasajte, ¢i ich viete odvodit viacerymi sposobmi

(indukciou, kombinatorickou tvahou, pouzitim inych faktov o binomickych koeficientoch ¢i
binomickej vety).

Uloha 6.6.1. Ukéite, Ze pre lubovolné celé kladné ¢islo n plati

5()r

k=0

(0]

{60binom2: EQMULTIPASCAL}
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Uloha 6.6.2. Dokéite, Ze pre prirodzené &sla n, k také, ze 1 < k < n plati

(i20) =+

Uloha 6.6.3. Dokéazte kombinatorickou tvahou a tiez pomocou binomickej vety:

Y k " =n2" 1L
>k,
k=0

Uloha 6.6.4. Dokazte binomicki vetu matematickou indukciou.

Uloha 6.6.5. Kombinatoricky dokézte: Pre celé &sla n, z > 1 plati
(x—D(1+z+2>+ - F+2" H=2" -1

Hint: dvomi sposobmi uréte pocet takych slov dlzky n v abecede {1,...,z} ktoré maji aspoii
jednu zlozku réznu od x.

Uloha 6.6.6. Dokéazte kombinatorickou tvahou a tiez pomocou binomickej vety:

("=

Jj=0

(m,n > O)E|E|

Uloha 6.6.7. Kombinatorickou tivahou dokazte:
n\(m\ (n\(n—k
m/\k) \kJ\m—-k)
i n\[/n—k _om (M)
k) \m—k m
k=0

Uloha 6.6.8. Nech n, m st prirodzené &sla, m < n. Vyjadrite vzorcom bez pouzitia sumy:

Potom dokéazte:

Hint: vSeobecny ¢len upravte na tvar (::L) (Z__’;j)

1

Hint: vSeobecny c¢len upravte na tvar — ( k-1 )
m \m—1

Uloha 6.6.9. Uvazuje mnozinu slov v abecede A = {modr, erven, biela} dizky n. Kolko
slov mé parny pocet zloziek rovny ¢ervend? Ako by to dopadlo pre neparny pocet ¢ervenych
zloziek?

2Tejto rovnosti sa niekedy hovori aj Vandermondova identita. https://en.wikipedia.org/wiki/
Vandermonde’s_identity

SMozete si vsimntt, ze ako $pecidlny pripad dostaneme (6.8). Mézete si vyskisat aj dokaz indukciou —
opéat je to ukazka toho, ze silnejsie tvrdenie sa nam indukciou podar{ dokazat, pri snahe dokédzat
matematickou indukciou by sme mali problémy, pozri pozndmku
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Uloha 6.6.10. Dokazte:

Uloha 6.6.11. Dokazte:

a) > (- 25D = =1
b) S D) =1k

S

Uloha 6.6.12. Rovnost > k% = w sme overili indukciou v tlohe|3.5.3] Vedeli by
k=1
ste ju nejako odvodit z ,,hokejkovej*“ identity ? (Hint: Skiste vyjadrit k2 pomocou (g))

Uloha 6.6.13. Na nasledujicom obrazku je schematicky plén mesta:

A

a) Kolko existuje roznych ciest z vrchola A do vrchola D = (9,7), ak cesta nesmie viest
zhora nadol ani sprava dolava?
b) Kolko z nich prechddza vrcholom C' = (6,5)?
c¢) Kolko z nich neprechddza vrcholom B = (1,2)?
d) Vseobecne: Kolko je ciest z (0,0) do (n, k) prechadzajucich cez (i,5)?
Uloha 6.6.14. Pomocou cestovania v mriezke dokazte (a+271)—|—(a+b71) = (a+b) prea,b > 0.

a—1 a
(Mbzete si vS$imnut, Ze to je vlastne iny zdpis Pascalovej identity.)

Uloha 6.6.15. Pomocou cestovania v mriezke dokézte
zs: s\ fa+b—s _fa+ b
k a—k - a )’
k=0
pre a > b.

Hint: kazd4 cesta prechddza cez presne jeden z bodov (0, s),(1,s — 1),...,(s,0). Fﬂ

4Mézete si viimnit, ze sme dostali vlastne iné odvodenie Vandermondovej identity (6.14).
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Uloha 6.6.16. Pomocou cestovania v mriezke dokéZzte
nii” s+k\/n—k _(s+n+1
P k m T \s+m+1

(s,m,n > 1).

Hint: Pre n < m tvrdenie plati. Nech teda n > m. Prava strana vyjadruje pocet ciest
z (0,0) do (s+m+ 1,n—m). Pre k = 0,1,...,n — m urcte pocet ciest ktoré prechddzaji
bodom (s, k) a dalej pokracuji do (s + 1, k).

Uloha 6.6.17. V mriezke cestujeme v smere na vychod, na sever, a je povoleny aj diagonalny
krok z bodu (z,y) do (z + 1,y + 1). Dokdzte, ze pocet takychto ciest z (0,0) do (m,n) je

(")

Hint: cesty klasifikujte vzhladom na pocet diagonédlnych krokov.
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Kapitola 7

Princip inklizie a exklizie

Uvazujme konecni mnozinu X a podmnoziny A, B, C. Ak velka je mnozina AU BUC?

X

Za prvé priblizenie vezmime c¢islo
|Al + |B| + |C). (7.1)

Okrem pripadu ked A, B, C' st navzajom disjunktné mnoziny, je toto ¢islo vicSie, pretoze
prvky v ANB, ANC, BNC sme zapoditali viackrat (obrdzok|7.1]). Preto od (7.1)) odpoéitajme

|JANB|+|ANC|+ |BNC]|. (7.2)

Teraz sme prvky v AN BNC trikrdt zapocitali v (7.1)) a kazdy z nich sme trikrat odpoéitali

v (obrézok [7.2)). Preto
|AUBUC| = |A|+|B|+|C| - |ANB| - |ANC| - |BNC|+|ANBNC],
alebo ekvivalentne
IX\(AUBUC)|=|X|—-|A|—|B|-|C|+|ANnB|+|ANC|+|BNC|—-]ANBNC|.

Odvodime analogickd formulu pre vseobecny pripad, povieme si kombinatorickt interpre-
taciu tejto formuly a podame niekolko aplikacii.
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80 Princip inklazie a exklazie

X

X

Obr. 7.2: Kolkokrat sme odpocitali jednotlivé prvky

7.1 Princip inklazie a exklazie

Veta 7.1.1. Nech X je koneénd mnozina a Aq,...,A, si podmnoZiny X. Potom

|X\UAi|:|X|_Z\Ai|+ Z |4, NA;|+...
i=1

i=1 1<i<j<n
(DR Y AL NN A 44 (-1 AN N Ay| (7.3) {07pie:EQPIE}

1<ip < <ig<n

Tu, podobne ako v pripade pre tri mnoziny, od X odc¢itame pocty prvkov jednotlivych
mnozin (kazdi moézeme chapat ako prienik systému pozostavajiceho z jedinej mnoziny) a
striedavo pripoc¢itavame a odpocitavame prieniky vSetkych dvojic, trojic, stvoric, atd.

Dékaz (Pocitanim). Ukézeme, 7ze kazdy prvok x € X prispieva rovnakou hodnotmﬂ do lavej

lInak povedané, na poéty prvkov mnozin uvedenych na oboch stranich rovnosti sa pozrame cez najjed-
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strany ([7.3)) aj do pravej strany (7.3)). Tym bude platnost (7.3)) overena.
n

Ak x ¢ |J A, tak x je v lavej strane zapoditany raz a v pravej strane tiez raz.
i=1

n
Nech z € |J A;. Potom z patri do presne m > 1 mnozin spomedzi Aq,..., A,. Prvok

=1
prispieva do Tavej strany hodnotou 0. Do pravej strany prispieva z hodnotou

(2B (z) oo

Prvéa rovnost plati podla binomickej vety. Druhd plati pretoze m > 0 (pozri dosledok [6.2.2)).
O

Akym spésobom budeme aplikovat prave dokdzany vysledok?
Majme dant koneénti mnozinu X (zdkladni mnozinu) a mnozinu V' vlastnosti vy, ..., vy,.
Pripustame pripad ked x mé viac ako jednu vlastnost. Polozme

A; = {x € X: x mé vlastnost v;}, 1=1,...,n.

n
Potom X \ |J A; je mnoZina tych prvkov z X, ktoré nemaju ziadnu vlastnost z V a
i=1
pomocou pravej strany v (7.3) mozeme uréit pocet |X \ U, 4;| takych prvkov.
Téato interpretacia formuly (7.3) sa nazyva princip inklizie a exklizie (alebo tiez princip
zapojenia a vypojenia ¢ princip zahrnutia a vylicenia) a v tejto podobe budeme vetu
aplikovat.

7.2 Aplikacie

7.2.1 RieSenia 1 + -+ x, = k s obmedzeniami

Priklad 7.2.1. Vo vrecku mame 1 modrid, 5 Cervenych, 6 zelenych a 20 zltych guli¢iek.
Naberme hrst desiatich guliciek. Kolko réznych hrsti mézeme dostat?

Riesenie. Oznacme x1, T2, T3, 4 pocet modrych, cervenych, zelenych, zltych gulic¢iek v hrsti.
Pytame sa na pocet celociselnych rieSeni rovnice

1+ 29+ 23 +24 =10 (74)

s ohraniceniami 0 < 71 <1,0< 25 <5, 0< 23 <6, 0 < x4 <10.
Nasa zakladnd mnozina X = vSetky nezdporné celo¢iselné riesenia rovnice (7.4). Z vety

(.2.2] vieme, ze
10+ 3

Od vsetkych rieseni odratame pocet ,zlych“ rieseni, teda takych, ze z; > 1, alebo x5 > 5,
alebo x3 > 6.
Tym mame definované vlastnosti vy, va, v3 a tak

A; = mnozina rieseni (7.4), kde z1 > 1,
As = mnozina rieSeni ([7.4), kde x5 > 5,
Az = mnozina rieseni ([7.4), kde z3 > 6.

noduchsiu formu séitacieho principu |M| = erM 1 pozri (4.1)).
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e Comu sa rovna |A;|? Rovnica (7.4)) prejde na tvar:

($172)+IL’2+1‘3+1‘4:1072
Y1 +y2+yst+ys =38
yi >0

(Clen 2, —2 zodpovedé tomu, Ze sme si dve modré gulicky vzali vopred Pocet takychto
riesen{ je (8'g3). Teda |A;| = (Sg?’).
Podobne |A5| = (4;'3) a |43 = (*57).
e Analogicky mézeme postupovat pri vypocte |A; N As|.
($1—2)+($2—6)+$3+$4=10—2—6
Y1+y2+ys+ys=2
yi =0

Dostaneme |A; N Ag| = (2‘§3).
Podobne |41 N As| = (1'?':3). Tu je rieseni dost méalo na to, aby sme ich vedeli aj vSetky

vypisat:
I ‘ T2 ‘ I3 ‘ T4
3100 |7
211107
210117
2101]0]|8

e Ostatné mnoziny si prazdne, |42 N As| =0, |[A; N A2 N As| = 0.

NG RGRUEERCRE

O
Teraz vyriesime vseobecnejsi pripad.
Priklad 7.2.2. Urcte pocet celoc¢iselnych, nezapornych rieseni rovnice
{07pie:EQROVNICA} 1 +zo+ o Fx, =k 0< 2, <s,i=1,...,n. (7.5)

Dékaz. 7 vety vieme, Ze pocet vsetkych riesen{ rovnice (7.5)) (bez horného ohranicenial)

je rovny
n+k—-1\ (n+k-1
n—1 n k

(pocet prvkov zikladnej mnoziny X.)
Teraz ur¢ime pocet nevyhovujicich rieseni.

v; : riesenie rovnice (7.5 s z; > s
A; = mnozina vsetkych rieseni ((7.5) kde x; > s

Pri vypocte |A;| sa vlastne pozerdme na pocet rieSeni

14 (g —s)+ e =k —s
y1+~-~+yi+---+yn=k—s

2Podobnt tvahu sme uz pouzili napriklad v priklade ?77?.
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pricom y; >0 prei=1,...,n.
Takto

n+k—s—1
n
Ak hladame |A; N A4;|, tak mame

x1+~--+(xi—s)+---+(xj—s)+-~-+xn=k—28
it Wi—s) ot yn =k —2s

pricom y; > 0 prei=1,...,n. A teda

n+k—2s—1
A, NA:| = .
Vseobecne:
k—js—1
Ailﬂ'--ﬁAiA|:<n+ Js ))
’ n—1

kde1§i1<~-~<ij§n.
Celkovo, hladany pocet rieseni je rovny

S ()

O

Poznamka 7.2.3. Vsimnime si, Zze aplikdcia vzorca (7.3) v predoslom dokaze sa zjednodu-
Sila tym, Ze sme tam mali sumy, kde bolo viacero rovnakych ¢lenov. Konkrétne v principe
zapojenia a vypojenia vystupuje suma velkosti mnozin [A;, N---N A;,|. V nasom pripade je

to
n+k—js—1
Y Menenal= Y ( i )
1<ip <-<ij<n 1<ip << <n

Pretoze kazdy scitanec je rovnaky, sticet vypocitame ako pocet s¢itancov krat velkost jedného
s¢itanca. Pocet s¢itancov je pocet moznosti vyberu ¢1,...,4, takych ze 1 <14y < --- <i; <,
o je presne pocet j-prvkovych podmnozin mnoziny {1,2,...,n}, je to teda (?) Celkovo teda
pre tato sumu dostaneme

11 (77 . _ .
1<i1 < <i;<n J " 1

Samozrejme, pri aplikovani PIE je tato sume eSte vyndsobend znamienkom, ktoré je urcené
ako (—1)7.

Vsimnime si, Zze pre s = 1 horné ohranicenie z; < s,i=1,...,n,davax; =--- = x, =0,
a tak v tomto pripade pocet rieSeni (7.5)) je rovny 1 ak k=0 a 0 ak k£ > 0. Tym dostdvame

peknt identitu
n( l)j(n>(n—|—k—j—1)_ 1 pre k=0,
— J n—1 o pre k > 0.

J
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84 Aplikacie

7.2.2 Usadenie n parov do radu

Priklad 7.2.4. Kolkymi sp6sobmi sa moéze n manzelskych parov usadit v kine do jedného
radu, ked pozadujeme, aby ziadni dvaja manzelia nesedeli vedla seba? (Predpokladdme, ze
rad mé 2n sedadiel.)

Riesenie. Zakladnd mnozina X =vsetky usadenia 2n Iudi do radu, t.j.
| X| = (2n)!

Teraz sa pozrieme na pocet nevyhovujicich usadeni. Dvojice pomenujme: 1,2,...n.
e v;: i-ty manzelsky par sedi vedla seba, 1 =1,2,...,n.

e A, =vsetky usadenia ked i-ty par sedi vedla seba.

Uvéazme pripad, ked k dvojic je takych, ze kazda dvojica sedi vedla seba. Nech

1< <as<---<ap<2n-1,

st ¢isla sedadiel obsadené jednou osobou z tychto k dvojic. Potom sa a;, a;41 lisia aspon o
dva (miesto a; + 1 je obsadené partnerom). Vieme, Ze takychto postupnosti j(ﬂ

(")

2n —
|A;, NN A = ( "k k) - K12%(2n — 2k)! = 2% - (2n — k).

Potom

Uvedeny vyraz sme ziskali tak, ze:
(2",; k) hovori o vybere miest pre k& manzelskych parov sediacich vedla seba;
k! permutécii tychto parov;

2% presadnuti dvojice;

e (2n — 2k)! usadeni zvysnych ITudi.
Celkovo: .
S (1) (Z) 25 (2n — k)!
k=0
je hladany pocet usadeni. O

7.2.3 Eulerova funkcia

Eulerova funkcia ¢(n) sa v tedrii ¢isel definuje ako pocet celych ¢isel medzi 1 az n, ktoré su
nesudelitelné s ¢islom n.

p(n) =k e Z;1 <k <n,(kn)=1}

cmen(i- 1) (12 1) (12 1), o

3Uvedené nerovnosti po pridani podmienky a; < a; 11 — 1 st ekvivalentné s

Ukéazeme, ze

1<ai<ar—1<---<ap—(k—1)<2n-—k,

¢o znamend vyber k prvkov z {1,2,...,2n — k}.
Iny pohlad: Na chvilu chdpme vedla seba sediaci par ako jeden objekt - kedze tych nesmieme rozdelit. Potom
mame spolu 2n — k objektov a pytame sa na vyber miest pre konkrétnych k z nich.
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kde n = pi* ...py* je kanonicky rozklad ¢isla n.
S tymto vzorcom sa stretnete este na inych predmetoch, je mozné, ze uvidite aj iné
odvodenia ako pomocou principu inklizie a exklizie. Pozri napriklad |C].

Riesenie. Zékladnd mnozina X = {1,2,...,n}.
v;: ¢islo m € X je delitelné prvocislom p;

Ai={1<m<n:p;|m}i=12,....,n

Potom
pn)=n—]A1U---UAg|.
Aplikujme PIE:
o Méme A; = {p;,2p;,3pi, ..., 5 - pi} teda
n
|Ail = —

i

e Podobne A; N A; = {pip;, 2pip;, 3pipjs - - - p%j -pip;} a

1A N A;| =
png

e Vseobecne mnozina A;, N---NA;, pozostava z nasobkov ¢isla p;, - - - p;, nepresahujicich
na
n
Piy = Diy,
(VyuZivame fakt, Zze dve prvoéisla p, ¢ delia n prave vtedy, ked ich sicin pg deli n.)
Podla principu inkltzie a exklizie dostavame

I ) noo_ .. S LT N S
p(n) =n Z + Z + Z Pil"'pis+ +(-D P1---Pk

|[Aiy N N A | =

i=1 P 1ciicip < PPz 1<is <ia <o <is <k
k
1 1 1 1
T S I TR
o1 P cii<ip<n PPz 1<iy <ig<o<iz<k Pir "7 Pis P
1 1 1 1
=nl1l- — Z — + .o+ Z f+...+(,1)k7
icT p {11,12}6.]2 Diy Diy (irsin}Ed, p Dig b1...Dk
1 1
(D) (R ()
p Pk
Pri oznaceni J; = vSetky s-prvkové podmnoziny mnoziny {1,2,...,k} O

7.2.4 Permutéacie bez pevného bodu

Priklad 7.2.5. Do klubu prislo n hosti, kazdy z nich mal klobuk. Pri prichode kazdy z nich
odlozil klobtik do Satne, pri odchode dostal naspdt ndhodne niektory z klobukov. Aka je
pravdepodobnost, Ze ziadny z nich nema ten klobuk, v ktorom prisiel?

Ak chceme tento problém sformulovat trochu matematickejsie, tak sa ndm hodin nasle-
dujuci pojem:

85



86 Aplikacie

Definicia 7.2.6. Permutéciu ajas .. . a, mnoziny {1,2,...,n} nazveme permutdciou bez pev-
ného bodu, ak pre kazdé i = 1,...,n plati a; # 4. Inymi slovami, ziadny prvok sa nenachidza
na svojej pozicii.

Podobnym spésobom by sme vedeli zadefinovat tento pojem aj pre lubovolni n-prvkovi
mnozinu, nie iba pre {1,2,...,n}.

V casti [5.3] sme hovorili o tom, Ze na permuticie mnoziny A sa da pozerat aj ako na
bijekcie A — A. Pri tomto pohlade to, Ze permutéacia

_ 1 2 3 ... 1 ... k
f—-(ﬂnf@>ﬂa.uﬂnu.ﬂm>

nemd pevny bod, znamend, Ze neexistuje prvok pre ktory by platilo f(i) = i. To azda vy-
svetluje preco sa v nazve tohoto pojmu hovori o pevnom bode — nemame taky bod, ktory sa
zobrazenim f nemeni.

Ak sa na permutécie pozerame ako na bijekcie, tak pojem permutacie bez pevného bodu
sa eSte priamocdiarejsie zovSeobecni na Tubovolnti koenénti mnozinu.

V dvojriadkovom zapise permutéicie ndm tato vlastnost hovori, zZe sa tam nevyskytne ¢islo
1 zapisané v stipci i, t.j. nemame tam dvakrat pod sebou zapisané to isté ¢islo. Napriklad

(33753)
je permutacia bez pevného bodu ale
(1 2345
2435 1)
mé pevny bod, pretoze v tretom stipci mame &slo tri, t.j. az = 3.

Oznac¢me D,, pocet permutacie n-prvkovej mnoziny bez pevného bodu. Vieme, zZe vsetkych
permutécii je n. Teda pravdepodobnost, ze ndhodne vyberieme permutéaciu bez pevného bodu
je

D,
Pn = "
n!
Toto je vlastne pravdepodobnost, ktorid chceme vyratat v tejto tlohe.

Riesenie. Opét vyuzijeme princip zapojenia a vypojenia. Zakladnou mnozinou X st vSetky
permutdcie mnoziny {1,2,...,n}. Vieme, ze | X| = nl.
Chceme vyhodit ,,z1é“ permutécie, t.j. také, ze niektoré miesto sa nement, ¢ize plati a; = i.

|A;| = { permutdcie mnoziny {1,2,...,n} také, ze a; = i}

Vieme spocitat pocet prvkov mnoziny |4;|?7 Mdme predpisané, ze a; = i, ale na ostatnych
miestach uz mézeme prvky usporiadat lubovolne. Teda je to presne pocet permutacii mnoziny
{1,2,...,n}\ {i}, cize

|Ai| = (n—1)!

Podobne ak sa zaujimame o mnozinu A;, NA;, N---NA4,;,, tak to znamen4, ze a;, = 11,a;, =

12,...,0;, = in, ale na ostatnych miestach uz mézeme prvky poukladat ITubovolne. Teda pocet
prvkov tejto mnoziny je rovnaky ako pocet permutécii (n—k)-prvkovej mnoziny {1,2,...,n}\
{21712, “ee ’Z.k}.

|AzlﬂA7’2ﬂﬂA,k|:(n—k)'

Teraz uz vlastne staéi aplikovat princip zapojenia a vypojenia. Pouzitie rovnosti (7.3)) sa
nam zjednodusi tym, ze v kazdej zo siim mame mnoziny s rovnakym poc¢tom prvkov, ¢ize cela
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suma sa dé vyjadrit ako pocet séitancov — ktory je () — vyndsobeny hodnotou jednotlivych
séitancov — pozri pozndmku [7.2.3] Dostaneme takto

Dy =nl— <T>(n1)!+<g>(n2)!~-+(1)k<z>(nk)!+~--+(1)"

Ak si vSimneme, Ze (})-(n—k)! = ﬁlk), “(n—Fk)! = Z—;, tak mozeme toto vyjadrenie upravit

ako
- n d n! = 1
D, = Y1) = St = Y nr
k=0 k=0 k=0
Cize ) ) )
D, 1 1 1 L
L T TR
O

Ked sa na analyze budete ucit o konvergencii radov, tak zistite, ze s rasticim n sa hodnota
pn blizi k é, ¢o mbzeme zapisat ako
. 1
lim p, = -
n—o0o e

alebo tiez

I & 1

LS

e k!

k=0

1 1 1 1 1

S [ g Y. I

c TR TR T
Presnejsie povedané, naucite sa, ze vSeobecne plati

e_14 % 2 28 zF

a vyssie uvedent rovnost dostaneme ako sSpecialny pripad pre z = —1.

Moézete si tiez vsimnut, ze pre x = 1 dostdvame jedno z viacerych pomerne znamych
vyjadreni Eulerovho ¢isla

_1 1 1 1 1
Sktsme este ndjst vSetky permutéicie bez pevného bodu aspon pre malé hodnoty n. Vy-
sledky mozZete porovnat so vztahu (7.7) a aj s rekurentnym vyjadrenim uvedenym v tlohe

(V tej istej ulohe najdete aj iné odvodenie vyjadrenia pre D,,.)

Priklad 7.2.7. Mo6zeme sa pozriet na to, kolko permutécii pre pevného bodu dostaneme pre
malé n. Skisime vypocitat D,, tak, ze vypiSeme vsetky permuticie bez pevného bodu.
Pripadom n = 0 sa ani velmi zaoberat nemusime. Ale ak si uvedomime, Ze permutacia
0-prvkovej
mnoziny ) vlastne neobsahuje ziadne ¢isla, tak mame jedinti moznost (prdzdnu permu-
taciu) a je to permutdcia bez pevného bodu, pretoze pre kazdé ¢ € @) plati a; # i. Lepsiu
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88 Aplikacie

predstavu o tom, ¢o vlastne ratame, nam daju asi pripady ked budeme robit s neprazdnou
mnozinou.

Pre n = 1 mame jedini permutdciu (1). Tato permutdcia mé pevny bod. To znamend,
ze Dl =0.

Pre n = 2 mdme iba dve permutécie (12) a (1 %), o¢ividne iba druhd z nich nemé pevny
body, a zistili sme, ze Dy = 1.

Pozrime sa na pripad n = 3. Chceme teda nejakd permutéciu (., 2 & ), pricom vieme,
ze a1 # 1. Ak a1 = 2, tak na dalSie dve miesta musime dat iba jednotku alebo dvojku. Ale
na druhom mieste nemdze byt dvojka, lebo by sme mali as. Teda uz mame jedind moznost,
ako tito permutaciu doplnit:

(237)-

Podobne, ak si zvolime a; = 3, tak ako jedini moznost dostaneme (podobnou tvahou)
(373)-

Pre n = 3 by nebol problém vypisat aj vSetky permutacie, kedze ich je iba 3! = 6, a pozriet
sa na to, ktoré z nich maja pevny bod a ktoré nie.

Vyskusajme este n = 4. Opét vieme, ze a; # 1. Pozrime sa na to, aké moznosti mame ak
a1 = 2. Na niektorom z ostatnych miest sa musi vyskytnat jednotka. Rozdelme jednotlivé
pripady podla toho, kde sa jednotka vyskytla.

e Ak polozime as = 1, tak na zvysné dve miesta musime dat 3 a 4. Kedze ziadna z nich

nesmie zostat na svojom mieste, musia sa navziajom vymenit a dostaneme az = 4,
aq = 3.
e Podobne ak a3 = 1, tak na zvySné dve miesta mdame dat 2 a 4. Ak neméd Ziadne byt
pevnym bodom, tak opit mame jedinti moznost as = 4, ag = 2.
e Ak a4 =1, tak na zostavajicich dvoch miestach sa vymenia 2 a 3.
Dostali sme teda tieto tri moznosti:

(3735),(3315).(3311)-

Nie je tazké si uvedomit, ze situécia je uplne symetricka, takze moznosti v kazdom z pripadov
a1 = 3 a a; = 4 budu tiez tri. A ak ich chcete vSetky vypisat, mozete postupovat podobnymi
Gvahami.

n=2 (21)
n=3 (531)(513)
(3115)(3313) (233 1)
n=4] (3733)(3313)(3331)
(1133)(41373) (13317
n| D,
0] 1
110
2] 1
3| 2
41 9

MozZete sa predsveddit, Ze tieto hodnoty skutocéne sthlasia s rovnostou (7.7 aj s rekurentnym

vyjadrenim ([7.8)).
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7.3 Cvicenia

Uloha 7.3.1. Kolkymi spdsobmi je mozné usporiadat pismenda M A T H I S F U N
tak aby poradie ktoré dostaneme neobsahovalo ziadny z retazcov MATH, IS a ani FUN?

Uloha 7.3.2. Kolko 5-pismenovych slov sa dé zostavit z pismen slova kolok, ak nesmi dve
rovnaké pismend nasledovat bezprostredne za sebou.

Uloha 7.3.3. Uréte poéet prirodzenych &sel n, 1 < n < 10000 ktoré nie st delitelné ziadnym
7z Cisel 4, 5, 6.

Uloha 7.3.4. Uréte poéet celoéiselnych rieSenf rovnice z1 +xo+ 23424 = 18, ktoré vyhovuji
podmienkam 1 < x1 <5,-2< 125 <4,0<23<5,3<x4<9.

Uloha 7.3.5. Kolko je celoéiselnych rieSeni rovnice @1 + 2o + @3 + 24 = 25 takych, Ze
1<21<6,2<2<8,0<23<8,5<wy <9.

Uloha 7.3.6. Kolko je celociselnych rieseni rovnice 1 + xo + x3 + x4 = 30 ktoré spiﬁajfl
—12 < x; < 20 pre vsetky 7

Uloha 7.3.7. Pri dokaze PIE sme pouzili identitu
S (1) (Z) =0(n>1).
k=0

Dokazte tuto identitu pomocou PIE.

Uloha 7.3.8. Dvaja uditelia skusaju stcasne skupinu 12 Studentov, kazdy jeden predmet.
Kazdy student odpoveda z jedného predmetu 30 mintit. Kolko existuje rozvrhov skisania, ak
pozadujeme, aby skusky skoncili za Sest hodin?

Uloha 7.3.9. Nech D,, ozna¢uje pocet permutécii mnoziny {1,...,n} bez pevného bodu.

a) Odvodte rekurentny vztah
D,=n-1)(Dp—2+Dy_1), n>3, (7.8)
Dy =0,Dy =1.

b) Odvodte platnost D,, = nD,_1+(—1)", n > 2. Pomocou dokdzaného vztahu odvodte
formulu D,y = nl(1 — & 4 97 — 5 + -+ + (=1)"4).

Uloha 7.3.10. Kolkymi sposobmi je mozné rozdelit m roznych guli¢iek do n roznych krabi-
ciek tak, aby v kazdej krabicke bola aspon jedna gulicka?

Uloha 7.3.11. Nech A, B st konetné mnoziny, |A| = m a |B| = n. Kolko je vietkych
surjekcii z A do B.

Uloha 7.3.12. Kolko slov diiky 5 sa dé zostavit z pismen a, b, ¢, ak kazdé pismeno sa musi
vyskytnat aspon raz?
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