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PREDMLUVA

wrwr

Predstavitelé nejriiznéjSich specializaci potfebuji mnohdy
fesit ukoly, v nichZ se zkoumaji rozmanité kombinace sestavené
z pismen, ¢islic a jinych objektii. Vedouci dilny ma rozdélit nékolik
druhti price obrabécim strojim, agronom musi umistit osevy
zemédélskych kultur na nékolik poli, zdstupce feditele Skoly
sestavit rozvrh hodin, védec-chemik prozkoumat moZnd spojeni
mezi molekulami a atomy, lingvista uvaZit rizné varianty vyvnamu
pismen nezndmého jazyka atd. Oblast maw
otazkg, kolik riiznych kombinaci, jeZ maji uréité vlastnosti, je
mozne sestavit z danych objekt, se nazyva kombinatorika.

Kombinatorika vznikla v 16. stoleti. V Zivoté privilego-
vanych vrstev tehdejsi spole¢nosti zaujimaly znaéné misto hazardni
Thry. V kartich a kostkach se vyhravaly a prohrdvaly brilianty

_i zlato, palace a statky, koné usIechvti_lglf]o chovu i drahé Sperky.

Velmi byly rozsifeny rozmanité loterie. Je pochopitelné, Ze zpo-

Cdtku se kombmatorlcke ulohy tykaly predevs:_rnﬁh,azardmch her

‘vrzenych kostek padnoqt uréity podet ok, nebo prob]ern kolika
zplisoby Ize ziskat dva kral;lgelc_q;elnlme Ta}_cgv_etg pg_)“b_l_gpx
‘haz

ich her byly hybnou silou v rozvoji komblnatorlky 1 teorie
._praﬁg_podobnostl které se rozvijela soubéZné s ni.




L)

Jednim z prvnich, kdo zacal poéitat rlizné kombinace pfi hie

v kostky, byl italsky matematik Niccolo Tartaglia. Sestavil ta-

bulku, v niz je uvedeno, kolika zplsoby muZe padnout na r

kostkach s ok. Nepfihliiel viak k tomu, Ze jeden a tyZ soucet ok
Ize ziskat rliznymi zpusoby (napf. 1 +3+4=442+2).

Teoretické otazky kombinatoriky zacali zkoumat v 17. stole-

| i francouzsti védci Blaise Pascal a Pierre Fermat. Vychozim bodem

| jciich zkoumdni byly opét problémy hazardnich her. Zvlasté velky

vyznam zde méla utloha o rozdéleni sazky, kterou Pascalovi

predlozil jeho prltel va¥nivy hra&, Chevalier de Méré. Slo o tento

problém: ,,Z4pas* hlava — orel se hraje do 6 vyhranych partii;

byl viak z nutnych diivodd pferuSen v dobé, kdy jeden z hrica

mél 5 vyhranych partii a druhy 4 vyhrané partie. Jak nyni rozdélit

vsazené penize? Bylo jasné, Ze rozdéleni v poméru 5:4 by nebylo

spravedlivé. Pascal pouZil metody kombinatoriky a feSil tento

problém v obecném ptipadé, kdy jednomu hraci zbyva jesté vyhrat

r partii a druhému s partii. Jiné feSeni této ulohy podal P. Fermat,

Dal3i rozvoj kombinatoriky je spojen se jmény Jakob Ber-

noulli, G. W. Leibniz a Leonhard Euler. I u nich byly hlavnimi ap-

likace na razné hry (loto, pasians atd.). V poslednich letech se

| | kombinatorika bouflivé rozviji; plyne to z toho, Ze se vieobecné

| zvysil zijem o problémy diskrétni matematiky. Kombinatorickych

| metod se pouZiva pfi fe¥eni uloh s dopravni tematikou (napf. pfi

sestavovani jizdnich ¥adu), pfi vypracovivani plini vyroby a reali-

zace produkce. Existuje fada spojeni mezi kombinatorikou a tilo-

hami linedrniho programovani, statistiky atd. Kombinatoriky

| se pouZivda pfi sestavovani a luténi Sifer a pro feSeni dalSich

problému teorie informace.

Kombinatorické metody jsou vyznamné i v Cisté matema-
tickych otdzkdch — v teorii grup a jejich reprezentaci, pfi
zkouméni ziklad( geometrie, v neasociativnich algebrach atd.

V této knize se vyprivi o kombinatorickych problémech
zajimavou a populdrni formou. Pfesto se v ni vSak rozebiraji
i nékteré pomérné sloZité kombinatorické problémy. Ctenadi se
zde miZe napf. sezndmit s metodami rekurentnich vzorci a
s vytvofujicimi funkcemi.

Kapitola I je vénovdna obecnym pravidlim kombinatoriky
— pravidlim soudtu a soucinu. V kapitole II se zkoumaji variace, 4
permutace a kombinace. Tento tradiéni Skolni materidl je ilustro-
van nékterymi zajimavymi piiklady. V kapitole IIT budeme studo-
vat kombinatorické tlohy, v nichZ se na zkoumané kombinace
kladou uréité omezujici podminky. V kapitole IV jsou uvedeny
ulohy na rozklady &isel; dale se zde pojednavad o geometrickych

\
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metoddch v kombinatorice. Kapitola V je vénovdna ulohim
o ,,ndhodnych bloudénich* a riznym modifikacim aritmetického
trojihelnika. Kapitola VI pojedndvd o rekurentnich vzorcich a
kapitola VII o vytvofujicich funkcich, specidlné o binomické vEte.

Na zavér knihy je uvedeno nékolik set kombinatorickych
tiloh, které autor vybral z riznych prameni. Mnoho uloh je
pfevzato z knihy Whitworth, W. A.: Choice and Chance. London
1901 ; déle z knihy Riordan, J.: Vvedenije v kombinatornyj analiz.
Moskva, IL 1963, z publikace Jaglom, A. M.—Jaglom, 1. M.:
Neelementarnyje zadaéi v elementarnom izloZeniji. Moskva, Gos-
techizdat 1954 a z riiznych sborniku tloh matematickych olym-
piad atd.
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I. OBECNA PRAVIDLA KOMBINATORIKY

Povértivi cyklisté

,,Opét osmickal* vykfikl Zalostné predseda klubu cyklisti
a pohliZel ne3fastné na prohnuté kolo svého bicyklu. ,,A proé¢
to vSechno ? To proto, Ze pfi vstupu do klubu jsem dostal legitimaci
s Cislem 008. A ted neubéhne ani mésic, aby se na jednom nebo
druhém kole neobjevila os-
micka. Musim si vyménit

Cislo legitimace. A abych
nebyl podezfivin z povérdi- %
vosti, provedu pferegistraci
viech ¢lenti klubu a budu .
vyddvat jenom legitimace s
Cisly, kterd neobsahuji ani
Jjednu osmicku.* :
Jak fekl, tak udélal —
druhy den vyménil viechny Obr. 2
legitimace. Kolik ¢lenit bylo
registrovano v klubu, vime-li, Ze pfedseda pouzil viech trojcifernych
Cisel neobsahujicich Zddnou osmi¢ku? (Nap¥. 000 uZil, 836 nikoliv.)
Uréeme nejprve, kolik jednocifernych ¢isel neobsahuje

osmiCku. Je jasné, Ze takovych &isel je devét — 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6,7, 9 (Cislo 8 vynechdvame). A nyni najdéme viechna dvojciferna
Cisla neobsahujici osmicky. MuZeme je sestavit takto: Vezmeme
libovolné z dfive uvedenych jednocifernych &isel a napifeme za né
Jakoukoliv z deviti pfipustnych cifer. Takto ziskime z kaZdého
Jednociferného &isla devét dvojcifernych. Jednocifernych &isel je
t¢Z devét, a proto dostavame celkem 9-9=81 dvojcifernych &sel
bez osmicek. Jsou to tato &isla:

60,01, 02, 03, 04, 05 06; 107, 0%

(LR B [P LR 1 W S © Ve 7R 7 R |

200021, 220 (23 94 % 26 97, 99

30. Sl 32,830 34,035, 96 3T 30

40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 49,

30, 5l 052, 53, /51 55, 56, 57 50,

o0; 61, 62, 63, 64, 65 66, 67, 69,

0, G350 92, 23, 74, A5; 76,0 TL. 19,

90, 91,92, 98, 94, 95, 96, 97, %

13




Existuje tedy 9*= 81 dvojcifernych isel bez cifry 8. Za kazdé
z nich miZeme opét umistit libovolnou z deviti pripustnych cifer.
Ziskame tak 92-9=93=729 trojcifernych Cisel. To znamend, Ze
v klubu je registrovano 729 Clent. Obdobné bychom zjistili, Ze
tyfeifernych Cisel, kterd neobsahuji osmicky, je pravé 9'=6 561.

V jiném klubu byli cyklisté jeSté povértivéjsi. Protoze Eislo
0 je podobné protaZenému kolu, odmitli i tuto cifru a pfi re-
gistraci pouZili jen Cisel s ciframi 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9. Kolik &lentt
md klub, je-li zndmo, Ze pro legitimace bylo uzito viech trojcifernych
Cisel, kterd neobsahuji Zddnou z cifer 0, 87

Tento tkol je obdobny pfedchozimu, pouze misto deviti
¢islic je zde ptipustnych jen osm. Stadi tedy zaménit &islo 9 Cislem 8
a tikol je vyFeSen. Klub ma 8=512 Clent.

Variace s opakovanim

Problém o cyklistech se vaze k tomuto typu tloh: Jsou dany
predméty » riznych druhi. Z nich sestavujeme viechny moZné
skupiny o k predmétech, tzv. k-skupiny. Pfitom se v téchto sku-
pindch mohou pfedméty téhoZ druhu vyskytovat i vicekrit. Dvé
skupiny budeme povaZovat za rizné, lisi-li se v poétu piedmétn
nékterého druhu nebo v pofadi pfedméti.

Skupiny popsaného typu budeme nazyvat k-variacemi s opa-
kovdnim z prvkit n druhi, jejich pocet budeme oznalovat A%.
V prvni tiloze o cyklistech byl pocet druhi prvkii roven 9 (vybirali
jsme viechny cifry kromé osmicky) a kaZda variace (kaZd¢ Cislo)
obsahovala tfi prvky. V tomto konkrétnim pripadé jsme zjistili,
7e polet variaci A§=9% Predstavme si, Ze nyni mame k dispozici
n druho pfedméti a vybirdme z nich k-variace s opakovanim.
Je nasnadé domnénka, Ze poet téchto variaci bude roven n".

Chceme tedy dokazat, Ze pocet k-variaci s opakovdnim
z prvki n druht
Al=nt, (1)
Duakaz provedeme pomoci matematické indukce
podle k, tj. podle poctu prvki ve variaci pfi pevné hodnoté n.
Pro k =1 je odpovéd ziejmé; kaZda variace s opako-
vAnim ma pouze jediny prvek a riizné variace dostaneme tak,
Ze vybirame postupné prvky jednotlivych druhu. Potet druht
je m, a tedy i pocet variaci je n. Odtud plyne, 7e AL=n, coZ
je v souladu se vzorcem (1).
Predpoklddejme nyni, Ze plati Ax'=n"", a uvaZme
k-variace s opakovanim, Viechny takovéto variace ziskdme

14




timto zpisobem: Vybereme libovolnou (k — 1)-variaci s opa-
kovanim (ay, ..., a,_;) a pripifeme k ni prvek @, jednoho
z danych druhii. Dostaneme tak jistou k-variaci (a,, . . .,a,_;,
a,). Pritom je zfejmé, Ze z kaZdé (k— 1)-variace ziskame
tolik k-variaci, kolik je riznych druht prvki, tedy » variaci.
Na prvni pohled je patrné, Ze pfi tomto postupu Zidnou
k-variaci nevynechdme a ani jednu nedostaneme dvakrat
e-li (ay, ..., @)=y, ..., b;_1) nebo a,=b,, pak je
1 s ooy gz @) #(bys -l 35.0)) Ptota je. pocet
k-variaci s opakovanim z prvkil n druhl a-krit vEt3i nez
polet (k—1)-variaci s opakovanim z prvka tychZ druhd.
Odtud plyne, Z¢ Af=nAk"1. Podle naseho predpokladu je
Af1=p*1, Odtud dostivame

At =n-n*1=pk,

Tim je vzorec (1) dokdzén pro viechny hodnoty k.

S formuli (1) se setkdvime pfi feSeni Fady problémi. Povézme
si nyni o nékterych z nich.

Ciselné soustavy

Kromé desitkové Ciselné soustavy se pouZivd i jinych — dvoj-
kové, trojkové, osmickové atd. V &iselné soustavé o zikladu »n se
pouZivd n Cislic. Vypolitejme, kolik existuje v éiselné soustavé o
zdkladu n pFirozenych isel, zapsanych pravé k znaky.*

JestliZe pripustime zdpisy, které zaéinaji nulou, pak kaZdé
k-ciferné Cislo v soustavé o zdkladu n miiZeme chapat jako variaci
% opakovinim, sestavenou z k Cislic, pficemZ jsou k dispozici
Cislice n druhi.. Ze vzorce (1) dostiviame, Ze polet takovych ¢i-
sel je nk,

Pro pfirozend ¢isla se viak nepouZiva zapist, které zadinaji
nulou. Proto od ziskaného &isla n* musime odedist pocet Eisel,
jejichZ zdpis v soustavé o zdkladu n zadind nulou. Jestlize ,,vy-
Skrtneme® v kaZdém z takovychto Cisel prvni &islici — nulu —,
dostaneme (k—1)-ciferné &islo (které téZ miZe zacinat nulou).
Celkovy pocet téchto (k— 1)-cifernych &isel podle vzorce (1) n*~2L
l'o znamend, Ze existuje celkem

nf—ptl=pk1l.(n—1)

k-cifernych &isel v soustavé o zdkladu n.

* Pro pohodli poéitejme 0 mezi pFirozend &isla.
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Napt. v desitkové Ciselné soustavé existuje 10*.9=
=9 000 &tyfcifernych &isel — z 10 000 ¢isel od 0 do 9999
je tieba ,,zavrhnout™ tisic isel, a to ¢isla od 0 do 999.

Vzorec, ke kterému jsme zde dospéli, miZeme odvodit
i jinym zpisobem. V k-ciferném tisle, zapsaném v soustavé
o zékladu 7, miZe byt na prvnim misté libovolnd z cifer
i, 2, ..., n—1, na druhém a dalsich mistech kterdkoli
zcifer0, 1,2, ...,n—1. Na prvni misto tedy kandiduje n—1
cifer, na kazdé ze zbyvajicich mist je n kandidéti. Odtud jiz
lehce dospivame k tomu, Ze hledanych Cisel je (n—Dn*

Z4amek s heslem

Pro ochranu sejfii a automatickych uschoven se pouZiva
zamku s heslem, které je moZno oteviit jenom tehdy, kdyZ se jim
,,povi urtité ,,tajné slovo™. Toto slovo se sdéli pomoci jednoho
nebo nékolika kotoudt, na nichZ jsou vyraZena pismena (nebo
&islice).

Necht je na kotoui 12 pismen a tajné slovo se skliadd z 5
pismen. Kolik nezdafenych pokusit mize provést ten, kdo toto tajné
slovo neznd?

Podle vzorce (1) existuje celkem 12°%=248 832 moZnych
tajnych slov. To znamend, Ze pocet nezdafenych pokusii miZe
byt nejvyse 248 831. Sejfy jsou oviem obvykle konstruovany tak,
¥¢ po prvnim nezdafeném pokusu je otevfit se zapoji poplasné
zatizeni.

© Morseuv kod

PFi telegrafickém pfenosu zprdv se pouzivi Morseovych
znadek. VSechna pismena, Cislice, délici a jind znaménka jsou
zde zakodovdna jistymi skupinami tefek a Cdrek. Napf. ¢ .,
¢ch ———— 8 ———- , ! ——-.—— atd.

Nevystaili bychom pii vytvafeni kédu z tefek a Carek
se skupinami o men$im poctu znakti? Nemohli bychom pfedavat
viechny zprivy pomoci skupin teek a tarek, jeZ by byly nejvyse
étyfznakové? Zkusme nejprve spocitat, zda s nejvyse ¢tyfznako-
vymi symboly vystalime na zakédovani viech pismen. Odpoveéd
ndm da vzorec pro pocet variaci s opakovanim. Ze vzorce (1) plyne,
Je AL=2. To znamend4, 7e pomoci jednoho znaku (tecky nebo &ar-
ky) je moZno zakédovat dvé pismena. Uzitim dvou znakl muZeme
zak6dovat 22=4 pismena, pomoci tii znakt 2°=8 pismen a uzitim
¢tyF znaki 2= 16 pismen. Nejvyie ctyfznakové symboly miZeme
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tedy zakdédovat 24448416, tj. 30 pismen. V Zeské abecedd
je 27 pismen ¢ili naSich 30 symboli, které mame k dispozici,
plné postatuje. TFi ,,volné* nejvySe ¢tyfznakové symboly viak
nestaci k zakddovani vech ¢islic a ostatnich potfebnych znamének.
Kdybychom vzali v tivahu i pg-

tiznakové symboly — téch lze
vytvofit 32 — pak uZ 62 ziskanych Q\F
skupin nejvySe pétiznakovych /9 il
zcela postacuje k telegrafickému v &
pfenosu zprav.*

K olutonteno U

g

—

Namoini semafor {Q
6L A1 L

Na lodich se mnohdy uZivd
vizualniho signalizaéniho systému [:I"L ([]
zvaného semafor. KaZdé pisme- B2 M

no je zde reprezentovano urcitou
polohou dvou praporkii. Zpra- OL {2} N
vidla jsou praporky na opacnych C3

strandch t€la signalizujiciho. PFi
vysilani nékolika pismen (h, i, b 0

0, W, X, Z) jsou oba praporky na
i¢Ze strané. Pro¢ je nutna tato ,
vyjimka? Odpovéd na tuto otdz- Es P

ku dd opét vzorec pro poclet
variaci s opakovanim. Kazdy pra- -—/<>
porek miZe byt v jedné z péti J—D F g a
moZnych riznych poloh — v po- B0
loze svisle dold, Sikmo dold, J?)

vodorovné, Sikmo vzhiiru a svisle G
vzhuru. Médme k dispozici dva

praporky, a proto celkovy pocet CZ Hs Q S E. 7
kombinaci ,,zakladnich poloh*
jc A3=>5%=25, Pfitom je3té ne- Obr. 3
Ize brat v tfivahu napf. polohu,

kdy oba praporky sméfujf svisle dolit — ta slouZi pro oddéleni
slov. Ziskdvime tedy méné neZ 25 kombinaci a ty pro pfenos
viech pismen Ceské abecedy nestaci. Proto je nutno nékterd pis-
mena zakdédovat praporky, jeZ sméfuji na touZ stranu.

o
%/

>

=
@
S
]

)
3
g .
5

-

Y Jel "
o T s

rezamim R

* Morseuv kéd je konstruovin pon&kud jinak; viz napi. Matematické,
Iyzikalnf a chemické tabulky pro sedmy a¥ devity ro&nik ZDS. (Pozn. prekl.)
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Elektronicky &islicovy pocita

Elektronické poéitate mohou feSit nejrozmanit&jsi tkoly.
Na jednom a témZ pocitali je moZno luStit napisy v neznamych
jazycich, providét vypolty pro stavbu pfehrady, zpracovavat
ziskané tidaje o pohybu rakety. Cim objasnime takovou pruznost
v uZiti potitate? Pfedevsim tim, Ze vSechny tyto ukoly se pre-
vadéji na praci s Cisly. Ale jak to, Ze stroj je schopen fesit tolik
tloh; vidy( Ciselné udaje, které dostdvd, jsou velmi riznorodé.
Kolik raznych kombinaci &isel je moZno vibec vloZit do stroje?

Podivejme se bliZe napf. na pocital Strela. Operacni pamét
tohoto stroje ma 2 048 bunék, v kaZdé z nich je 43 dvojkovych
bitt. Kazdy bit miZe obsahovat bud 0, nebo 1. Mdme tedy celkem
43.2 048, tj. vice nez 87 000 riznych mist, pficemZ kazdé misto
milZe byt ,zaplnéno* nulou nebo jednitkou. Podle vzorce (D)
dostdvame, e stroj Strela miZe byt ve vice neZz 257%° riznych
stavech. Je t&7ké si vibec predstavit, jak obrovské je toto ¢&islo.
Uvedme aspoii toto srovndni: Polet neutronu, které by byly
tésné ,,napéchovany* do koule o poloméru, jenZ je roven vzdale-
nosti ,,Zemé — dosud nejvzdélengjsi objevend mlhovina™, neni
v&tsi nez 259,

Vezméme jenom jednu jedinou buiiku paméti. Stotisicova
arméada pisafek by potfebovala devét let k tomu, aby napsala
viechna Cisla, kterd se mohou v této buiice objevit. (Pocitame,
Fe pisatky pracuji 7 hodin denné a k zdpisu jednoho 43 ciferného
¢isla je tieba 10 sekund.)

Geneticky kéd

Pozoruhodnym objevem 20. stoleti bylo rozlusténi geneticke-
ho kédu. Podafilo se objasnit, jakym zpusobem se dédicna in-
formace preddvd potomstvu. Ukdzalo se, Ze tato informace je
zapsana v gigantickych molekulich dezoxyribonukleové kyseliny
(DNK). Ruzné molekuly DNK se vzajemné li§i tim, v jakém
pofadi v nich nasleduji &tyfi dusikaté zdsady: adenin, tymin,
guanin, cytozin. Tyto zdsady uréuji fdd vystavby bilkovin orga-
nismu ze dvou desitek aminokyselin, pficemZz kaZdd amino-
kyselina je zadifrovana kédem z tfi dusikatych zdsad.

Je snadno pochopitelné, odkud se vzalo &islo 3. S uZitim
kombinaci dvou zédsad je moZno pouze zafifrovat 4% tj. 16 amino-
kyselin, a to nestadi. Vezmeme-li tfi zdsady, dostaneme 43 ¢ili
64 skupin. A tento polet je uZ zcela postatujici k zaSifrovani
dvou desitek kyselin. Bylo by jisté velmi zajimavé dovédét se,
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Jak se v prirodé vyuZiva nadbytku informace — pocet moznych
skupin je 64 a polet aminokyselin vice neZz tfikrat mensi.

V jednom chromozdému je obsaZeno nékolik desitek milioni
dusikatych zdsad. Poet riznych skupin, které z nich lze sestavit,
je nepfedstavitelné velky.* Nepatrnd Cast téchto kombinaci by
stacdila k tomu, aby zabezpedila celou mnohotvarnost Zivé pfirody
za obdobi existence Zivota na Zemi. Uvédomme si ale, Ze pouze
nepatrnd &dst teoreticky mozZnych kombinaci vede k Zivota-
schopnym organismum.

Obecna pravidla kombinatoriky

Jak uvidime dile, kombinatorické ulohy byvaji velmi roz-
manitych typi. Ale vétSinu z nich lze FeSit pomoci dvou zakladnich
pravidel — uZitim pravidla sou¢tu a pravidla soucinu.

Casto se ndm podafi rozdélit zkoumané sku-
piny do nékolika tfid, pfi¢emZ kazZdad sku-
pina patfi pravé do jedné tfidy. Je zfejmé, Ze
pak je celkovy pocet skupin roven soultu poltit skupin ve viech
IFiddch. Toto tvrzeni nazyvime pravidlem souciu. Nékdy byva
formulovano téZ takto:

Jestlize néjaky objekt A muZeme vybrat m zpiisoby a jiny
objekt B lze vybrat n zpiisoby, potom vybér ,,bud A, nebo B* je
mozno provést m-+n zpiisoby.

Pii pouZiti pravidla soudtu vyjadfeného posledni for-
mulaci je tfeba davat pozor na to, aby ani jeden ze zpusobu
vybéru objektu A4 nebyl shodny s nékterym zpiisobem
vybéru objektu B (v prvni formulaci to odpovidd poZadavku,
aby ani jedna z uvaZovanych skupin nepatfila do dvou nebo
vice tfid). Jestlize takové shodné zpusoby vybéru 4 a B
existuji, pak pravidlo sou¢tu neplati — dostdvime v tom
pripadé pouze m+n—k ruznych zpusobl vybéru, kde k je
pocet shodnych zpasobi vybéru prislusnych objektu.

Druhé pravidlo, nazyvané pravidlo soudinu, je ponékud
WloZzitéjsi. PFi sestavovani skupin o dvou prveich je asto znamo,
kolika zplisoby miZeme vybrat prvni prvek a kolika zpusoby
prvek druhy, pfitom podet zpusobit vybéru druhého prvku neza-
visi na tom, jak byl vybrdn prvni prvek. Nechf prvni prvek je

* Je roven 4¥, kde N je polet zdsad v chromozému; viz vzorec (1).
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mo#no vybrat m zptsoby a druhy prvek » zptsoby. Pak dvojici
téchto prvki lze vybrat mn zplsoby. Jinak feeno:

Jestlite objekt A miZeme vybrat m zpusoby a jestlize po
kazdém takovém vybéru lze objekt B vybrat n zpisoby, pak vybér
dvajice (A, B) v tomto poFadi je moZno uskutecnit mn zpiisoby.

Ditkaz pravidla soudinu je velmi jednoduchy. Staci si pouze
uvédomit, 7e kazdy z m zplsobl vybéru objektu 4 muZeme
zkombinovat s n zpusoby vybéru objektu B. A to nds vede k mn
zplsobim vybéru dvojice (4, B).

Pravidlo sou¢inu ndzorné ilustruje tato tabulka:

Tabulka 1

(All Bll)y sy (Aly Bl?i)|
(42, Ba1), ..., (A2, Ban),

(Am, Bml); RS ) (Am, an)-

V této tabulce 4, ..., A, oznaluji m zpusobll vybéru
objektu A; B, ..., B, oznaluji n zplisobl vybéru objektu B
za predpokladu, Ze objekt 4 byl vybran i-tym zplsobem. Je
zfejmé, 7e tabulka obsahuje vSechny zpisoby vybéru dvojice
(4, B) a sklada se z mn prvki.

Jestlize zptusoby vybéru objektu B nezdvisi na tom, jak byl
vybrin obiekt A4, pak misto uvedené tabulky dostaneme tabulku
jednodussi:

Tabulka 2

(Al’ Bl); (AI: BE): vy (Ala Bﬂ)s
(42, By), (A2: BZ), “es (Aﬁg B,),

(Am, B1), (Am, B2), ..., (Am, Ba).

MiiZe se oviem stat, Ye je tieba sestavit nikoliv dvojice,
ale skupiny o vétim poétu prvki. Pak dospivdme k této uloze:
Kolik Ize sestavit k-skupin za téchto predpokladii: Prvni prvek
mie byt vybrdn z ny riznych druhit, druhy prvek z ny riznych druhi,
..y K=ty prvek z n, druhii. Dvé skupiny pFitom povazujeme za
rizné, kdyz v nich aspoii na jednom misté jsou prvky riznych druhi.
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Tuto ulohu muZeme feSit stejnym zpusobem jako tlohu
o cyklistech. Prvni prvek lze vybrat n; zptisoby. KaZdy z vybranych
prvkd mOZeme nyni spojit s libovolnym prvkem, ktery patii
nékterému z n, druhfi; dostaneme tak nyn, dvojic. Kazdou dvojici
miZeme spojit s libovolnym prvkem vybiranym z #n, druhi;
dostaneme nynyny trojic. Pokracujeme-li takto dale, dospivame
nakonec k nym,...n, skupindm uvaZovaného typu.

V uloze o cyklistech jsme vybirali tfi prvky (Cislici stovek,
¢islici desitek a Cislici jednotek). Pri kaZzdém kroku jsme mohli
vybrat jednu z deviti pfipustnych ¢&islic. Proto jsme dostali 9-9-9,
tj. 729 ¢isel. A nyni feSme obtizné&jsi ukol.

Vytvdrejme trojznakové symboly sloZené z geometrickych
obrazeir (kruznice, étverce, trojuhelnika nebo Sestinhelnika), pismen

Obr. 4

(mdme jich k dispozici 27) a ¢islic. Kolik takovych trojélennych
skupin mitzzeme sestavit ?

V prvnim kroku vybereme geometricky obrazec. Tento
vybér muZeme provést Ctyfmi zplsoby (mame k dispozici Etyfi
obrazce). Potom je tfeba vybrat jedno z 27 pismen a jednu z 10
Uslic. Celkem dostaneme 4-27-10, tj. 1 080, trojclennych skupin.

U/loha o dominu

ObtiZn&ji se fe$i takové kombinatorické ulohy, v nichZ
pofet vybéru pii kazdém kroku zdvisi na tom, jaké prvky byly
vybrany v pfedchédzejicich krocich. Uvedme piiklad takové tlohy:

Kolika zpusoby miizeme vybrat z 28 kostek domina dvé
kostky tak, abychom je mohli pfiloZit k sobé (tj. aby se néjaky
podet bodi vyskytoval zdroveri na obou kostkdch) ?

Nejprve vybereme jednu kostku. To mUZeme provést 28
/phsoby. Pfitom v 7 pfipadech pfjde o ,,dublet”, tj. o kostku
jednoho z typ 00, 11, 22, 33, 44, 55, 66; v 21 pfipadech dostaneme
kostku s riznymi poéty bodil, napt. 05, 13 atd. V prvaim pfipadé
miZeme druhou kostku vybrat 6 zplsoby (je-li napf. v prvnim
kroku vybrina kostka 11, mOZeme v druhém kroku vzit jednu
s kostek 01, 12, 13, 14, 15, 16). V druhém piipadé lze druhou
kostku vybrat 12 zpusoby (v pfipadé vybéru kostky 35 se hodi
kostky 03, 13, 23, 33, 34, 36, 05, 15, 25, 45, 55, 56). Podle pravidla
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soutinu dostivame v prvnim piipadé 7-6=42 zplsobl vybéru
a v druhém 21-12=252 moznych vybérii. Podle pravidla souctu
dospivame k 42+ 252, tj. 294 zpiisobtim vybéru dvojice kostek.

V provedené tvaze jsme pfihliZeli i k pofadi, ve kterém
byly kostky vybiriny. Proto se kaZda dvojice kostek objevuje
dvakrat (napf. poprvé 01 a 16, podruhé 16 a 01). JestliZe na potadi
vybéru kostek zaleZet nebude, dostaneme dvakrdt mensi pocet
zplisobli vybéru, tj. 147 zpisobu.

Posadka kosmické lodi

V piipadé, kdy poet moznych vybéri zavisi pfi kazdém
kroku na tom, jaké prvky byly vybrany diive, je vhodné znazornit
proces sestavovani skupin pomoci tzv. stromu. Nejprve vedeme
z predem zvoleného bodu tolik usedek, kolik existuje riznych
vybérii pii prvaim kroku (tedy kazdd usecka odpovidd jednomu
prvku). Z krajniho bodu kaZdé sestrojené Gisetky vedeme dale tolik
lsedek, kolik vybérii lIze provést ve druhém kroku — za pied-
pokladu, Ze v prvnim kroku byl vybrin dany prvek, atd.

Vysledkem této konstrukce je ,strom®, z n&€hoZ snadno
vyéteme polet feSeni dané ulohy. '

Podivejme se na tento pfiklad: Je zndmo, Ze pfi sestavovini
posadek vicemistnych kosmickych lodi se objevuje problém
psychologické shody tastnikii kosmického putovdni. Stava se,
7e lidé, pIné vyhovujici jako jednotlivei, nejsou vhodni pro dlouhou
spole¢nou cestu. Nyni je naSim ukolem sestavit triclennou po-
sadku, kterou maji tvorit velitel, inZenyr a 1ékaf. Na misto velitele
jsou &tyfi kandidati a,, a,, a,, a,, na
misto inZenyra tfi kandidati by, by,
b,, na misto lékafe téZ tfi kandidati
€,, €, ¢y. Provedena provérka uké-
zala, 7e velitel a, je psychologicky
slucitelny s inZenyry by, by a Iékafi
cs, Cq; velitel a, s inZenyry by, by a
viemi lékafi; velitel a; s inZenyry b,
b, a 1ékafi ¢, ¢;; velitel @, se viemi
inZenyry a lékafem c,. Diéle se inZe-
nyr b, psychologicky nesluCuje s lé-
kafem c,, inZenyr b, se nesluluje
s lékafem ¢, a inZenyr b, se neslucuje
s lékatem ¢, Kolika zpusoby miZe
byt za téchto podminek sestavena
posddka kosmické lodi?




Piislu$ny strom je uveden na obr. 5. Ukazuje, Ze existuje
pouze 10 pfipustnych kombinaci (kdybychom nebrali v tvahu
psychologickou slucitelnost, byl by pocet moZnych trojic podle
pravidla sou¢inu 4-3-3, tj. 36).

Sachovnicovy probiém

Jisté znate hru zvanou dima. ReSme tuto tlohu:

Kolika zpisoby miiZeme postavit na Sachovnici dvé hraci
Fostky, bilou a éernou, tak, aby bild kostka mohla ,,brat™ cernou?

Podle znamych pravidel hry se kostky stavi na Cernd pole
a jedna ,,bere” druhou tak, Ze ji pieskakuje a stavi se na dalsi
pole (viz obr. 6). KdyZ se kostka dostane do posledni fady, méni
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se v damu a ohroZuje viechny kostky, které s ni stoji na tychZ
diagonélach (kromé kostek, jeZ jsou na koncich téchto diagonal).

Komplikovanost tilohy je v tom, Ze pro rizni postaveni
bilé kostky existuje rizny podet ,,ohroZenych® postaveni Cerné
kostky. Stoji-li napf. bild kostka na poli al, existuje pouze jedno
postaveni erné kostky, kdy ji lze ,vzit*. Stoji-li bild kostka
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na poli ¢3, existuji 4 hledané polohy ferné kostky. Dojde-li bild
kostka na pole h8 a zméni se tak v ddmu, existuje 6 ohroZenych
postaveni ¢erné kostky.

Ztejmé bude nejjednodussi zjistit pro kaZdé postaveni bilé
kostky pocet moZnych ohroZenych poloh Cerné kostky a jednotlivé
diléi vysledky pak selist. Na obr. 7a je Sachovnice s prislusnymi
&isly. Secteme-li je, dostavame vysledek 87. Existuje tedy celkem
87 moZnych rozestaveni kostek, kterd vyhovuji podmince v tex-
tu ulohy.

Je ziejmé, Ze pravé tolik je téch postaveni, kdy derna kostka
,,bere bilou. Ale postaveni, kdy se obé kostky mohou ,,brat*
vz4jemné, bude méng. Stoji-li napf. bild kostka na kraji Sachovnice,
nemiiZe ji Cernd kostka ohrozit z Z4dného pole. Proto vSem polim
na kraji Sachovnice odpovidd &islo 0. Stejnym zpisobem najde-
me &isla pfifazend viem daliim ernym polim (viz obr. 7b). Po
sedteni téchto tisel dospivame k tomu, Ze hledanych postaveni je 50.

Najdéme nakonec poCet postaveni bilé a cerné kostky, kdy
ani jedna z nich neohroZuje druhou. Tuto Ulohu bychom mohli

Obr. 8

fedit stejnym zpisobem jako pfedchdzejici pfipady — uvaZovali |
bychom postupné viechny mozné polohy bilé kostky a vidy vypo-
Zetli, kolika zpisoby je moZno postavit ernou kostku tak, aby |
ani jedna z nich nemohla ,,brat* druhou. Bude vSak jednodussi
pouzit ,,principu &ajniku** a pfevést feSeni této tlohy na predcha-

* Vypravi se, 7e jednou matematik polozil fyzikovi tuto otizku:
.,Pfed Vami je prazdny Cajnik a nerozZzehnuty plynovy varic. Jak uvafite vodu ¥**
,,Naplnim &ajnik vodou, zaZehnu plyn a postavim Cajnik na vafic,“ odpovédél (
fyzik. ,,Spravng,* fekl matematik. ,,Ale ted feSte druhy tkol: Pfed zazehnutym |
vafidem stoji &ajnfk naplnény vodou. Jak uvafite vodu?* ,,To je jeSte jedno-
duféi — postavim &ajnik na vafié.** ,,Nic takového,” vykfikl matematik. J
.Je zapotiebi zhasnout plyn, vylit vodu z &ajniku — a pfechdzime tak ‘
k prvni uloze, kterou jiz umime feSit!* f

Proto také, kdy# pfevadime novou tlohu na Glohy dfive uZ feSeng, ;
fikdme Zertem, Ze prijiméme ,,princip cajniku®, ;
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zejici uZ vyfeSené pfipady. Nejprve zjistime, kolika zplsoby lze
na Sachovnici postavit bilou a ¢ernou kostku. Bilou kostku mi-
7eme postavit na kaZdé z 32 Cernych poli. Pro &ernou kostku
pak zbyva 31 poli. Podle pravidla soucinu existuje 32-31, tj. 992
zplsobl rozestaveni uvaZovanych kostek. Z nich je viak 87 ta-
kovych, kdy bild kostka miZe ,,brat* ernou, a 87 téch, kdy cerna
kostka ,,bere** bilou. Proto bychom méli od ziskan¢ho vysledku
odegist &islo 2-87, tj. 174. Musime si vSak uvédomit, Ze nékterd
z téchto vynechanych postaveni jsme vlastné odeletli dvakrit, a
to pravé ta, kdy bili a Eernd kostka se mohou ,,brat” vzdajemné.
Zjistili jsme uZ, Ze takovychto postaveni je 50. Proto pocet po-
staveni bilé a derné kostky, kdy ani jedna z nich nemuZe ohrozit
druhou, je
992 — 174 4+ 50 =868.

Kolik lidi neovlada cizi jazyky?

Metoda, kterou jsme feSili posledni ze Sachovnicovych
problémi, se v kombinatorice velmi ¢asto pouZivd. Podivejme
se na tento problém:

Ve védeckovyzkumném dstavu pracuje 67 lidi, 47 z nich
ovlddd angliétinu, 35 némdéinu a 23 znd oba z téchto jazyki. Kolik
pracovnikit dstavu neumi ani némecky, ani anglicky ?

Rozd&lme kolektiv pracovnikii Ustavu na ¢dsti, které nemaji
Jidné spoletné prvky. Do prvni z nich budou patfit ti, ktefi
/naji pouze angli¢tinu, do druhé vSichni, ktefi uméji jenom né-
mecky, do tfeti ¢asti budou naleZet ta-

kovi, ktefi ovladaji oba jazyky, a do Etvrté
viichni, ktefi neznaji ani jeden, ani druhy g;sg
4

juzyk (obr. 9). Vime, Ze do tfeti Casti
putii 23 lidi. Vzhledem k tomu, Ze anglic-
tinu znd 47 lidi, ovlidd jenom angli¢- aj
linu 47 —23 =24 pracovniku tstavu. Ob-
dobné jenom némdéinu ovladd 35—23=
12 lidi. Odtud vyplyvd, Ze celkovy

pocet pracovniki, ktefi ovladaji aspon v
jeden z jazyki, je 23+ 24+ 12=159.V 10s-

tuvu pracuje celkem 67 lidi, a tedy 66
v (lvrté ¢asti je 67 — 59 pracovnikil. Jinak
fedeno, 8 lidi neumi ani anglicky, ani
némecky. 5

Tento zdvEr miZeme zapsat ve tvaru 5

8=67—(23+24+12). Obr. 9
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Ale 24 jsme ziskali odettenim &isla 23 od &isla 47 a obdobné
&islo 12 odettenim 23 od 35. Proto

8 :67—23—(47—23)~(35—23)=67~47—35+23.

A tady u? je vidét urCitd zdkonitost: Od celkového pottu
pracovnikl odecitime pocet ovladajicich angli¢tinu a pocet
ovladajicich ném&inu. Pfitom jsou viak néktefi pracovnici ,,odeci-
tani* dvakrat — to jsou ti pracovnici, ktefi ovladaji oba jazyky.
JestliZe jejich podet pri¢teme, dostaneme pocet osob, které neznaji
ani jeden z uvedenych jazyki.

Uvedeme obtizngjsi variantu tohoto typu tlohy; pridime
jests jeden jazyk. Necht francouzitinu ovlada 20 lidi, anglictinu
a francouzstinu 12 lidi, ném&inu a francouzstinu 11 lidi a vSechny
tfi jazyky 5 lidi. Je zfejmé, 7e jenom anglicky a francouzsky,
a nikoliv némecky, umi 12—5=7 pracovniki dstavu, jenom
francouzitinu a néméinu znd 11 — 5=6 lidi. To ale ddle znamena,
e jenom francouzstinu ovladaji 2 lidé 20—7—6-5). Tito dva
pati do skupiny 8 lidi, ktefi neum&ji ani anglicky, ani némecky.
Odtud plyne, Ze potet pracovniki, ktefi neznaji ani jeden ze t¥i
jazykt, je 8—2, tj. 6.

Ziskany zavér muZeme zapsat takto:

6=8—-2=67—47—35+23—(20-7—6—5)=
67 —4T—35+23—20+(12—=5)+ (11 =5)+5=
—67—47—35-204+23+12+11-35.

A nyni uZ je zdkon 1plné jasny. Nejprve od celkového poctu
pracovniki odelteme polet téch, ktefi znaji jeden z jazyki
(pfitom mohou zndt i dalsi jazyky). Ti, ktefi ovladaji dva jazyky,
jsou viak ,,odetteni” dvakrat. Proto pficitame Cisla 23, 12, L,
ktera udéavaji, kolik lidi umi dva jazyky (a tfebas i tfeti). Ale osoby,
které ovladaji viechny tfi jazyky, jsou nejprve tiikrat ,,odecteny™
a potom tfikrat ,,pFicteny*. PonévadZ i ty musime ,,odecist™,
je nutno jesté ziskany vysledek zmensit o Cislo 5.

Princip inkluze a exkluze

Uvedené priklady dovoluji zformulovat obecny zdkon.
Necht je déno N predmétd, z nich# nékteré maji vlastnosti oy,
&y, - - -» Oy Pitom kaZdy z téchto predméti miZe mit jednu nebo
nekolik z uvedenych vlastnosti, nebo nemusi mit ani jednu z nich.
Oznatme N(xq;. . .a;) polet predméti, které maji vlastnosti
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Oy Ly v o O (pficemz nevyluCujeme, Ze maji i nékteré dalsi vlast-
nosti). Budeme-li chtit zduraznit, Ze bereme jenom pfedméty, jeZ
nemaji urcitou vlastnost, pak tuto vlastnost zapiSeme s Carkou.
Napt. N(xo0;) oznacuje pocet pfedméti, které maji vlastnosti
o, a oy, ale nemaji vlastnost «, (otdzka ostatnich vlastnosti zustava
oteviena).

Pocet predmétil, jeZ nemaji Zadnou z uvedenych vlastnosti,
pak v souladu s dfive provedenymi imluvami oznac¢ime symbolem
N(xjay. . .oy). Obecny zakon zni takto:

N(ogxs. . .op) =N —N(oty) —N(os) — . . . —N(2,)) +N(oy00) +
+ N(oyotg) + - . . +N(ogoe,) + - - - +Nlog,_g0,) — N(oop05) — - . .

oo =N, g0ty o)+ ..o (= D"N(agot. . .0ry). 2)

Algebraicky soudet se zde vztahuje na vSechny skupiny o vlast-
nostech o, , ., . . ., o, (bez pfihlédnuti k jejich pofadi). Pfitom znak

I je pravé u téch s¢itanct, jimZ pfislusi sudy polet uvaZovanych
vlastnosti, znak —, je-li tento pocet liché &islo. Napf. N(o,xq0t505)
je zde se znakem +, N(xs2,0,,) se znakem —. Vzorec (2) nazyvame
principem inkluze a exkluze (nebo také principem p¥ipojovdni a vylu-
covdni); nejprve se vyluduji viechny predméty, které maji aspoil
jednu z vlastnosti o, oy, . . ., &,, potom se pfipojuji pfedméty, jez
maji aspofi dvé z téchto vlastnosti, vyluCuji se ty, které maji aspoil
tti vlastnosti atd.

DokaZme vzorec (2). Dikaz provedeme pomoci
matematické indukce podle poétu vlastnosti. Pro pfipad
jedné vlastnosti je vzorec zfejmy. Kazdy piedmét bud
uvedenou vlastnost ma, nebo ji nemd. Proto

N(e)=N—N(e).

Pfedpokladejme nyni, Ze vzorec (2) je dokdzdn pro
piipad, kdy pocet vlastnosti je n—1:

Nlogeth. . .oy =N—N(o))— ... —N(ety_) +Noqa)+ . . . +
+ N(oty—o0t0_1) — N(@10t525) — . . . —N(ot,_g0tp_opq)+ .. - +
F (=1 Ny - . 2,_p)- (3)

Tento vzorec podle predpokladu plati pro libovolny souhrn
pfedméti. Specidlné plati i pro skupinu pfedméti, které
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maji vlastnost o, [a jejichZ pocet je N(z,)]. Pro tuto skupinu
nabyvd vzorec (3) tvaru

N(ogoty. . 0tn_y0) =N(otg) — N(oytp) — - ..« — N(o, 1) +
f N(“la:‘}xn + e +N(Ex"_2(xn_10tn)—.N(Q(.IOE:CZSG!”)—- cee
(= 1) Nyt - 1%y @)

(viimnéme si, Ze v kaZdém piipadé bereme pouze pfedméty,
které maji vlastnost «,).
Odettdme rovnost (4) od rovnosti (3). Na pravé

strané dostaneme to, co potiebujeme — pravou stranu
vzorce (2). A na levé strané dostavame rozdil
Nty . -ty 2) = N@- - - pst) )

Ale N(ao,. . .o, ) je podet viech predmétu, které nemaji
¥4dnou z vlastnosti oy, &y, . - - 0,_q3 N(210. . .ot _yot,) Znali
podet téch pfedméti, které nemaji vlastnosti oy, %, -« o5 %y_1,
ale zcela jistd maji vlastnost o,. To znamend, Ze rozdil (5)
je pravé roven poétu predméti, které nemaji Zadnou z vlast-
nosti o;, y, ..., %,_1, %,. Jinak fe¢eno

N(agorg. - -otpq) — N - -0 _10) =N(o30p. - - %p_100).

Timto zpiisobem dospivame k levé stran& vzorce (2). A tim
je tento vzorec dokdzan pro pfipad, kdy je pocet vlastnosti
roven n.

Vztah (2) plati tedy pro n vlastnosti, a to za pied-
pokladu, Ze plati pron—1; pro n=1 je uZ dokdzan. Tim je
dokazana platnost vzorce (2) pro libovolny koneény pocet
vlastnosti.

Vzorec (2) miizeme v symbolické formé vyjadrit takto:

N@f...0)=N1-x)(1-p)...(1 —w). (6)
Po odstranéni zévorek je oviem tfeba souciny Nef. . .2 psat

ve tvaru N(af...2). Napf. misto Nefyd budeme psat
N(xpyé).

VY &em je chyba?

Predseda tfidy podal tuto zpravu: , Ve (fidé je 45 Zaka,
z toho je 25 chlapcix 30 Zikt méd dobry prospéch, z nich je 16
chlapcii. Sportu se vénuje 28 Zaku, z toho 18 chlapct a 17 Zakd,
ktefi maji dobry prospéch. 15 chlapcii md dobry prospéch a sou-
Zasné sportuje.”
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Za nékolik dni si ho pozval tfidni uéitel (ktery jako naschval
uéi matematiku) a sdélil mu, Ze ve zpravé je chyba. Zkusme ob-
jasnit, jak na to pfiSel. Zjistime, kolik je divek, které nesportuji
a pritom nemaji dobry prospéch. Ozname «, pfisluSnost k muz-
skému pohlavi, ay — dobry prospéch, o, — péstovani sportu.

o sl |

Urdeme, femu je rovno N(egogas). Podle podminek tlohy je
N(e))=25, N(x,)=30, N(x)=28, N(oye,)=186,
N(oog) =18,  N(egog) =17,  N(ajota0i5) =15.
Podle principu inkluze a exkluze dostavime
N(ojogug) =45—25—-30—-28+164+184-17—15= -2,

Ale pocet divek ve tfidé prece nemlZe byt zaporny! Proto je
urdité v uvedené zpravé vnitini rozpor, je nepravdiva.

Eratosthenovo sito

Jednou z nejvétSich zahad matematiky je otdazka rozloZeni
prvoCisel v posloupnosti viech pfirozenych cisel uspofadanych
podle velikosti. Existuji ptipady dvojic prvocisel, mezi nimiZ se
vyskytuje pouze jedno sloZené ¢islo (17 a 19, 29 a 31), jindy vSak
bezprostfedné za sebou ndsleduje i milion sloZenych &isel. Dnes
uz matematici védi mnoho o tom, kolik prvoclisel se vyskytuje
mezi N prvnimi pfirozenymi ¢isly. Pfi téchto vypoctech se ukazala
jako velice uZite¢nd metoda, kterd pochazi od staroreckého védce
Eratosthena (Zil ve 3. stoleti pf. n. 1. v Alexandrii).

Eratosthenes se zabyval nejriznéjSimi problémy — je auto-
rem zajimavych studii z oblasti matematiky; astronomie i jinych
véd. Takova riznorodost zajm ho oviem vedla k uréité po-
vrchnosti. Jeho soucasnici ho ponékud ironicky nazyvali ,,ve viem
druhy* (druhy matematik po Euklidovi, druhy astronom po Hip-
parchovi atd.).

V matematice zajimal Eratosthena pravé problém, jak najit
viechna prvodisla v posloupnosti pfirozenych ¢isel od 1 do N.*
A vymyslel tuto metodu: Nejprve vyskrineme vSechna cisla déli-
(¢lnd dvéma (vyjma &islo 2). Potom vezmeme prvni ze zbyvajicich
Cisel — je jim &islo 3. Je zfejmé, Ze toto &islo je prvodislo. Nyni
vySkrtneme vSechna ¢isla za nim ndsledujici, kterd jsou délitelna
tfemi. Prvnim nevySkrtnutym &islem bude pak &islo 5. Vyskrtneme

* Eratosthenes potital &islo 1 mezi prvotisla. Dnes matematici chidpou
Clslo 1 jako &islo zvlaStniho typu, které nepaifi ani k prvocislim, ani k slo-
Jenym Cislam.,
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viechna Cisla, kterd ndsleduji za nim a jeZ jsou délitelnd peti atd. |
Cisla, kterd ,,zbudou” po viech vyskrtdvénich, jsou prvocisla. |

V dobé, kdy Zil Eratosthenes, se psalo na voskovych tabul-
kéch: &isla se nevyskrtdvala, ale vypichovala — tabulky se po
popsaném procesu podobaly situ. Proto tato metoda pro nalezeni |
prvodisel dostala ndzev ,,Eratosthenovo sito®.

Vypoétéme, kolik zustane Eisel v prvni stovee, jestlize podle
Eratosthenovy metody vySkrtneme viechna Cisla, ktera jsou déli-
telnd jednim z ¢isel 2, 3, 5. Jinak feCeno, mame tento problém:
Kolik &isel v prvai stovee pFirozenych Cisel neni délitelnych Zddnym
z disel 2, 3, 57 Tuto ulohu maZeme Fefit podle principu inkluze
a exkluze.

Oznatme o, vlastnost isla byt délitelné dvéma, o, — vlast-
nost délitelnosti tremi, o, — vlastnost délitelnosti péti. Potom
oy, znamend, 7e dané Cislo je délitelné Sesti, a0ty znali, Ze je
délitelné deseti, oy — je d&litelné patndcti. NaSim ukolem
je urdit, kolik ¢isel od 1 do 100 neni délitelné ani dvéma, ani
tfemi, ani péti, tj. kolik z nich nema ani jednu z vlastnosti oy, &, 03.
Podle vzorce (2) dostavime

N(@ores) = 100 — N(a) — N(atg) — N(arg) + Nioyes) +N(e5) + |
+ V(o) — N(o0tat5).
Potet &isel od 1 do N, jez jsou délitelnd n, je roven celé
tasti podilu N:n. Proto je
N(2))=50, N(as)=33, N(axg)=20,
N(oyo) =16,  N(o25) =10, N(agzg) =6,  N(oyooes) =3,

a tedy
N(oqogos) = 26.

Mezi pfirozenymi &isly od 1 do 100 tedy existuje 26 Cisel,
jeZ nejsou délitelna zidnym z &isel 2, 3, 5. Tato &isla také zlstanou
po prvnich tfech krocich Eratosthenovy metody nevyskrtnuta.
Krom# nich zistanou je§té &isla 2, 3, 5. Je tedy nevyskrtnutych
¢isel celkem 29.

Z prvniho tisice ptirozenych Cisel zustane po prvnich tfech
krocich Eratosthenova procesu 269 &isel. To plyne z toho, ze
v tomto piipadé

N(x,) =500, N(ap)=333, N(ay) =200,
N(oyor) =166,  N(ayg) =100,  N(otaorg) = 06,
N(otyotog) = 33.
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1. VARIACE, PERMUTACE A KOMBINACE

V predchozi kapitole jsme uvedli nékolik obecnych pravidel
ieseni kombinatorickych tloh. S jejich uZitim miZeme fesit ulohy
nejrizngjsich typa. Ale stejné jako v geometrii nefeSime tlohy
vilsinou pomoci axiému, ale pouZivime vét, které jsme z té€chto
axiomu odvodili, tak i v kombinatorice misto feSeni Glohy podle
obecnych pravidel je Casto vhodnéjsi uZivat hotovych vzorci.
Nékteré typy tloh se totiZz vyskytuji mnohem Castéji neZ jiné.
Skupindm, s nimiZ se setkdvame v téchto tlohdch, divime spe-
cidlni nazvy — variace, permutace a kombinace.

Pro poéty takovych skupin jsou odvozeny specidlni vzorce,
kterych se pouZivd pfi fefeni ruznych kombinatorickych uloh.
S jednim z téchto vzorci jsme se uZ seznamili — na zaCdtku
kapitoly I jsme ukdzali, Ze podet k-variaci s opakovanim z prvki n
druhil je roven #*. Nyni si objasnime, kolik lze sestavit takovych
variaci v pfipadg, kdy nebudeme dovolovat opakovini, tj. kdyZz
viechny prvky ve variaci jsou vzdjemné rizné.

Fothalové mistrovstvi

V' prvni skupiné A t¥idy mistrovstvi SSSR v kopané je 17
miuistev. Hraje se o zlaté, stiibrné a bronzové medaile. Kolika
pusoby mohou byt rozdéleny ?

Tuto ulohu muZeme feSit na zdkladg pravidla soucinu.
Zlnté medaile muZe ziskat kterékoliv ze 17 muZstev. Jestlize n&jaké
muZstvo jiz ziskd zlaté medaile, zistane pouze 16 uchazect
0 slfibrné medaile. Opakovani zde nepfichazi v iivahu — jedno
mu’stvo nemiZe vybovojat zlaté a stfibrné medaile soucasné.

To znamend, 7e¢ po odevzdini zlatych medaili nékterému
muZstvu zbyva 16 kandidata na stiibrné medaile. Jsou-li uZ rozdany
¢lnté i stiibrné medaile, miiZe bronzové medaile ziskat jenom jedno
/0 zbyvajicich 15 muZstev. Podle pravidla soufinu dochdzime
| zivéru, Ze medaile mohou byt rozdéleny 17-16-15, tj. 4080
(pusoby.
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