2.3.1]
Dokazte, ze ak st vektory a, . . ., . linedrne zavislé an > r, tak ajag, ..., ap, ..., ap
st LZ. (Pravdaze, vSetky vektory patria do jedného vektorového priestoru).

[2.3.2]

Nech sa v systéme vektorov ay,...,a, € V(F) niektoré dva vektory lisia len
skaldrnym nasobkom (t.j. existuju i # j, 1 <i,j <nacec F tak, ze oy = c- o
alebo ¢ - a; = «;). Dokéazte, ze vektory au,...,a, st LZ.

[2.3.3 ab]

Zistite, ¢i su uvedené vektory LZ:
a) (1,2,3),(1,3,2),(2,1,5) € V3(R)
b) (1,2,3),(1,3,2),(2,1,5),(1,127,3) € V3(R)

[2.3.3 cd]
Zistite, ¢i su uvedené vektory LZ:
c) (1,3,4),(2,1,3),(3,1,4) € V5(Zs)
d) (1,3,4),(2,1,3),(3,1,4) € V5(Z7) (t.j. to isté ako c¢) ale nad Z7)

[2.3.4]
N4jdite styri vektory z V3(R) tak, aby kazdé dva z nich boli linedrne nezavislé.

[2.3.5 ab]
Zistite, ¢i sa vektory

2) J(@) = 1+, g(z) = 22, h(z) = 2°

a) f(z) =1, g(x) = x +a, h(z) = 2°> + br + ¢, a,b,c € R
linearne zavislé vo vektorovom priestore RT(R)

[2.3.5 cd]
Zistite, ¢i su vektory

0) F(x) = 1, g(x) = cos(z), h(x) = cos?(3)

d) f(z) =z, g(z) = x(z - 1), h(z) = 2(zx — 1)(z - 2)
linearne zavislé vo vektorovom priestore RT(R)

[2.3.6 abc]
Nech «, 8,7 € V(F) st Tubovolné vektory. Zistite, ¢éi st nasledovné systémy
vektorov linedrne zévislé (treba urobif diskusiu z&visiacu na tom, ¢ st povodné
vektory LZ alebo nie):

a) o, B, a+ B,y

b) «, 3,0

C) a’ a’ /65 7

[2.3.6 de]

Nech a, 8,7 € V(F) st lubovolné vektory. Zistite, ¢i st nasledovné systémy
vektorov linedrne zavislé (treba urobit diskusiu zdvisiacu na tom, ¢i si pdovodné
vektory LZ alebo nie):



d) a+B+va+p,a+7,8+7y
e) a,at+a+a,f

[2.3.7]
Nech a, 8,7 € V(F) a nech ¢y + 23 + ¢3y = 0, pricom ¢y, ¢, c3 € F st také,
ze ¢y - ¢ # 0. Dokazte, ze [, 8] = [8,7]-

[2.3.8]
Nech «, 3,7, € V(F), nech «a, 8, st linedrne nezavislé a «, 3,7, ¢ s linedrne
zévislé. Dokazte, ze § € [«, 3,7].

2.3.9]
Nech a, 3,7 € V(F) st linearne zavislé, v ¢ [a, 8]. Dokazte, ze bud o = ¢ - 8
alebo = ¢- «a pre vhodné c € F.

[2.3.10]
Dokézte, ze vektory (a,b),(c,d) € Va(F) st linedrne zavislé prave vtedy, ked
a-d—b-c=0

[2.3.11]

Rozhodnite, ¢i plati vyrok: Ak vektory «, 3,7, € V(F') st linedrne zavislé a ~
nie je linedrnou kombinaciou «, 3, d, tak vektory «, (3,9 su linedrne zavislé. Ak
tvrdenie plati, dokdZzte ho, ak neplati, uvedte protipriklad.

[2.3.12]
Nech st vektory ay,...,a, € V(F) linedrne nezavislé a nech 5 # 0. Dokazte,
ze z vektorov (3,ai,...,a, (v tomto poradi) mozno najviac jeden pisat ako

linedrnu kombinaciu predchadzajucich.

[2.3.13]

Zistite, ¢i plati: Ak s vektory ai,...,a, € V(F) linedrne zavislé vektory a
ap, # 0, tak jeden z vektorov «; (i < n) je linedrnou kombindciou nasledujicich
vektorov.

[2.3.14%]
Dokazte, ze ¢isla 1,v/2, /3 st linearne nezavislé nad polom Q

[2.3.15"]
Zistite, ¢i vektory (1,v/2),(2,1),(1/2,1) st linedrne zavislé nad polom Q (R)

[2.3.16%]
Lubovolni mnozinu § # A C V(F) budeme nazyvat linedrne nezavislou, ak
kazda jej kone¢nd podmnozina je linedrne nezdvisla. A C V(F) sa nazyva line-
arne zavisla, ak nie je linedrne nezavisla. Dokazte:

a) Kazd4 podmnozina linedrne nezavislej mnoziny je linedrne nezavisla



b) Kazd4d mnozina, ktord obsahuje linedrne zavisli podmnozinu je linedrne
zavisla

¢) Podmnozina A C V(F) je linearne zavisla prave vtedy, ked jeden z vek-
torov o € A je linearna kombinacia vektorov z A \ {a}

d) Nech X; C V(F), X; st linedrne nezavislé a Xo C X; C---C X, C ---
potom (J{X;;7 € N} je linedrne nezavisla.

[2.4.1 ab]

Nech «, 3,7 tvoria bazu vektorového priestoru V(R). Tvoria systémy
a) aq,a+f,a+ [+

b) a+ 8,0+, a+y

bézu priestoru V(R)?

[2.4.1 cd]

Nech «, 3,7 tvoria bazu vektorového priestoru V(R). Tvoria systémy
c) a=B,-—v7—a

d) a+28,8+ 27,7+ 2«

bézu priestoru V(R)?

[2.4.2]
Dokézte, ze pre kazdy vyber skaldrov a, b, ¢ € R tvoria vektory (1, a, b), (0,1, ¢), (0,0,1)
bézu priestoru V3(R). ZovSeobecnite toto tvrdenie pre V,,(R).

2.4.3]
Najdite vsetky béazy vektorovych priestorov V3(Zs) a V2(Zs).

[2.4.4]

Najdite aspon tri rézne bazy priestoru

a) Rs[z] b) C(R) (komplexné ¢isla nad R) c) [(1,2,3),(2,2,4)] C V3(R)
d) C(C) ) Va(F) 1) Va(Zs)

[2.4.5abc]

Ak sa to da, doplnte uvedené vektory do bazy prislusného vektorového priestoru:
a) (1,1,2),(2,1,3) € V3(R)

b) 22 — 1,2% + 1 € R3|x]

c) 2x — 1,2% + 2 € Ry[z]

[2.4.5def]

Ak sa to da, doplitte uvedené vektory do bazy prislusného vektorového priestoru:
d) (1,4,0),(2,3,4) € [(1,4,0),(2,3,4), (4,11,4)] C V3(R)

e) (17 23 3; 0)? (37 43 ]-7 2) € ‘/4(25)

f) 1+2v3,2-3V3 € {a+b/3;a,b€Q}

[2.4.6]
Nech «, 8,7, € V(F). Vektorovy priestor V(F') je generovany vektormi o, g, as
(nemusia byt baza). Co viete povedat o vektoroch a, 3,,?



[2.4.7]
Nech S, T st podpriestory koneénorozmerného vektorového priestoru V(F’). Do-
kazte, ze ak S C T a d(S) =d(T), tak S =T.



[2.4.8]
Dokazte, ze vektor § je linedrnou kombinaciou vektorov «, -, d prave vtedy,

ked d([a, v, 6]) = d([er, B, 7, 9]).

2.4.9]

Dokézte, ze ak d(V(F)) = n tak

a) kazd4 mnozina n 4 1 vektorov je LZ

b) ziadna mnozina s n — 1 vektormi negeneruje V (F)

[2.4.10]
Dokazte, ze ak je kazdy z vektorov ag,...,ax linedrnou kombinéaciou vektorov
/617 v 7517 tak
d([Oé]_, ey Oék]) S d([ﬁh e 7/6l])
[2.4.11%]

Nech V(F') je lubovolny vektorovy priestor. Podmnozina X C V(F') sa nazyva
bazou priestoru V(F), ak je linedrne nezavisla (pozri cvifenie 2.3.16) a kazda
mnozina X takd, ze X C X3 C V(F), X # X; je linedrne zavisla (tiez v zmysle
definicie z cvicenia 2.3.16)

2.5.1 a]
Zistite, ¢i je vektorovy priestor V3(R) linedrnym, pripadne direktnym stétom
podpriestorov S a T, ak S =1[(1,2,3),(2,4,1)], T =1(1,1,2),(3,3,1)].

2.5.1 b]
Zistite, ¢i je vektorovy priestor V3(R) linedrnym, pripadne direktnym stétom
podpriestorov S a T, ak S =1[(1,4,1),(1,3,1)] T =1[(1,2,1)].

[2.5.1 c]
Zistite, ¢i je vektorovy priestor V3(Z5) linedrnym, pripadne direktnym stétom
podpriestorov S a T, ak S =1[(1,0,3),(2,4,0)] T =1[(1,0,4),(2,3,1)].

[2.5.2]
Nech T =[(1,3,2), (2,1,3), (3,4,0)] C V3(Zs5). Ak existuji, najdite dva rozne
podpriestory Sp, S také, aby T @ S1 = V3(Z5) a tiez T @ Sy = V3(Zs).

[2.5.3]
Nech S, T st podpriestoru V4(Q), S = [(1,-1,2, —
[(0,—-2,0,-3),(1,0,1,0)]. Najdite d(S),d(T),d(S +T),d(SNT).

[2.5.4]
Nech S # T st podpriestoru V3(F'), pricom d(S) = d(T) = 2. Dokazte, ze
aisnT) > 1.

[2.5.5]



Nech tri podpriestory S, T, T’ kone¢norozmerného vektorového priestoru V (F')
splhaji podmienky SNT =SNT', S+T=S+T a T CT.Dokéite,
e T=T"1

[2.5.6]

Nech S@&T =V (F). Nech ay,...,a, € Sst LN a fy,...,0, € T st LN. Potom
systém vektorov aq, ..., ay, B1,..., 0 je tiez LN. Dokazte!

[2.5.7]

Nech S,T st podpriestoru V,,(F). Nech d(S) = s,d(T) = t. Akt najvicsiu

dimenziu moéze mat S + T a akd najmensiu dimenziu moéze mat SN 77

[ 2.5.8]

Nech S, T st podpriestory koneénorozmerného vektorového priestoru V(F’). Do-
kézte, ze existuju podpriestory A, B, C C V(F) tak,z2e S=A® B, T =
A®C a BnNC={0}.



