2.12.1a)
N4jdite jadro a obraz linedrneho zobrazenia ¢ : V4(Z5) — V4(Z5) daného mati-

31 2 2
4 3 2 1
cou A, = 01 2 4
2 01 2
[2.12.1b)]
N4jdite jadro a obraz linedrneho zobrazenia ¢ : V4(Z5) — V4(Z5) daného mati-
2 4 1 1
3 3 3 2
cou A, = 14 92 1
4 2 0 3
[2.12.1¢]
N4jdite jadro a obraz linedrneho zobrazenia ¢ : Vi(Z5) — Va(Z5) daného mati-
1 2 3 4
2 31 4
cou A, = 43 92 1
3 4 1 2
2.12.3]

Ak existuje, ndjdite maticu linedrneho zobrazenia ¢ takého, ze ¢ : V4(Z7) —
Vi(Z7), J, = [(3,2,1,4),(2,3,5,1)], O, = [(2,4,6,1],(3,5,1,2)] a pritom je
¢((3,3,5,1)) = (5,2,0,3).

[ 2.12.5]
Nech A je $tvorcova singuldrna matica nad polom F'. Dokézte, Ze existuje takéd
nenulova matica B, ze AB = BA =0.

[2.12.6]
Nech n > 1 je prirodzené ¢islo a F' je pole. Dokézte, ze existuje taka nenulova
matica A nad polom F, ze A"~ 1 #£0a A" = 0.

[3.2.2 d]
Dokéazte, ze v ak grupe (G, *) plati pre vietky x € G, ze x xx = ¢,
tak G je komutativna. (e je neutrdlny prvok G.)

[3.3.3 a]

Nech x je asociativna bindrna operacia na neprazdnej mnozine GG, nech kazda
rovnica tvaru axx =b,yxa =0b pre a, b € G ma v G rieSenie. Potom existuje
pravy neutralny prvok operacie x v GG. Dokézte!

[3.4.3 abed]
N4jdite vlastni podgrupu (t.j. roéznu od samej seba a od trividlnej grupy obsa-
hujicej len neutrdlny prvok) grupy R x R, ktord



a) je cyklicka
b) nie je cyklickd
c) je vektorovym priestorom nad R

d) nie je vektorovym priestorom nad R

[3.4.4 b]
Uréte prienik podgrip G; = [6], G2 = [4] grupy G = (Q;+).

[3.4.5 al
Najdite najmensiu moznt podgrupu grupy (Z,+), ktord obsahuje ¢isla 9 a 21.

[3.4.5 b]
N4jdite najmensiu moznt podgrupu grupy (Z,+), ktord obsahuje ¢isla 15 a
—35.

[3.4.8 a,b,c|
Zistite, ktoré z nasledujtcich grup sa cyklické:

a) (23X Zy;®) b) (Zs x Z3;®)  ¢) (Za x Zg X Zs;®)

[3.4.13]
Ukézte, 7ze grupa (C \ {0}, -) obsahuje prvky rddu n pre Iubovolné n € N a tiez
prvky nekoneéného rddu (t.j. nejednotkové prvky, ktorych rad nie je ziadne éislo
n € N).

[3.4.14]
Nech ¢; : (Z16,+) — (Z16, +) st dané predpismi

Tp1 =T+ a Tpa =2 +T+T.

Overte, ¢i st 1 a s homomorfizmy a zistite, kolko prvkov mé grupa (Z1¢, —|—)/Kerg01.

[3.4.15)
Nech H je neprazdna koneénd podmnozina grupy (G, o). Potom H je podgrupa
prave vtedy, ked H je uzavretd na operaciu o, t.j. ked plati podmienka:

i) a,b € H = aob e H Dokazte!

[3.4.4 ]
Urcte prienik podgriip G, Gz vgrupe (R;+)ak Gy =[3] a Go=[3].

[3.5.6]
Nech p je prvocislo. Dokazte, ze ak ma grupa G p™ prvkov, tak G ma p prvkova
podgrupu.



[3.5.10]
Nech (G, o) je grupa, nech H je jej podgrupa indexu 2. Dokézte, ze H je nor-
mélna podgrupa grupy (G, o).

[3.6.2 a]
Permutaciu ¢ = (123)(4561)(23456)(25) vyjadrite v tvare si¢inu disjunktnych
cyklov, v tvare rozkladu na transpozicie, uréte jej rad a vypocitajte permutéaciu

9057~

[3.6.2 ¢]
Permutaciu ¢ = (1234)(567)(1537) vyjadrite v tvare st¢inu disjunktnjch cyklov,
v tvare rozkladu na transpozicie, urcte jej rad a vypoéitajte permutaciu o123,

[3.6.2 d]
Permutéciu ¢ = (1234567)(1234)(123) vyjadrite v tvare stfinu disjunktnych
cyklov, uréte jej rad a vypoéitajte permutéciu ¢37.

[3.6.7]
Dokézte, ze parita stinu cyklov je parna prave vtedy, ked sa medzi nimi na-
chadza parny pocet cyklov parnej dizky.

[3.6.11]
Dokazte, ze permutacia 6 prvkov ma rad najviac 6.

[3.7.1.d]
Néjdite vsetky normélne podgrupy grupy Ss.

[3.7.2.d]
Overte, ¢i je H = R\ {0} normélna podgrupa grupy G = (C'\ {0}, -) a ak ano,
zistite, ¢i je faktorova grupa G/H izomorfna s ({c € C;|c| = 1};-).

[3.7.2.]
Overte, ¢i je H = [(2,2)] normélna podgrupa grupy G = (Z4 X Zg, &) a ak ano,
néjdite faktorovi grupu G/H.

3.7.2 ]
Overte, ¢ je H = {(2n,3m,0); n, m € Z} normdlna podgrupa grupy G =
(Z x Z x Z, +) a ak &no, opiste faktorovit grupu G/H.

[3.7.3]

Zistite, ¢i st mnoziny My = {(z,y) € Rx R; 2z —y+4 =0}, My = {(z,y) €
RXR;dx —2y+1=0}a M;={(z,y) € Rx R;z+2y+1=0} triedami
faktorovej grupy R x R/{(a,2a)}. Ak dve z nich st takymito triedami, ndjdite
ich sucet.

[3.7.4. a]



Zistite, ¢i st nasledujtuce grupy izomorfné:

(R;+)/27Z a (C\{0},)/{c € Cs |el = 1}

[3.7.4. ]

Zistite, ¢i st nasledujtce grupy izomorfné:

(R\{0},)
Ly @ @

[3.7.4. {]
Zistite, ¢i st nasledujtce grupy izomorfné:

(Z24,®)/[4] @ (Zn,0)

pre vhodné n € Z (ak 4no, uréte prislusné n.)

[3.7.4. ]
Zistite, ¢i st nasledujice grupy izomorfné:
(Z xZ.+)
—_ Z,
Zxz ¢ @)

[3.7.4 1]
Zistite, ¢i st nasledujice grupy izomorfné:

(C\{0},)/{ce C; ¢ =1} a (C\{0},")

[3.7.7]
Nech (G, o) je grupa. Polozme Zg = {z € G; (Vg € G) goz = zog} (mnozinu Zg
nazyvame centrum grupy (G, o). Dokéazte, Ze Z; je normalna podgrupa grupy

(G o).

[3.7.8]

Najdite vsetky 24 > n > 0, pre ktoré existuje netrivilny homomorfizmus z
grupy (Zag, ®) do grupy (Z,, ®). Svoje tvrdenie dokazte! (Homomorfizmus ¢ je
netriviadlny, ak pre aspon jeden prvok x z definiéného oboru je xzy # e, kde e je
neutralny prvok v grupe, do ktorej pomocou ¢ zobrazujeme.)

[3.7.9]
N4jdite vSetky homomorfizmy z grupy (Zis,®) do grupy (Z24,®). Svoje tvrde-
nie dokazte!



[4.3.13 b]
Zistite, ¢i st okruhy Zs X Z3 a Zg s beznymi operaciami izomorfné. Svoje tvrdenie
dokazte!

[4.3.1]
Nech ¢ : (Z,+, ) = (Z,+,-) je zobrazenie definované predpisom:
p(x) = 2z. Zistite, ¢ je ¢ homomorfizmus (okruhov (Z,+,-) a (Z,+,-)).

[4.3.1]

Dokéazte, Ze surjektiviy homomorfny obraz okruhu (Z,+, ) je (az na izomorfiz-
mus) bud trividlny (t.j. jednoprvkovy) okruh, alebo je to (Z,,, ®,®) pre vhodné
prir. éislo n > 2, alebo je to (Z,+, ).

[4.3.1]
Zistite, ¢i st polia Q(v/2) a Q(v/3) izomorfné. Svoje tvrdenie dokazte!

4.4.6 D]
Nech D je pole, char D = p. Nech D? = {x € D;(3y € D)z = y?}. Potom DP?
je podpole pola D. Dokazte!

[4.4.6 d]
Nech D je pole, char D = p. Nech DP = {z € D;(Jy € D)z = y?}. Potom ak
D je konecné, tak DP = D. Dokazte!

[4.5.5]
Zostrojte podielové pole k oboru integrity (Z[v/2], +,-). Zistite, & je toto po-
dielové pole izomorfné s polom (Q(3/2), +,-).

[4.6.9 b
Dokézte, ze kazdy homomorfny obraz pola F je bud izomorfny s F, alebo je
jednoprvkovy.

[5.3.9]
N4jdite najviési spoloény delitel polynémov f(z) = 2% +1 a g(x) = 212 +1
nad Tubovolnym polom F'.

[5.3.10 b]

Napiste najviicsi spolo¢ny delitel polynémov f(x) = 2x* + 323 — 322 — 5z +
2 a g(z) =223+ 2?2 — 2 — 1 nad polom @ ako linedrnu kombinaciu danych
polynémov.

[5.3.10 ¢]
Napiste najvicsi spoloény delitel éisiel 2590 1078 ako linedrnu kombinéciu da-
nych ¢isiel s celociselnymi koeficientami.

[5.4.11]



Ukézte, ze polyném z* + 2 € Zs[x] je ireducibilny nad polom Zs.

[5.4.12 b]
N4jdite rozklad polynému z° + 1 € Zs[x] nad Z5 na ireducibilné polynémy.

[5.4.12 c]
N4jdite rozklad polynému z* + 32% + 422 + 32 + 1 € Zs[z| na ireducibilné
polynémy nad Zs.

[5.4.14]
N4jdite pocet ireducibilnjch polynémov 2., 3. a 4. stupna nad Zs.

[5.5.1]
Ukézte, 7 pre kazdé pole F' z — 1|2 — 1 a 22 — 1|2?" — 1 (deli v okruhu F[z]).

[5.5.2]
Ukézte, ze 2% +x+1 | 23 + 23"t 4 23P%2 nad Q (pre vietky m, n, p > 0).

[5.5.8]
Najdite rozklad polynému x* — 522 + 6 na ireducibilné polynémy nad Q a nad
R.

[5.5.25]
N4jdite racionilne korene polynému  f(z) = 2° + z* — 62° — 1422 — 11z — 3
a nijdite n.s.d f(z) a g(z) = 2% — 2 — 3 nad Q.

[5.5.26]
N4jdite n.s.d. polynémov z?* —1 a 2% — 1 (st to polynémy nad C). Dokéazte,
7e mnoziny Hy = {z € C; 2** =1} a Hy = {z € C; 2% = 1} st podgrupy
grupy (C'\ {0},-). Najdite H; N H».
[5.6.9]
Dokazte, ze polyném
x 2P z"
f($):1+ﬂ+§+...+H€R[.T]

mé v C len jednoduché korene.

[5.6.10]

Dokazte, ze  (r—1)2|(n—2m)z"—nz" "™ +nz™—(n—2m) (n,m >0, n > m)

[6.6.11]
Nech n > 1 je prirodzené ¢islo. Dokazte, ze
prx=1)...(z—n+1)

1—%+...+(—1) - = (1)




[5.6.12 a]
Zistite, ¢i ma polyném x® —6x* — 42>+ 922+ 122 +4 € Qx| viacnasobné korene.

[5.6.12 D]
Zistite, ¢ ma polyném z” + x* + 23 + x + 2 € Z3[x] viacndsobné korene.

[5.6.13]

Pomocou Hornerovej schémy vypocitajte koeficienty Taylorovho rozvoja poly-
nému f(x) = 2® + 72® — 2 + 2 € Q[x] v bode ¢ = 2 a zistite, ¢ tento polyném
ma racionalne viacnasobné korene.

[5.6.14 a]
N4jdite polyném f(z) € Q(z) najnizsieho stupina tak, aby

fO) =1, f(1) =2, f(2) =3, f(3) =4, f(4) =6.

[5.6.14 b
Néjdite polyném f(x) € Q(z) najnizsieho stupiia tak, aby zvySok f(z) pri deleni
polynémom z—2 bol 2 a zvysok f(x) pri deleni polynémom x?+z—7 bol —z+1.

[5.6.14 c]

N4jdite polyném f(x) € Q(z) najnizsieho stupiia tak, aby zvySok f(z) pri deleni
polynémom = — 3 bol 14, zvySok f(z) pri deleni polynémom x bol -4 a zvySok
f(z) pri deleni polynémom z — 1 bol 0.

[5.6.15]
Nech f(xz) € Z[x] je polyndém s celo¢iselnymi koeficientami. Nech a,b € Z.
Potom (a —b) | (f(a) — f(b)). Dokazte!

[6.1.7 a)
N4jdite vietky komplexné korene polynému f(z) = 2® — % — %

[6.3.4]
Najdite vSetky komplexné korene polynému f(z) = 25 — 923 + 8.

[7.4.6]
Nech n > 2 je prirodzené ¢islo, nech p, g st prvocisla, p # q. Dokazte, Ze {/pq
je iracionalne ¢islo!

8.1.8 e]
Zistite, ¢ je ¢islo 1+ /2 — /4 algebraicky prvok nad Q. Ak ano, najdite jeho
minimalny polyném (nad Q).



[8.1.9 a]
Nech u je koretiom polynému 22 + 422 — 4z + 2 (je to ireducibilny polyném nad
Q). Najdite minimalny polyném prvku u? nad Q.

[8.1.9 b]
Nech u je koretiom polynému 2 + 422 — 4z + 2 (je to ireducibilny polyném nad
Q). N4jdite minimalny polyném prvku u? nad Q.

[8.1.9 ¢]
Nech u je koretiom polynému 22 + 422 — 4z + 2 (je to ireducibilny polyném nad
Q). N4jdite minimalny polyném prvku % nad Q.

[8.1.10]

Nech f(z) = ap + a1z + ... + apz™ je minimalny polyném prvku u # 0 algeb-
raického nad polom F'. Zistite, ¢ je 1/u tiez algebraicky prvok nad F' a ak je,
nédjdite jeho minimalny polyném. (Svoje tvrdenie dokézte!)

[8.1.11]
Najdite ﬁ v poli Q(+/2). (prvky algebraického rozsirenia Q(3/2) st ”akési
polynémy”)

[8.2.3 ¢
Uréte stupefi viacnasobného rozsirenia Q(+/3,v/24) nad @Q a najdite (nejaki)
jeho bazu.

8.2.3 g]
Uréte stupeti viacnasobného rozsirenia Q(1 + /2,1 — v/8) nad Q a najdite (ne-
jakt) jeho bazu.

8.2.3 b
Uréte stupenn viacnasobného rozsirenia Q(1+4+/3,v/12) nad Q a néajdite (nejaki)
jeho bazu.

[8.2.4]
Nech pole L je rozsirenie pola F. Dokézte, ze ak [L : F] je prvodislo, tak pre
kazdy prvok u € L plati F(u) = L, alebo u € F.

[8.2.4a]
Nech pole L je rozsirenie pola F, u € L. Dokéazte, ze ak [F(u) : F| = 5, tak
[F(u?): F] = 5.

[8.2.6 a]
Nech F' je pole, nech a, b st algebraické prvky nad F'. Potom a+b je algebraicky
prvok nad F'. Dokéazte!

[8.2.6 aa]



Nech F je pole, nech a,b st algebraické prvky nad F, b # 0. Potom a/b je
algebraicky prvok nad F. Dokazte!

[8.3.1 ¢]
Uréte stupen rozsirenia nad @ a nadite bazu rozkladového pola nad @ pre
polyném f(x) = z* — 9.

[8.3.1 g
Urcite stupen rozsirenia nad @ a néjdite bazu rozkladového pola nad @ pre
polyném f(x) = z* — 522 + 6.

8.3.5 d]

Nech p je prvoéislo. Dokazte, Ze, ak m|n tak p™ — 1|p" — 1 a tiez ze aP" —

n
zlxP —x.

[FS596]
N4jdite vietky m € {1,2,...}, pre ktoré 2 + z + 1 deli 2™ + 2™ + 1 v okruhu
RJz].

[L.1]
Su grupy (Z10;®) a (Z11\ {0},®) izomorfné? Svoje tvrdenie dokazte!

[0.1]

Nech I, I, st idedly okruhu (R, +, ). Dokézte, ze I1 + I = {a+b; a € Iy & b €
I} je idedl okruhu R. Nech I1 = {12k; k € Z}, nech I, = {18k; k € Z}. Dokéaite,
Ze st to idedly v (Z,+,) a najdite Iy + Iz a I; N I5.

[0.2]

Nech 27 je mnozina parnych ¢isiel. Potom (27, +, -) (obvyklé ndsobenie a séita-
nie) je komutativny okruh. Ktory z faktorovych okruhov (27, +,-)/{6k; k € Z}
a (2Z,+,)/{4k; k € Z} je pole? Svoje tvrdenia dokazte!

[P.1]
Nech a € Q je také, ze ¢/a ¢ Q. Vypocitajte ﬁ v poli Q({/a).

[P.2]
Nech a € Q. Vypocitajte ﬁ v poli Q(V/2).

[P.3]
Nech a € Q. Vypoditajte ﬁ v poli Q(V/2).

[P.4]
Zistite, ¢i je polyném 22 — 148 ireducibilny nad Q.



