JULius KorBaA3
Prednasky
Z linearnej algebry
a geometrie

' AN AN A Tanteaal - el
Povodne zapisal a v editore

» e
ngwuxww\&\hh\%leYURK|

Univerzita

~ Komenského

y Bratislave




Jutius KoreA3
Prednasky
Z lineérnej algebry
a geometrie

Povodne zapisal a v editore AMmS-TEX

spracoval STEFAN GYURKI

2013
Univerzita Komenského v Bratislave



Obsah

I. PRIPRAVNE POJMY, GRUPY .......................
Zobrazenia medzi mnozinami................... ...
Binarne operacie ..............iiiii
Definicia grupy, zakladné pravidla ratania...............
Podgrupy . ...
Homomorfizmy grap ...,
Relécie ekvivalencie, faktorové grupy abelovskych grip ..

II. OKRUHY, TELESA, POLIA .........................
Definicia okruhu ........ ...
Pojem telesa a pola .......... ...,
Zakladné pravidla ratania v okruhoch ...................
Ktoré z okruhov Z/mZ st polia? .......................

III. VEKTOROVE PRIESTORY .............c.ccooii...
Pojem vektorového priestoru, zédkladné pravidla ratania .
Vektorové podpriestory ........... ... i,
Najmensi podpriestor, obsahujici dani mnozinu ........
Linearne kombinacie vektorov, linearny obal ............

IV. SYSTEMY LINEARNYCH ROVNIC 1 .............
Zakladné pojmy tedrie systémov linearnych rovnic ......
Gaussova eliminacnd metdéda .........c. ..

V. LINEARNA (NE)ZAVISLOST VEKTOROV ........
Pojem a kritéria linearnej (ne)zavislosti vektorov ........
Linearne nezavislé a generujuce vektory, Steinitzova veta
Baza, dimenzia, stiradnice vektora ......................

VI. SUCTY VEKTOROVYCH PODPRIESTOROV ...
Pojem linearneho suc¢tu vektorovych podpriestorov ... ...
Dimenzia linearneho stuctu ..............................
Priamy stcet vektorovych podpriestorov ................

VII. MATICE ... e
Definicia matice, vektorovy priestor matic ..............
Riadkové ekvivalencia matic, stuptiovity tvar, hodnost ..

VIII. LINEARNE ZOBRAZENIA .......................
Pojem linearneho zobrazenia, linedrny izomorfizmus ... ..
Faktorové vektorové priestory ...........................

10
11
12
13
14

17
17
17
17
18

19
19
19
20
21

23
23
23

26
26
27
28

31
31
31
32

33
33
34

38
38
39



Zakladna veta o linearnych zobrazeniach ................ 40

Linearne zobrazenie R¥ — R®, jeho matica .............. 41
Sucin matic, suvislost so skladanim linearnych zobrazeni 41
Niektoré vlastnosti sac¢inu matic ........................ 42
Vztah stc¢inu matic a elementéarnych riadkovych operécii 42
Injektivnost a surjektivnost linedrnych zobrazeni ........ 43
Reguldrna linearna transforméacia R”, inverzna matica, .. 45
Vypocet inverznej matice ................ ... ... ... 46
IX. SYSTEMY LINEARNYCH ROVNIC 2 ............. 47
Maticovy zapis systému linearnych rovnic ............... 47
Homogénne systémy - vlastnosti mnoziny rieSeni ........ 48
Nehomogénne systémy - vlastnosti mnoziny rieSeni ...... 49
Determinanty ...........c..iiiiiii 50
Vyjadrenie inverznej matice pomocou determinantu ... .. 57
Fredholmova alternativa ............... ... ... ... . ... 57
Ako vyriesit linedrny systém pomocou determinantov ... 58
X. EUKLIDOVSKE VEKTOROVE PRIESTORY ...... 59
Skalarny sucin a euklidovsky vektorovy priestor ......... 59
Dizka vektora, jej vlastnosti ............................ 60
Uhol dvoch vektorov, kolmost (ortogonalnost) .......... 60
Ortogonalne bazy, Gramova-Schmidtova ortogonalizacia . 61
Ortogonalny doplnok podmnoziny....................... 63
Ortogonalna projekcia do podpriestoru.................. 65
Euklidovsky izomorfizmus, ortogonalna grupa matic ... .. 65
XI. (REALNE) AFINNE PRIESTORY .................. 67
Pojem afinného priestoru, zakladné pravidla ratania .... 67
Afinné podpriestory ........... i 69
Afinny stradnicovy systém ........ ... .. ... i 70
Priradenie stradnic bodom, resp. vektorom ............. 70
Afinné zobrazenia, afinny izomorfizmus ................. 70
Barycentricky versus afinny stiradnicovy systém ......... 72
Afinné zobrazenie zachovava barycentrické kombinacie .. 73
Zakladna veta o afinnych zobrazeniach .................. 73
Vztah barycentrickych sturadnic a faziska, simplexy...... 74
Parametrické vyjadrenie afinného podpriestoru .......... 74
Vseobecné (analytické) vyjadrenie afinného podpriestoru 75
Vzajomné polohy afinnych podpriestorov ............... 77
Zmena suradnic pri zmene stradnicového systému ...... 78
Zmena suradnic vo vektorovom priestore ................ 79
Zmena sturadnic v afinnom priestore .................... 79
Orientacia realneho vektorového, resp. afinného priestoru 80
XII. AFINNO-EUKLIDOVSKE PRIESTORY (AEP) .. 82
Pojem AEP, vzdialenost bodov a priestor E™ ........... 82
Kolmost vektora na afinny podpriestor .................. 83
Kolmost afinnych podpriestorov ........................ 83
Kolmopremietaci podpriestor, kolmy priemet bodu ...... 84
Vzdialenost afinnych podpriestorov ..................... 86

Vzdialenost rovnobeznych afinnych podpriestorov ....... 86



Vzdialenost rovnobeznych nadrovin .....................
Vzdialenost mimobeZnych afinnych podpriestorov .......
Uhly medzi afinnymi podpriestormi v E™ ...............
Vektorovy stéin v IR® ... ... ... ... .,
Zmiesany stucin v IR ... .

XIII. LINEARNE TRANSFORMACIE PRIESTOROV
Matica linearnej transformécie vzhladom na dana bazu ..
Podobnost matic.............. i
Vlastné hodnoty a vlastné vektory.......................
Charakteristicky polyném ..............................
Podobnost matice diagonalnej matici ...................
Niektoré vlastnosti polynémov .............. ... ... ...
Priprava na tedériu Jordanovho tvaru matice ............
Jordanov normalny tvar matice (linedrnej transformécie)

XIV. KVADRATICKE FORMY
Pojem kvadratickej formy a jej matice...................
Zamena premennych a kongruencia matic................
Kanonicky tvar kvadratickej formy ................... ...
Kladné definitnost ........... ... ... ... .. ...l

XV. BILINEARNE FORMY
A KVADRATICKE FUNKCIE ...................
Homogénne bilinedrne formy ...........................
Homogénne kvadratické funkcie ...................... ...

XVI. EUKLIDOVSKA TEORIA KVADRATICKYCH
FORIEM A KRIVKY 2. RADU ..................
Veta o hlavnych osiach.......... ... ... ..o ...
Pouzitie vety o hlavnych osiach, krivky 2. radu .........
Invarianty krivky 2. radu .......... ... ... ool
XVII. DUALNY PRIESTOR, TENZOROVY SUCIN ..
Vektorovy priestor linearnych zobrazeni .................
Dualny vektorovy priestor a dualne linedrne zobrazenie .
Tenzorovy sucin vektorovych priestorov .................
Tenzory typu (P, q) - evvnvere i
Pouzita a odporiucand literatira .............ccooiiiiiiiiinn...

87
87
88
89
91

93
93
94
95
97
99

102
104

108
108
109
109
112

115
115
115



Uvod

Niekedy v roku 2002, v case, ked uz mal knihu Linearna algebra a geometria
I (LAG I) takmer hotovti, Julius Korbas dostal od vtedajsieho Studenta Stefana
Gytirkiho pomocou editora TeX zapisané poznamky zo svojich prednasok Linearna
algebra a geometria (1) a (2). Na realizovanie Gyiirkiho Gmyslu, aby sa tieto
poznamky vyuzili pri praci na knihe LAG I, bolo vtedy uz neskoro.

Knihu LAG I Korbas chapal a chape ako prvy diel dvojdielnej ucebnice linearnej
algebry a analytickej geometrie. Pre viaceré pri¢iny (o. i., pre tvrdé limity, sta-
novené pedagogickymi, vedeckymi a administrativno-organiza¢nymi povinnostami)
vSak zatial planovany druhy diel (LAG II) nedokonéil. Ale v priebehu roka 2012
sa mu konec¢ne podarilo podrobne prezriet Gyiirkiho zapisky, opravit ich, vniest
do nich niektoré ,kozmetické“ apravy (tykajice sa tak obsahu, ako aj pouzitia
editora TeX), a tak vznikol predkladany text. Je dokladom toho, Ze Gyiirkiho
usilie napokon prinieslo svoje ovocie.

Kapitoly I — X tohto textu pokryvaja, aj ked, samozrejme, v inom spracovani,
priblizne material knihy LAG I, prednasany na FMFI UK studentom matematiky
a niektorych inych zamerani v zimnom semestri prvého ro¢nika. Kapitoly XI — XVII
pokryvaju zasa material, prednasany v letnom semestri prvého roc¢nika. Verime,
ze Citatelom (najmi tym, ktori poznaju LAG I; nemusia to byt vyluéne Studenti
Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského v Bratislave)
posledne spomenuté kapitoly poslizia ako povestny ,,vrabec v hrsti® ktory je lepsi
ako ,holub na streche“, majuci tentoraz podobu stale este nedokoncenej knihy LAG
IT. Ale kedze prvé vydanie LAG I je uz niekolko rokov vypredané, dufame, Ze aj
kapitoly I — X mézu byt pre niekoho takym ,vrabcom v hrsti®, leps§im ako zatial
neexistujice druhé vydanie.

Autori srdeéne dakuji recenzentom Jurajovi Cincurovi a Michalovi Zajacovi,
ktori svojimi radami a konstruktivnymi pripomienkami prispeli k zlepseniu textu.
Vdaka patri aj pracovnikom Vydavatelstva Univerzity Komenského za spolupracu
pri rieseni vSetkych otazok.

V Bratislave, maj 2013

Julius Korbas a Stefan Gyiirki
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I. PRIPRAVNE POJMY, GRUPY

Zobrazenia medzi mnoZinami

Oznacenie. Niektoré ¢asto pouzivané mmnoziny: N = {1,2,3,...} prirodzené
¢isla, Z = {...,—1,0,1,...} celé ¢isla, Q racionélne ¢isla, R realne ¢isla, C kom-
plexné ¢isla, () prazdna mnozina.

Definicia 1.1. Nech A a B st mnoziny. Zobrazeniez A do B je predpis, ktory
kazdému prvku z A priradi prave jeden prvok z B. Ak tento predpis oznacime f,
tak hovorime o zobrazeni f : A — B. Zépis f(a) = b znamend, Ze sme priradili
prvku a € A prvok b € B; piSe sa tiez f : a — b; a sa nazyva vzor prvku b; o b
hovorime ako o obraze prvku a; f(A) = obraz zobrazenia f; oznacuje sa aj Im(f);
mame f(A) =Im(f) ={y e B; 3z € A: f(zx) =y}

Priklady. Zobrazenie f : N — Z, f(z) = = — 1, kazdé prirodzené ¢islo zmensi
o 1. Pre kazdi mnozinu A mame identické zobrazenie idy : A — A, ida(z) = «x,
ktoré kazdému prvku x € A priradi ten isty (teda identicky) prvok z.

Definicia 1.2. Zobrazenia f: A — B, g : A — B sa rovnaju (f = g), ak
fla) =g(a), Va € A.
Priklad. Pre f, g: N —= N, f(z) = |2z|, g(z) = 22, médme, samozrejme, f = g.

Definicia 1.3. Nech f : A — B je zobrazenie a nech A’ C A. Predpis,
ktory kazdému a € A’ priradi f(a), definuje zobrazenie, ktoré sa nazyva ziZenie
zobrazenia f na podmnozinu A’; je to zobrazenie f|a : A’ — B, f|a(z) = f(x).

Definicia 1.4. Zobrazenie f : A — B sa nazyva surjektivne (surjekcia), ak
f(A) = B. Vtedy tiez hovorime, Ze f je zobrazenie mnoziny A na mnozinu B.

Pozndmka. Presvedcte sa, Ze zobrazenie f : A — B je surjektivne prave vtedy,
ked pre kazdé y € B existuje také x € A, ze f(z) =y.

Definicia 1.5. Zobrazenie f: A — B sa nazyva injektivne (injekcia mnoZiny
A do mnoziny B), ak z toho, ze f(a) = f(a’) vyplyva, ze a = d.

Definicia 1.6. Zobrazenie f : A — B sa nazyva bijektivne (bijekcia mnoziny
A na mnozinu B), ak je surjektivne aj injektivne.

Priklad. Zobrazenie h : R — R, h(z) = 3z, je bijektivne.

Definicia 1.7. Nech f: A — B, g : B — C su zobragenia. Predpis = +—
— ¢g(f(x)) definuje zobrazenie A — C'; ozna¢ime ho gof : A — C. Mame go f(x) =
=g(f(x)), Vo € A. Zobrazenie go f : A — C sa nazyva zobrazenie zloZené z f a g
alebo kompozicia zobrazeni f a g.

Priklad. Nech h : R — R, h(z) = 3z, f : R — R, f(z) = =z + 2. Potom
foh:R—R, foh(x)=3x+2.
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Veta1.1. 1. Ak f: A — B, g: B — C su injekcie, tak aj go f : A — C je
injekcia.

2. Ak f:A— B, g: B — C su surjekcie, tak aj go f : A — C je surjekcia.

Dokaz. 1. Predpokladajme, Ze go f(a) = go f(a’). Chceme ukazat, ze a = d’.
Méme g(f(a)) = g(f(a’)); kedZze g je injektivne, z toho: f(a) = f(a’). Ale aj f je
injektivne, a preto a = a’.

2. Nech z € C. Kedze g je surjektivne, existuje b € B: g(b) = z. Kedze f je
surjekcia, existuje a € A: f(a) = b. Potom z = g(b) = g(f(a)) = go f(a). O

Veta 1.2. Nech f : A— B, g: B — C, h: C — D su zobrazenia. Potom
ho(gof)=(hog)of.

Terminoldgia. Tejto vlastnosti sa hovori asociativnost skladania zobrazen.

Dokaz. Lava strana je ho(go f)(x) = h((go f)(x)) = h(g(f(x))); prava strana
je (hog)o f(x) = (hog)(f(z)) = h(g(f(z)),Vz € A O

Veta 1.3; definicia 1.8. Nech f : A — B je bijekcia. Potom ezistuje zob-
razenie B — A, ktoré kaZdému prvku b € B priradi ten jediny prvok a € A, pre
ktory f(a) = b; oznacime ho f~1 : B — A. Teda f~(b) = a & f(a) = b. Zob-
razenie f~1: B — A je tie bijektivne a mdme f~' o f = ida, fo f7! = idg.
Zobrazenie f~!: B — A sa nazyva inverzné zobrazenie k zobrazeniu f : A — B.

Dékaz. f~! jeinjekcia: necha = f=1(b) = f~1(V'). Z toho vyplyva, ze f(a) = b
a f(a)=b,tedab=1"".

1 je surjekcia: pre Tubovolné a € A, f~1(f(a)) = a. Zéaver: f~! je bijekcia. OJ

Veta 1.4. Ak f: A— B, g: B — A su také zobrazenia, Ze go f = ida, tak f
je injekcia a g je surjekcia.

Doékaz. f jeinjekcia: nech f(a) = f(a’). Potom g(f(a)) = (gof)(a) =ida(a) =
=a=g(f(a')) =(go f)(a') =ida(a’) = a'.

g je surjekcia: pre Tubovolné a € A mame f(a) € B, a = g(f(a)), teda f(a) je
vzor prvku a pri zobrazeni g. 0

Veta 1.5. Zobrazenie f : A — B je bijektivne < existuje g : B — A take, Ze
gof=idg a fog=idp.

Doékaz. [= | Predpokladajme, ze zobrazenie f je bijektivne. Potom vieme, Ze
Jf 1B Astym,ze f~lof=ida, fo f~! =idg.

[<] Predpokladajme, ze 3g: B — A: go f =ida a fog =idp. Z vety 1.4
dostavame, ze f je injektivne aj surjektivne, teda bijektivne. O

Binarne operacie

Definicia 1.9. Bindrnou operdciou na mnozine M # () rozumieme zobrazenie
M x M — M. Binarne operacie oznacujeme roznymi symbolmi: -, +,*, e a pod.
Obraz dvojice (a,b) € M x M (napriklad) pri zobrazeni + oznacujeme obycajne
a + b (teda namiesto +(a,b) piSeme a + b).

Definicia 1.10. Nech x : M x M — M je binarna operacia na M. Prvok
e € M taky, ze mxe = m = e x m pre vSetky m € M sa vold neutrdlny prvok
operacie .

Pozndmka. Binarna operacia nemusi mat neutralny prvok. Priklad: N so zvy-
cajnym scéitovanim.
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X. EUKLIDOVSKE VEKTOROVE PRIESTORY

Skalarny suéin a euklidovsky vektorovy priestor

Definicia 10.1. Nech V je vektorovy priestor nad R. Potom skalarny sicin
na V je zobrazenie g : V x V — R, pre ktoré su splnené tieto podmienky:
1. g(@+9,2)=9(&2)+9(y,2),VZ ¢y, Z€V;
2. g(y, %) =9(Z,9),VZ yeV;
3. glad,y) = ag(Z,9), VT, TEV, a €R;
4. Ak ¥ # 0, tak g(Z, @) > 0.

Ak g je nejaky skaldrny sucin na V, tak V sa nazyva euklidovsky vektorovy
priestor (presnejsie je to euklidovsky vektorovy priestor (V, g)); g(Z, %) je skalarny
sucin vektorov ¥ a ¥ (¢itame aj , & skalarne krat ).

Uvedomme si, ze podmienky 1 a 3 v definicii znamenaji, ze skalarny sucin je
linedrny v prvom argumente. Podmienky 1, 2 a 3 dovedna znamenaju, ze skalarny
sucin je linedrny nielen v prvom, ale aj v druhom argumente.

Ak g je skalarny stéin na V', tak namiesto g(&, ) sa ¢asto pise (Z, ¢); prislusné
zobrazenie dvoch premennych je ( , ):V xV — R. Potom vlastnosti skalarneho
sucinu sa prepisu takto:

L (Z+y,7) = (T,2) + (§,2);

2. (4,7) = (T, 9);

3. (aZ,y) = a(a_c’i@;

4. ak ¥ € V — {0}, tak (Z,%) > 0.

Priklad. Majme zobrazenie ( , ) : R® Xx R — R, ((z1,...,2n), (Y1,---,Yn)) =
=T1Y1 + -+ TpYn.

L. (4 2,9) = ((x1,. - xn) + (215 s 2n), (Y1, yn)) = (1 + 21, -, Tp +
+ZTL)7 (ylv cee 7yn)> = (xl +Zl)y1 + - '+(mn+zn)yn = <(.ZL’1, s 7xn)7 (yla s 7yn)> +
+ <(21, cees Zn)a (yh S vyn)> = <fvg> + <ng>;

2. (0,8 ={((y1,--,Yn), (T1,- -, &n)) =121+ FYnTpn = T1Y1++TpYn =
= <(.Z’1, < ,xn); (y17 s 7yn)> = <f737>;

3. (aZ,y) = (a(z1,...,2n), (Y1, Yn)) = ((az1,...,02,), (Y1,...,Yn)) =
=ariyr + -+ arpyn = a(x1y1 + -+ Tryn) = (T, Y);

4. ak ¥ = (z1,...,z,) # (0,...,0), tak existuje také i, ze x; # 0, a preto
(Z,Z) =2+ + 22 >z >0.

Overili sme, Ze uvazované zobrazenie ma vsetky vlastnosti skalarneho sucinu,
teda je skalarnym stc¢inom na R". Nazyva sa Standardny skaldrny sucin. Na R"
existuju aj iné skalarne saciny.

Priklad. Euklidovsky vektorovy priestor (= vektorovy priestor so skaldrnym
stu¢inom) nemusi byt kone¢ne generovany. Zoberme napr. V = C((0,1)) = priestor
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spojitych realnych funkcii na (0, 1). Definujme zobrazenie: (, ) :V x V — R takto:
) = fol f(z)g(z)dz; (C(0,1),(, )) je euklidovsky vektorovy priestor, ale nie
konecne generovany.

Pozndamka. Nech V je vektorovy priestor nad C. Skalarny stcin na V' je zobraze-
nie ( , ) : V x V — C, ktoré splia:
L(F4 9.9 = (@2 + (7,2
2. (y,%) = (&, 1) (pripomenme si, ze a + ib = a — ib, kde a, b € R);
3. (aZ,y) = a(f,_)@;
4. ak ¥ eV —{0}, tak (Z,7Z) > 0.

Ak V je vektorovy priestor nad C a (, ) : V x V — C je skalarny stéin, tak
(V,(, )) sa vola unitdrny (alebo hermitovsky) vektorovy priestor.

Priklad. Skalarny sacin na komplexnom vektorovom priestore je napr. zobraze-
nie (, ):C"xC" = C, ((21,...,2n), (W1,...,wy)) = 21W1 + -+ + 2, Wy,

Di7ka vektora, jej vlastnosti
Dalej uz uvazujeme iba o realnych euklidovskych vektorovych priestoroch.

Definicia 10.2. Nech (V,(, )) je euklidovsky vektorovy priestor. Potom dlZka
(= velkost, norma) vektora & € V' sa definuje ako realne ¢islo |Z| = \/(Z, Z).

Priklad. V R? so §tandardnym skaldrnym stéinom: |(1,1,1)| = V12 + 12 + 12 =
= /3.

Veta 10.1. Nech (V,( , )) je euklidovsky vektorovy priestor. Potom
laZ| = |a| - |Z], Va e R, ¥ € V;
17| =0 < & = 0;
&, 9)| < |Z||y], V&, ¥ € V (Bunakovského - Cauchyho - Schwarzova nerovnost);
|7+ 9] <|Z|+ |y], VZ, ¥ € V (trojuholnikovd nerovnost).

Dékaz. 1. |aZ] = \/(aZ,aZ) = /a2(Z,T) = |a|/(Z, Z) = |o||Z].

2. Ak Z =0, tak |Z| = |0Z] = 0-|Z| = 0; ak Z # 0, tak mame |7| = \/(Z,Z) > 0
(a teda # 0).

3. Ak Z = 0, vietko je jasné. Pre lubovolné pevne zvolené Z#£ 0, € Vaa € R
uvazujme o o — y. Mame (o — ¢, aZ — ) > 0; teda (aZ, aZ) — (¥, aZ) — (aZ, ) +
+(7,9) = o*(Z,7) — (. 2) — (@, ) + (1, 9) = o*(7, 7) — 20(Z, ) + (4, 9) = 0.

Zistili sme, Ze pre vietky a € R je (%, Z)a? — 2(Z, T)a+ (7, %) > 0; graf kvadratic-
kého trojélena (Z, ¥)a? —2(Z, T)a+ (¥, §) (v premennej «) lezi v nezdpornej polrovine
(z2 > 0) roviny Oaxsy, nepretina os «, ale sa jej nanajvys dotyka. Teda tento troj-
¢len nemd dva rozne redlne korene, diskriminant D = 4(Z, )2 — 4(%, %) - (3, %) <0,
2 Gobo 4- (7, 7)? < A(Z, 7) - (7.7, teda (7, )| < || - |71

A |F+ 7P =@+ 7,8+ = (Z,2) + (T, §) + (7, 7) + (§,9) = (&, &) + 2(Z,9) +
+ (g9 = |2 + 2T, 9) + |91* < |22 +2[2] - |g] + 9> = (IZ] + [§])*, a preto
|7+ g] < |Z] + [7]. [

o=

Uhol dvoch vektorov, kolmost (ortogonalnost)

/\

z,9)

7 Casti 3 vety 10.1 vieme, Ze ak 7 # 0 # 7, tak —1<‘ 17
y

< 1. To umoznuje

prijat nasledujtcu definiciu.
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Definicia 10.3. Ak (V,(, )) je euklidovsky vektorovy priestor a Z, y € V
st nenulové, tak uhol vektorov Z, i definujeme ako také ¢islo a € (0, 7), pre ktoré

cosa = % Ak Z = 0 alebo 7 = 0, tak definujeme uhol vektorov Z, i ako g
||y

Uhol vektorov #, § oznacujeme aj L%, y.

Pozndmka. Zrejme (T, 1) = |Z||y] cos(£Z, §) pre vietky Z, iy € V.

Definicia 10.4. Nech (V,(, )) je euklidovsky vektorovy priestor. Hovorime,
ze ¥,y € V si na seba kolmé (su ortogonalne), ak A(¥,1y) = g; vtedy piSeme
strucne ¥ L .

Veta 10.2. Ak (V,(, )) je euklidovsky vektorovy priestor, tak £(Z,7) =
< (2, y) =0.

Dokaz. A(Z,y) =

=

bo| 3

T
2
Priklady. 1. Nech R? je euklidovsky vektorovy priestor so standardnym ska-
larnym st¢inom. Potom é; = (1,0,0), &2 = (0,1,0), €5 = (0,0,1) st navzidjom
ortogonalne.
2. V R? so standardnym skaldrnym stéinom, na (a,b) je kolmy napr. vektor
(=b,a).
Veta 10.3. Nech (V,(, )) je euklidovsky vektorovy priestor, nech dy,...,d, € V
st nenulové a navzdjom kolme. Potom su aj linedrne nezdvisle.

& Z=0alebo =0, alebo Z, 7€V —0a (£,7) =0. O

Doékaz. Nech ay@; + - - - + andy, = 0. Cheeme ukézat, 7ze a3 = -+ = a,, = 0. Je
to tak, lebo:
<51, a1dq+- - '—f—(l/nc_in) = <51, 51) “+ao <(_7:1, 62) + - tay <61, 6n> =0= <61, 0),
—— —— ———
a teda oy = 0. Podobne vSeobecne 0 = (a1d@y + -+ + andn, d@;) = a;ld;|?, z ¢oho
vyplyva, ze a; = 0. O

Doésledok. Ak (V,(, )) je n-rozmerny euklidovsky vektorovy priestor a vektory
di,...,d, € V—{0} si navzdjom kolmé, tak (dy,...,d,) je bdaza priestoru V.

Ortogonalne bazy, Gramova-Schmidtova ortogonalizacia

Definicia 10.5. Ak (ai,...,d,) je baza euklidovského vektorového priestoru
V takd, ze a; L a; pre Vi # j, tak tato baza sa nazyva ortogondlna bdza. Ak
navySe |d;| = 1 pre i = 1,...,n, tak hovorime, Ze tato baza je ortonormdlna (alebo
ortonormovand).

Pozndmka. Pri praci s ortonormalnymi bazami (ale aj pri inych prilezitostiach)
sa Casto (na skracovanie zapisu) pouziva Kroneckerov symbol delta, ¢o je funkcia
0;; dvoch celociselnych argumentov ¢ a j, definovana podmienkou

1, aki=y
0ij = .,
0, ak i # j.
Napriklad to, ze baza (dy, ..., d,) euklidovského vektorového priestoru (V, (, )) je
ortonormaélna, pomocou Kroneckerovho symbolu delta strucne zapisene takto:

<6i,6j> = (57;]‘, i, j = 1,.. ., .
Priklad. ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) je ortonorméalna baza euklidovského vektorového
priestoru R? so $tandardnym skaldrnym st¢inom.
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XI. (REALNE) AFINNE PRIESTORY

Pojem afinného priestoru, zakladné pravidla ratania

Prva ¢ast nazvu ,afinny priestor (o chvilu ho definujeme) pochadza zo slova
afinita, ¢o znamend spriaznenost. Z definicie bude jasné, o aki spriaznenost ide.

Definicia 11.1. Nech A = (B,V), kde B # ) je mnozina, ktorej prvky budeme
zvyCajne oznacovat A, B, ... a budeme ich nazyvat body, a V je vektorovy priestor
nad R; jeho prvky su wvektory, oznac¢ujeme ich symbolmi so Sipkou. A sa nazyva
afinny priestor, ak body z B a vektory z V su ,spriaznené“ podla nasledujucich
pravidiel (axiém afinného priestoru):

1° pre kazda usporiadant dvojicu (X,Y) € B x B existuje jediny vektor z V|
ktory potom oznac¢ime XY ; nazyva sa vektor patriaci k dvojici (X,Y) € B x B;

2° prekazdy X € B akazdy ¥ € V existuje jediny bod Y € B taky, 7e ¥ = ﬁ;

3° pre kazda usporiadan trojicu (X,Y,Z) € B x B x B: Xy + YZ=XZ.

Ak A = (B,V) je afinny priestor a dim(V) = n, tak hovorime, ze dim(A) = n.
Ina¢: A je nm-rozmerny afinny priestor. B je bodova zloZka, V je wvektorovd zlozka
alebo smer (smerovy priestor) afinného priestoru .A.

Priklady. 1. Nech B je jednoprvkovd mnozina {B}, V = {0} = {B_B)} A =
= (B, V) je nularozmerny afinny priestor.

2. Nech B je mnozina bodov ,Skolskej roviny“ Ozy, nech V' je vektorovy priestor
orientovanych tuseciek so zaciatkom v O. Dvojici (X,Y) € B x B priradime jediny
vektor © € V, ktory dostaneme tak, Ze orientovaniu usecku XY rovnobezne po-
sunieme do bodu O tak, ze X prejde do O. Axiémy afinného priestoru sa lahko
overia.

3. Nech B = R", V = R" 1°: Usporiadanej dvojici (A, B) € B x B, kde
A= (ay,...,ay), B = (b1,...,b,) priradime vektor AB = (b1 —ay,...,bp —ap).
2°: Pre lubovolny bod X = (z1,...,2,) € B a lubovolny @ = (a1,...,a,) € V
jeY = (x1 +a1,...,2, + a,) € B ten jediny bod, pre ktory mame @ = XY. 3°:
X=(x1,...,20), Y =(W1,...,yn), Z = (21,...,zn);X—)Y—l—_3iZ>: (Yy1—T1, . oy Yn—
— )+ (21— Y1,y 2n —Yn) = (21 — X1, .., 2n — Tp) = XZ. Teda A= (R",R")
je n-rozmerny afinny priestor.

4. Nech
a11x1 + -+ apxr, = bl

(N)
As1T1 + -+ AspTpy, = bs

je rieSitelny nehomogénny systém linearnych rovnic nad R. B = mnozina vSetkych
rieseni systému (V). V = vektorovy priestor v8etkych rieSeni prislusného homogén-
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neho systému. 1°: pre (X,Y) € B x B definujeme XY =Y-X € V; je to rieSenie
prislusného homogénneho systému. 2°: pre Tubovolné A € B, @ € V bude bod
— —_— —
A+d =B c Bjeding taky, 7e AB =d. 3% XY +YZ =Y -X+Z-Y=2Z-X =
—
= XZ. Teda A= (B,V) je afinny priestor; dim(.A) = n — h(matica systému(N)).
5. Nech
a1y + - +apr, =0
(H)
5171+ + aspry, =0

je homogénny systém linedrnych rovnic nad R. B = mnozina vsSetkych rieseni
systému (H). V = vektorovy priestor vSetkych rieseni systému (H). Ako z dvo-
jice (B,V') urobite afinny priestor? [Skuste sa na vec pozriet takto: v prvej casti,
pri prvom kontakte so vSeobecnymi linedrnymi systémami, bolo asi rozumné strik-
tne rozliSovat medzi homogénnymi a nehomogénnymi linedrnymi systémami, hoci
aj tam sme si uz napr. uvedomili, Ze zndma nutna a postacujica podmienka
rieSitelnosti (Capelliho - Frobeniova - Kroneckerova veta) ,funguje rovnako do-
bre pre nehomogénne ako pre homogénne priestory. Mozno ste si tiez uvedomili, ze
veta o Struktire mnoziny rieSeni riesitelného nehomogénneho systému (,,mnozina
rieSeni = nejaké jedno rieSenie daného systému plus vsetky mozné rieSenia pris-
lusného homogénneho systému“) sa da podobne povedat aj o mnozine vSetkych
rieSeni homogénneho systému. Moézeme teda predchédzajici priklad vlastne pre-
formulovat tak, Ze v iom (V) nebude nevyhnutne iba riesitelny nehomogénny sys-
tém linedrnych rovnic, ale jednoducho hocijaky riesitelny linedrny systém (a teda
pripadne aj homogénny linedrny systém)?]

Veta 11.1. Nech A= (B,V) je afinnyg priestor. Potom
E—d — — —
1. XX=0eV,VYXeB, aak XY =0, tak X = Y;
—_ = — —
9. ak XY = ST, tak XS =YT"
— —
3. XY =-YX,VX,Y €B.

Doékaz. 1. Mame XX 4+ XX = XX, preto XX = 0. Druh4 cast: z definicie
11.1,2°. —_ — — — — — —
2. Predpokladajme, ze XY = S7T. Potom XS = XY +YS =ST+YS =
—_— ==  —
=YS+ST=YT.
N —_— —
3. XY +YX=XX=0. Preto XY =-YX. OJ

Ina definicia afinného priestoru:

Definicia 11.1x. Afinngm priestorom rozumieme trojicu A = (B,V,+), kde
B # () je mnozina (jej prvky su body, oznacujeme ich zvycajne A, B,...) a V
je vektorovy priestor nad R (jeho prvky st wvektory, oznac¢ujeme ich symbolmi so
sipkou) a + je zobrazenie B x V' — B, ktoré kazdej usporiadanej dvojici (X,ad) €
€ B x V priradi jediny prvok z B, ktory potom oznac¢ime X + @, pri¢om musia byt
splnené podmienky:

1* X+ (@+b)=(X+a)+b VXeB &, jeV;

2* VXeB X+i=Xe7=0;

3* pre lubovolné (X,Y) € B x B existuje jediny d@ € V taky, ze X +ad =Y
Casto sa piSe @ = Y — X (pozor, nie je to ,rozdiel bodov¥, ale iba iné oznadenie
spomenutého vektora @).

Netvrdime, Ze tento systém podmienok (axiém) sa nedé zjednodusit.
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