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V. LINEÁRNA (NE)ZÁVISLOSŤ VEKTOROV . . . . . . . . 26
Pojem a kritériá lineárnej (ne)závislosti vektorov . . . . . . . . 26
Lineárne nezávislé a generujúce vektory, Steinitzova veta 27
Báza, dimenzia, súradnice vektora . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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Vektorový priestor lineárnych zobrazení . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
Duálny vektorový priestor a duálne lineárne zobrazenie . 124
Tenzorový súčin vektorových priestorov . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
Tenzory typu (p, q) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
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Úvod

Niekedy v roku 2002, v čase, keď už mal knihu Lineárna algebra a geometria
I (LAG I) takmer hotovú, Július Korbaš dostal od vtedajšieho študenta Štefana
Gyürkiho pomocou editora TeX zapísané poznámky zo svojich prednášok Lineárna
algebra a geometria (1) a (2). Na realizovanie Gyürkiho úmyslu, aby sa tieto
poznámky využili pri práci na knihe LAG I, bolo vtedy už neskoro.

Knihu LAG I Korbaš chápal a chápe ako prvý diel dvojdielnej učebnice lineárnej
algebry a analytickej geometrie. Pre viaceré príčiny (o. i., pre tvrdé limity, sta-
novené pedagogickými, vedeckými a administratívno-organizačnými povinnosťami)
však zatiaľ plánovaný druhý diel (LAG II) nedokončil. Ale v priebehu roka 2012
sa mu konečne podarilo podrobne prezrieť Gyürkiho zápisky, opraviť ich, vniesť
do nich niektoré „kozmetické“ úpravy (týkajúce sa tak obsahu, ako aj použitia
editora TeX), a tak vznikol predkladaný text. Je dokladom toho, že Gyürkiho
úsilie napokon prinieslo svoje ovocie.

Kapitoly I – X tohto textu pokrývajú, aj keď, samozrejme, v inom spracovaní,
približne materiál knihy LAG I, prednášaný na FMFI UK študentom matematiky
a niektorých iných zameraní v zimnom semestri prvého ročníka. Kapitoly XI – XVII
pokrývajú zasa materiál, prednášaný v letnom semestri prvého ročníka. Veríme,
že čitateľom (najmä tým, ktorí poznajú LAG I; nemusia to byť výlučne študenti
Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského v Bratislave)
posledne spomenuté kapitoly poslúžia ako povestný „vrabec v hrsti“, ktorý je lepší
ako „holub na streche“, majúci tentoraz podobu stále ešte nedokončenej knihy LAG
II. Ale keďže prvé vydanie LAG I je už niekoľko rokov vypredané, dúfame, že aj
kapitoly I – X môžu byť pre niekoho takým „vrabcom v hrsti“, lepším ako zatiaľ
neexistujúce druhé vydanie.

Autori srdečne ďakujú recenzentom Jurajovi Činčurovi a Michalovi Zajacovi,
ktorí svojimi radami a konštruktívnymi pripomienkami prispeli k zlepšeniu textu.
Vďaka patrí aj pracovníkom Vydavateľstva Univerzity Komenského za spoluprácu
pri riešení všetkých otázok.

V Bratislave, máj 2013

Július Korbaš a Štefan Gyürki
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I. PRÍPRAVNÉ POJMY, GRUPY

Zobrazenia medzi množinami

Označenie. Niektoré často používané množiny: N = {1, 2, 3, . . . } prirodzené
čísla, Z = {. . . ,−1, 0, 1, . . . } celé čísla, Q racionálne čísla, R reálne čísla, C kom-
plexné čísla, ∅ prázdna množina.

Definı́cia 1.1. Nech A a B sú množiny. Zobrazenie z A do B je predpis, ktorý
každému prvku z A priradí práve jeden prvok z B. Ak tento predpis označíme f ,
tak hovoríme o zobrazení f : A → B. Zápis f(a) = b znamená, že sme priradili
prvku a ∈ A prvok b ∈ B; píše sa tiež f : a 7→ b; a sa nazýva vzor prvku b; o b
hovoríme ako o obraze prvku a; f(A) = obraz zobrazenia f ; označuje sa aj Im(f);
máme f(A) = Im(f) = {y ∈ B; ∃x ∈ A : f(x) = y}.

Pŕıklady. Zobrazenie f : N → Z, f(x) = x − 1, každé prirodzené číslo zmenší
o 1. Pre každú množinu A máme identické zobrazenie idA : A → A, idA(x) = x,
ktoré každému prvku x ∈ A priradí ten istý (teda identický) prvok x.

Definı́cia 1.2. Zobrazenia f : A → B, g : A → B sa rovnajú (f = g), ak
f(a) = g(a), ∀ a ∈ A.

Pŕıklad. Pre f, g : N→ N, f(x) = |2x|, g(x) = 2x, máme, samozrejme, f = g.

Definı́cia 1.3. Nech f : A → B je zobrazenie a nech A′ ⊂ A. Predpis,
ktorý každému a ∈ A′ priradí f(a), definuje zobrazenie, ktoré sa nazýva zúženie
zobrazenia f na podmnožinu A′; je to zobrazenie f |A′ : A′ → B, f |A′(x) = f(x).

Definı́cia 1.4. Zobrazenie f : A → B sa nazýva surjektívne (surjekcia), ak
f(A) = B. Vtedy tiež hovoríme, že f je zobrazenie množiny A na množinu B.

Poznámka. Presvedčte sa, že zobrazenie f : A → B je surjektívne práve vtedy,
keď pre každé y ∈ B existuje také x ∈ A, že f(x) = y.

Definı́cia 1.5. Zobrazenie f : A → B sa nazýva injektívne (injekcia množiny
A do množiny B), ak z toho, že f(a) = f(a′) vyplýva, že a = a′.

Definı́cia 1.6. Zobrazenie f : A → B sa nazýva bijektívne (bijekcia množiny
A na množinu B), ak je surjektívne aj injektívne.

Pŕıklad. Zobrazenie h : R→ R, h(x) = 3x, je bijektívne.

Definı́cia 1.7. Nech f : A → B, g : B → C sú zobrazenia. Predpis x 7→
→ g(f(x)) definuje zobrazenie A→ C; označíme ho g◦f : A→ C. Máme g◦f(x) =
= g(f(x)), ∀x ∈ A. Zobrazenie g ◦ f : A→ C sa nazýva zobrazenie zložené z f a g
alebo kompozícia zobrazení f a g.

Pŕıklad. Nech h : R → R, h(x) = 3x, f : R → R, f(x) = x + 2. Potom
f ◦ h : R→ R, f ◦ h(x) = 3x+ 2.
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Veta 1.1. 1. Ak f : A → B, g : B → C sú injekcie, tak aj g ◦ f : A → C je
injekcia.

2. Ak f : A→ B, g : B → C sú surjekcie, tak aj g ◦ f : A→ C je surjekcia.

Dôkaz. 1. Predpokladajme, že g ◦ f(a) = g ◦ f(a′). Chceme ukázať, že a = a′.
Máme g(f(a)) = g(f(a′)); keďže g je injektívne, z toho: f(a) = f(a′). Ale aj f je
injektívne, a preto a = a′.

2. Nech z ∈ C. Keďže g je surjektívne, existuje b ∈ B: g(b) = z. Keďže f je
surjekcia, existuje a ∈ A: f(a) = b. Potom z = g(b) = g(f(a)) = g ◦ f(a). �

Veta 1.2. Nech f : A → B, g : B → C, h : C → D sú zobrazenia. Potom
h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .

Terminológia. Tejto vlastnosti sa hovorí asociatívnosť skladania zobrazení.

Dôkaz. Ľavá strana je h ◦ (g ◦ f)(x) = h((g ◦ f)(x)) = h(g(f(x))); pravá strana
je (h ◦ g) ◦ f(x) = (h ◦ g)(f(x)) = h(g(f(x)), ∀x ∈ A. �

Veta 1.3; definı́cia 1.8. Nech f : A → B je bijekcia. Potom existuje zob-
razenie B → A, ktoré každému prvku b ∈ B priradí ten jediný prvok a ∈ A, pre
ktorý f(a) = b; označíme ho f−1 : B → A. Teda f−1(b) = a ⇔ f(a) = b. Zob-
razenie f−1 : B → A je tiež bijektívne a máme f−1 ◦ f = idA, f ◦ f−1 = idB.
Zobrazenie f−1 : B → A sa nazýva inverzné zobrazenie k zobrazeniu f : A→ B.

Dôkaz. f−1 je injekcia: nech a = f−1(b) = f−1(b′). Z toho vyplýva, že f(a) = b
a f(a) = b′, teda b = b′.
f−1 je surjekcia: pre ľubovoľné a ∈ A, f−1(f(a)) = a. Záver: f−1 je bijekcia. �
Veta 1.4. Ak f : A → B, g : B → A sú také zobrazenia, že g ◦ f = idA, tak f

je injekcia a g je surjekcia.

Dôkaz. f je injekcia: nech f(a) = f(a′). Potom g(f(a)) = (g◦f)(a) = idA(a) =
= a = g(f(a′)) = (g ◦ f)(a′) = idA(a′) = a′.
g je surjekcia: pre ľubovoľné a ∈ A máme f(a) ∈ B, a = g(f(a)), teda f(a) je

vzor prvku a pri zobrazení g. �
Veta 1.5. Zobrazenie f : A → B je bijektívne ⇔ existuje g : B → A také, že

g ◦ f = idA a f ◦ g = idB.

Dôkaz. ⇒ : Predpokladajme, že zobrazenie f je bijektívne. Potom vieme, že
∃ f−1 : B → A s tým, že f−1 ◦ f = idA, f ◦ f−1 = idB .
⇐ : Predpokladajme, že ∃ g : B → A : g ◦ f = idA a f ◦ g = idB . Z vety 1.4

dostávame, že f je injektívne aj surjektívne, teda bijektívne. �

Binárne operácie

Definı́cia 1.9. Binárnou operáciou na množine M 6= ∅ rozumieme zobrazenie
M ×M → M . Binárne operácie označujeme rôznymi symbolmi: ·,+, ∗, • a pod.
Obraz dvojice (a, b) ∈ M ×M (napríklad) pri zobrazení + označujeme obyčajne
a+ b (teda namiesto +(a, b) píšeme a+ b).

Definı́cia 1.10. Nech ∗ : M ×M → M je binárna operácia na M . Prvok
e ∈ M taký, že m ∗ e = m = e ∗ m pre všetky m ∈ M sa volá neutrálny prvok
operácie ∗.

Poznámka. Binárna operácia nemusí mať neutrálny prvok. Príklad: N so zvy-
čajným sčitovaním.
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X. EUKLIDOVSKÉ VEKTOROVÉ PRIESTORY

Skalárny súčin a euklidovský vektorový priestor

Definı́cia 10.1. Nech V je vektorový priestor nad R. Potom skalárny súčin
na V je zobrazenie g : V × V → R, pre ktoré sú splnené tieto podmienky:
1. g(~x+ ~y, ~z) = g(~x, ~z) + g(~y, ~z), ∀ ~x, ~y, ~z ∈ V ;
2. g(~y, ~x) = g(~x, ~y), ∀ ~x, ~y ∈ V ;
3. g(α~x, ~y) = αg(~x, ~y), ∀ ~x, ~y ∈ V, α ∈ R;
4. Ak ~x 6= ~0, tak g(~x, ~x) > 0.

Ak g je nejaký skalárny súčin na V , tak V sa nazýva euklidovský vektorový
priestor (presnejšie je to euklidovský vektorový priestor (V, g)); g(~x, ~y) je skalárny
súčin vektorov ~x a ~y (čítame aj „~x skalárne krát ~y“).

Uvedomme si, že podmienky 1 a 3 v definícii znamenajú, že skalárny súčin je
lineárny v prvom argumente. Podmienky 1, 2 a 3 dovedna znamenajú, že skalárny
súčin je lineárny nielen v prvom, ale aj v druhom argumente.

Ak g je skalárny súčin na V , tak namiesto g(~x, ~y) sa často píše 〈~x, ~y〉; príslušné
zobrazenie dvoch premenných je 〈 , 〉 : V ×V → R. Potom vlastnosti skalárneho
súčinu sa prepíšu takto:
1. 〈~x+ ~y, ~z〉 = 〈~x, ~z〉+ 〈~y, ~z〉;
2. 〈~y, ~x〉 = 〈~x, ~y〉;
3. 〈α~x, ~y〉 = α〈~x, ~y〉;
4. ak ~x ∈ V − {~0}, tak 〈~x, ~x〉 > 0.

Pŕıklad. Majme zobrazenie 〈 , 〉 : Rn × Rn → R, 〈(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)〉 =
= x1y1 + · · ·+ xnyn.

1. 〈(~x+ ~z, ~y〉 = 〈(x1, . . . , xn) + (z1, . . . , zn), (y1, . . . , yn)〉 = 〈(x1 + z1, . . . , xn +
+ zn), (y1, . . . , yn)〉 = (x1 +z1)y1 + · · ·+(xn+zn)yn = 〈(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)〉+
+ 〈(z1, . . . , zn), (y1, . . . , yn)〉 = 〈~x, ~y〉+ 〈~z, ~y〉;

2. 〈~y, ~x〉 = 〈(y1, . . . , yn), (x1, . . . , xn)〉 = y1x1 +· · ·+ynxn = x1y1 +· · ·+xnyn =
= 〈(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)〉 = 〈~x, ~y〉;

3. 〈α~x, ~y〉 = 〈α(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)〉 = 〈(αx1, . . . , αxn), (y1, . . . , yn)〉 =
= αx1y1 + · · ·+ αxnyn = α(x1y1 + · · ·+ xnyn) = α〈~x, ~y〉;

4. ak ~x = (x1, . . . , xn) 6= (0, . . . , 0), tak existuje také i, že xi 6= 0, a preto
〈~x, ~x〉 = x2

1 + · · ·+ x2
n ≥ x2

i > 0.
Overili sme, že uvažované zobrazenie má všetky vlastnosti skalárneho súčinu,

teda je skalárnym súčinom na Rn. Nazýva sa štandardný skalárny súčin. Na Rn
existujú aj iné skalárne súčiny.

Pŕıklad. Euklidovský vektorový priestor (= vektorový priestor so skalárnym
súčinom) nemusí byť konečne generovaný. Zoberme napr. V = C(〈0, 1〉) = priestor
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spojitých reálnych funkcií na 〈0, 1〉. Definujme zobrazenie: 〈 , 〉 :V ×V → R takto:
〈f, g〉 =

∫ 1
0 f(x)g(x)dx; (C〈0, 1〉, 〈 , 〉) je euklidovský vektorový priestor, ale nie

konečne generovaný.

Poznámka. Nech V je vektorový priestor nad C. Skalárny súčin na V je zobraze-
nie 〈 , 〉 : V × V → C, ktoré spĺňa:
1. 〈~x+ ~y, ~z〉 = 〈~x, ~z〉+ 〈~y, ~z〉;
2. 〈~y, ~x〉 = 〈~x, ~y〉 (pripomeňme si, že a+ ib = a− ib, kde a, b ∈ R);
3. 〈α~x, ~y〉 = α〈~x, ~y〉;
4. ak ~x ∈ V − { ~0}, tak 〈~x, ~x〉 > 0.

Ak V je vektorový priestor nad C a 〈 , 〉 : V × V → C je skalárny súčin, tak
(V, 〈 , 〉) sa volá unitárny (alebo hermitovský) vektorový priestor.

Pŕıklad. Skalárny súčin na komplexnom vektorovom priestore je napr. zobraze-
nie 〈 , 〉 : Cn × Cn → C, 〈(z1, . . . , zn), (w1, . . . , wn)〉 = z1w̄1 + · · ·+ znw̄n.

Dĺžka vektora, jej vlastnosti

Ďalej už uvažujeme iba o reálnych euklidovských vektorových priestoroch.

Definı́cia 10.2. Nech (V, 〈 , 〉) je euklidovský vektorový priestor. Potom dĺžka
(= veľkosť, norma) vektora ~x ∈ V sa definuje ako reálne číslo |~x| =

√
〈~x, ~x〉.

Pŕıklad. V R3 so štandardným skalárnym súčinom: |(1, 1, 1)| = √12 + 12 + 12 =
=
√

3.

Veta 10.1. Nech (V, 〈 , 〉) je euklidovský vektorový priestor. Potom
1. |α~x| = |α| · |~x|, ∀α ∈ R, ~x ∈ V ;
2. |~x| = 0⇔ ~x = ~0;
3. |〈~x, ~y〉| ≤ |~x||~y|, ∀~x, ~y ∈ V (Buňakovského - Cauchyho - Schwarzova nerovnosť);
4. |~x+ ~y| ≤ |~x|+ |~y|, ∀ ~x, ~y ∈ V (trojuholníková nerovnosť ).

Dôkaz. 1. |α~x| =
√
〈α~x, α~x〉 =

√
α2〈~x, ~x〉 = |α|

√
〈~x, ~x〉 = |α||~x|.

2. Ak ~x = ~0, tak |~x| = |0~x| = 0 · |~x| = 0; ak ~x 6= ~0, tak máme |~x| =
√
〈~x, ~x〉 > 0

(a teda 6= 0).
3. Ak ~x = ~0, všetko je jasné. Pre ľubovoľné pevne zvolené ~x 6= ~0, ~y ∈ V a α ∈ R

uvažujme o α~x−~y. Máme 〈α~x−~y, α~x− ~y〉 ≥ 0; teda 〈α~x, α~x〉− 〈~y, α~x〉− 〈α~x, ~y〉+
+ 〈~y, ~y〉 = α2〈~x, ~x〉 − α〈~y, ~x〉 − α〈~x, ~y〉+ 〈~y, ~y〉 = α2〈~x, ~x〉 − 2α〈~x, ~y〉+ 〈~y, ~y〉 ≥ 0.

Zistili sme, že pre všetky α ∈ R je 〈~x, ~x〉α2−2〈~x, ~x〉α+〈~y, ~y〉 ≥ 0; graf kvadratic-
kého trojčlena 〈~x, ~x〉α2−2〈~x, ~x〉α+〈~y, ~y〉 (v premennej α) leží v nezápornej polrovine
(x2 ≥ 0) roviny Oαx2, nepretína os α, ale sa jej nanajvýš dotýka. Teda tento troj-
člen nemá dva rôzne reálne korene, diskriminant D = 4〈~x, ~y〉2 − 4〈~x, ~x〉 · 〈~y, ~y〉 ≤ 0,
z čoho 4 · 〈~x, ~y〉2 ≤ 4〈~x, ~x〉 · 〈~y, ~y〉, teda |〈~x, ~y〉| ≤ |~x| · |~y|.

4. |~x+ ~y|2 = 〈~x+ ~y, ~x+ ~y〉 = 〈~x, ~x〉+ 〈~x, ~y〉+ 〈~y, ~x〉+ 〈~y, ~y〉 = 〈~x, ~x〉+ 2〈~x, ~y〉+
+ 〈~y, ~y〉 = |~x|2 + 2〈~x, ~y〉 + |~y|2 ≤ |~x|2 + 2|~x| · |~y| + |~y|2 = (|~x| + |~y|)2, a preto
|~x+ ~y| ≤ |~x|+ |~y|. �

Uhol dvoch vektorov, kolmosť (ortogonálnosť)

Z časti 3 vety 10.1 vieme, že ak ~x 6= ~0 6= ~y, tak −1 ≤ 〈~x, ~y〉|~x| · |~y| ≤ 1. To umožňuje

prijať nasledujúcu definíciu.
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Definı́cia 10.3. Ak (V, 〈 , 〉) je euklidovský vektorový priestor a ~x, ~y ∈ V
sú nenulové, tak uhol vektorov ~x, ~y definujeme ako také číslo α ∈ 〈0, π〉, pre ktoré

cosα =
〈~x, ~y〉
|~x| · |~y| . Ak ~x = ~0 alebo ~y = ~0, tak definujeme uhol vektorov ~x, ~y ako

π

2
.

Uhol vektorov ~x, ~y označujeme aj ]~x, ~y.

Poznámka. Zrejme 〈~x, ~y〉 = |~x||~y| cos(]~x, ~y) pre všetky ~x, ~y ∈ V .

Definı́cia 10.4. Nech (V, 〈 , 〉) je euklidovský vektorový priestor. Hovoríme,

že ~x, ~y ∈ V sú na seba kolmé (sú ortogonálne), ak ](~x, ~y) =
π

2
; vtedy píšeme

stručne ~x ⊥ ~y.

Veta 10.2. Ak (V, 〈 , 〉) je euklidovský vektorový priestor, tak ](~x, ~y) =
π

2
⇔

⇔ 〈~x, ~y〉 = 0.

Dôkaz. ](~x, ~y) =
π

2
⇔ ~x = ~0 alebo ~y = ~0, alebo ~x, ~y ∈ V − ~0 a 〈~x, ~y〉 = 0. �

Pŕıklady. 1. Nech R3 je euklidovský vektorový priestor so štandardným ska-
lárnym súčinom. Potom ~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1) sú navzájom
ortogonálne.
2. V R2 so štandardným skalárnym súčinom, na (a, b) je kolmý napr. vektor
(−b, a).

Veta 10.3. Nech (V, 〈 , 〉) je euklidovský vektorový priestor, nech ~a1, . . . ,~an ∈ V
sú nenulové a navzájom kolmé. Potom sú aj lineárne nezávislé.

Dôkaz. Nech α1~a1 + · · ·+αn~an = ~0. Chceme ukázať, že α1 = · · · = αn = 0. Je
to tak, lebo:
〈~a1, α1~a1 + · · ·+αn~an〉 = α1 〈~a1,~a1〉︸ ︷︷ ︸

>0

+α2 〈~a1,~a2〉︸ ︷︷ ︸
=0

+ · · ·+αn 〈~a1,~an〉︸ ︷︷ ︸
=0

= 0 = 〈~a1, ~0〉,

a teda α1 = 0. Podobne všeobecne 0 = 〈α1~a1 + · · · + αn~an,~ai〉 = αi|~ai|2, z čoho
vyplýva, že αi = 0. �

Dôsledok. Ak (V, 〈 , 〉) je n-rozmerný euklidovský vektorový priestor a vektory
~a1, . . . ,~an ∈ V − {~0} sú navzájom kolmé, tak (~a1, . . . ,~an) je báza priestoru V .

Ortogonálne bázy, Gramova-Schmidtova ortogonalizácia

Definı́cia 10.5. Ak (~a1, . . . ,~an) je báza euklidovského vektorového priestoru
V taká, že ~ai ⊥ ~aj pre ∀ i 6= j, tak táto báza sa nazýva ortogonálna báza. Ak
navyše |~ai| = 1 pre i = 1, . . . , n, tak hovoríme, že táto báza je ortonormálna (alebo
ortonormovaná).

Poznámka. Pri práci s ortonormálnymi bázami (ale aj pri iných príležitostiach)
sa často (na skracovanie zápisu) používa Kroneckerov symbol delta, čo je funkcia
δij dvoch celočíselných argumentov i a j, definovaná podmienkou

δij =

{
1, ak i = j

0, ak i 6= j.

Napríklad to, že báza (~a1, . . . ,~an) euklidovského vektorového priestoru (V, 〈 , 〉) je
ortonormálna, pomocou Kroneckerovho symbolu delta stručne zapíšene takto:

〈~ai,~aj〉 = δij , i, j = 1, . . . , n.

Pŕıklad. ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) je ortonormálna báza euklidovského vektorového
priestoru R3 so štandardným skalárnym súčinom.
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XI. (REÁLNE) AFINNÉ PRIESTORY

Pojem afinného priestoru, základné pravidlá rátania

Prvá časť názvu „afinný priestor“ (o chvíľu ho definujeme) pochádza zo slova
afinita, čo znamená spriaznenosť. Z definície bude jasné, o akú spriaznenosť ide.

Definı́cia 11.1. NechA = (B, V ), kde B 6= ∅ je množina, ktorej prvky budeme
zvyčajne označovať A, B, . . . a budeme ich nazývať body, a V je vektorový priestor
nad R; jeho prvky sú vektory, označujeme ich symbolmi so šípkou. A sa nazýva
afinný priestor, ak body z B a vektory z V sú „spriaznené“ podľa nasledujúcich
pravidiel (axióm afinného priestoru):

1◦ pre každú usporiadanú dvojicu (X,Y ) ∈ B × B existuje jediný vektor z V ,
ktorý potom označíme

−−→
XY ; nazýva sa vektor patriaci k dvojici (X,Y ) ∈ B × B;

2◦ pre každý X ∈ B a každý ~x ∈ V existuje jediný bod Y ∈ B taký, že ~x =
−−→
XY ;

3◦ pre každú usporiadanú trojicu (X,Y, Z) ∈ B × B × B:
−−→
XY +

−→
Y Z =

−→
XZ.

Ak A = (B, V ) je afinný priestor a dim(V ) = n, tak hovoríme, že dim(A) = n.
Ináč: A je n-rozmerný afinný priestor. B je bodová zložka, V je vektorová zložka
alebo smer (smerový priestor) afinného priestoru A.

Pŕıklady. 1. Nech B je jednoprvková množina {B}, V = {~0} = {−→BB}. A =
= (B, V ) je nularozmerný afinný priestor.

2. Nech B je množina bodov „školskej roviny“Oxy, nech V je vektorový priestor
orientovaných úsečiek so začiatkom v O. Dvojici (X,Y ) ∈ B × B priradíme jediný
vektor ~x ∈ V , ktorý dostaneme tak, že orientovanú úsečku

−−→
XY rovnobežne po-

sunieme do bodu O tak, že X prejde do O. Axiómy afinného priestoru sa ľahko
overia.

3. Nech B = Rn, V = Rn. 1◦: Usporiadanej dvojici (A,B) ∈ B × B, kde
A = (a1, . . . , an), B = (b1, . . . , bn) priradíme vektor

−→
AB = (b1 − a1, . . . , bn − an).

2◦: Pre ľubovoľný bod X = (x1, . . . , xn) ∈ B a ľubovoľný ~a = (a1, . . . , an) ∈ V

je Y = (x1 + a1, . . . , xn + an) ∈ B ten jediný bod, pre ktorý máme ~a =
−−→
XY . 3◦:

X = (x1, . . . , xn), Y = (y1, . . . , yn), Z = (z1, . . . , zn);
−−→
XY +

−→
Y Z = (y1−x1, . . . , yn−

− xn) + (z1 − y1, . . . , zn − yn) = (z1 − x1, . . . , zn − xn) =
−→
XZ. Teda A = (Rn,Rn)

je n-rozmerný afinný priestor.
4. Nech 




a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1
...

as1x1 + · · ·+ asnxn = bs

(N)

je riešiteľný nehomogénny systém lineárnych rovníc nad R. B = množina všetkých
riešení systému (N). V = vektorový priestor všetkých riešení príslušného homogén-
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neho systému. 1◦: pre (X,Y ) ∈ B ×B definujeme
−−→
XY = Y −X ∈ V ; je to riešenie

príslušného homogénneho systému. 2◦: pre ľubovoľné A ∈ B, ~a ∈ V bude bod
A+~a = B ∈ B jediný taký, že

−→
AB = ~a. 3◦:

−−→
XY +

−→
Y Z = Y −X+Z−Y = Z−X =

=
−→
XZ. Teda A = (B, V ) je afinný priestor; dim(A) = n− h(matica systému(N)).
5. Nech 




a11x1 + · · ·+ a1nxn = 0
...

as1x1 + · · ·+ asnxn = 0

(H)

je homogénny systém lineárnych rovníc nad R. B = množina všetkých riešení
systému (H). V = vektorový priestor všetkých riešení systému (H). Ako z dvo-
jice (B, V ) urobíte afinný priestor? [Skúste sa na vec pozrieť takto: v prvej časti,
pri prvom kontakte so všeobecnými lineárnymi systémami, bolo asi rozumné strik-
tne rozlišovať medzi homogénnymi a nehomogénnymi lineárnymi systémami, hoci
aj tam sme si už napr. uvedomili, že známa nutná a postačujúca podmienka
riešiteľnosti (Capelliho - Frobeniova - Kroneckerova veta) „funguje“ rovnako do-
bre pre nehomogénne ako pre homogénne priestory. Možno ste si tiež uvedomili, že
veta o štruktúre množiny riešení riešiteľného nehomogénneho systému („množina
riešení = nejaké jedno riešenie daného systému plus všetky možné riešenia prís-
lušného homogénneho systému“ ) sa dá podobne povedať aj o množine všetkých
riešení homogénneho systému. Môžeme teda predchádzajúci príklad vlastne pre-
formulovať tak, že v ňom (N) nebude nevyhnutne iba riešiteľný nehomogénny sys-
tém lineárnych rovníc, ale jednoducho hocijaký riešiteľný lineárny systém (a teda
prípadne aj homogénny lineárny systém)?]

Veta 11.1. Nech A = (B, V ) je afinný priestor. Potom
1.
−−→
XX = ~0 ∈ V , ∀X ∈ B, a ak

−−→
XY = ~0, tak X = Y ;

2. ak
−−→
XY =

−→
ST , tak

−→
XS =

−→
Y T ;

3.
−−→
XY = −−−→Y X, ∀X, Y ∈ B.

Dôkaz. 1. Máme
−−→
XX +

−−→
XX =

−−→
XX, preto

−−→
XX =

−→
0 . Druhá časť: z definície

11.1, 2◦.
2. Predpokladajme, že

−−→
XY =

−→
ST . Potom

−→
XS =

−−→
XY +

−→
Y S =

−→
ST +

−→
Y S =

=
−→
Y S +

−→
ST =

−→
Y T .

3.
−−→
XY +

−−→
Y X =

−−→
XX = ~0. Preto

−−→
XY = −−−→Y X. �

Iná definícia afinného priestoru:

Definı́cia 11.1*. Afinným priestorom rozumieme trojicu A = (B, V,+), kde
B 6= ∅ je množina (jej prvky sú body, označujeme ich zvyčajne A, B, . . . ) a V
je vektorový priestor nad R (jeho prvky sú vektory, označujeme ich symbolmi so
šípkou) a + je zobrazenie B × V → B, ktoré každej usporiadanej dvojici (X,~a) ∈
∈ B × V priradí jediný prvok z B, ktorý potom označíme X +~a, pričom musia byť
splnené podmienky:

1∗ X + (~a+~b) = (X + ~a) +~b, ∀X ∈ B, ~x, ~y ∈ V ;
2∗ ∀X ∈ B: X + ~x = X ⇔ ~x = ~0;
3∗ pre ľubovoľné (X,Y ) ∈ B × B existuje jediný ~a ∈ V taký, že X + ~a = Y ;

často sa píše ~a = Y − X (pozor, nie je to „rozdiel bodov“, ale iba iné označenie
spomenutého vektora ~a).

Netvrdíme, že tento systém podmienok (axióm) sa nedá zjednodušiť.
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Júuus Kons¡S

a geometrie
Póvodne zanísal a v sditore 4w*Tp\

spracovat $ffnN Gyütrt

Vydala Univerzita Komenského v Bratislave vr: Vydavatel'stve UK
Zodpcvedná redaktorkal Mgr. Erika Myslivcová
Ndvrh r:bálky: Andrea Jahnátková
Graficky upravil a zalomil v editore -4.,{4s-rb\: prof. RNDr. Július Korhai, CSc.
Korigoval i  auteir i

Rozsah 132 strán, 7,80 AH, 7,99 VH. 1. v,vdanie. V1.tlaéilo Polygrafické stredisko UK
v Bra t is lave .

ISBN 978-80-223-3408-2

Predná5ky
z lineárnej algebry


