PREDNASKOVE ULOHY 1

. Aky afinny podpriestor v afinnom priestore (R* R*) je mnozina takych
(.’Eh T2,x3, 1’4) S R47 Ze

5x1 + 9x3 + 2z4 = 20
Ty — 0?

Néjdite aspon dva rézne body a aspon jeden vektor tohto afinného pod-
priestoru.

. Zistite, aky afinny podpriestor v afinnom priestore (R* R*) je mnozina
takych (z1, 79,73, 24) € R*, Ze

T1 + 429 + 513 + 214 = 2
$1+2l‘2+3$3+’l}4:3
211 4+ 929 + 8x3 + 314 = T.

. Zistite, ¢i afinny podpriestor z dlohy (2) je afinnym podpriestorom afin-
ného podpriestoru z dlohy (1). V akom vztahu si vektorové zlozky (indé
povedané, smerové priestory) tychto afinnych podpriestorov?

. Nech A, B, C, D su také body afinného priestoru, ze E = @ Dokazte,
ze A, B, C, D alebo lezia na jednej priamke, alebo lezia v jednej rovine.

.V 4-rozmernom afinnom priestore so zvolenou afinnou sdradnicovou su-
stavou majme body A = , B = (2,0,4,—1)7 C = (3,1,1,0).
Néjdite ten jediny bod X, ktor odla jednej z axiém afinného priestoru)

prislicha k bodu A a vektoru BC tak, ze BC = A
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. Nech A, B, C, D st také body afinného priestoru, ze z@ = @ Dokazte,
ze A, B, C, D alebo lezia na jednej priamke, alebo lezia v jednej rovine.

.V 4-rozmernom afinnom priestore so zvolenou afinnou stradnicovou st-
stavou majme body A = (1,2,-1,3), B = (2,0,4,-1), C = (%,171,0).
Néjdite ten jediny bod X, ktory (podla jednej z axiém afinného priestoru)
prislicha k bodu A a vektoru B? tak, ze B? = EZ

. Dané st tri po sebe idice vrcholy rovnobeznika ABCD: A = (-2,1),
B = (1,3), C = (4,0). Urcte vrchol D, ak vSetky tdaje su v afinnej
sturadnicovej sustave.

. Nech & a &' st afinné priestory. Ukaze, ze ak existuje afinny izomorfizmus
o — &', tak existuje aj afinny izomorfizmus &' — o7
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. Pre afinny priestor (B, V,+) dokdzte, Ze:

(a) Y -X)+(X—-2)=Y — Z pre vsetky X, Y, Z € B;

(b) X — X =0 pre vietky X € B;

() (X 4+a@)— (Y +b)=(X—Y)+a—bpre vietky X,Y € B, @,be V.

. Je pravda, ze matice A € M,, ,(R) také, ze f: R™ = R", f(x1,...,2,) =
(x1,...,2p)-A+(b1,...,by), definuje afinny izomorfizmus (f, ¢): (R”,R") —
(R™, R™) tvoria grupu vzhladom na ndsobenie matic? [Si také matice re-
guldrne?]

. Dokazte: barycentrickd kombinacia kone¢ného poc¢tu barycentrickych kom-

binécii bodov Ay, ..., A, je znova ich barycentrickd kombinécia.
. Dokazte, ze (Ag, A1, Aa, ..., A,) je barycentrickd stiradnicovd sistava prave
vtedy, ked (A1, Ao, Aa, ..., A,) je barycentrickd suradnicova sistava.

. Nech (f,¢): & — </’ je afinny izomorfizmus. Dokdzte: ak (Ag, A1, ..., Ay)
je barycentrickd stradnicova ststava v o7, tak (f(A4o), f(41),..., f(An))
je barycentricka stradnicovd ststava v .’.



—
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.V (R*,R*Y) majme Ag = (1,2,-1,0), 4; = (1,1,2,1), 43 = (0,1,1,—1),
A3 = (O,O7 1, 2), A4 = (1, 1,070) Dokéite, ze (Ao,Al, AQ, A3,A4) je bary—
centrickd stradnicovd stistava a vyratajte (vzhladom na nu) barycentrické
suradnice bodu X = (—1,0,1, 3).

9 1212 11y

7

[Je pravda, ze X = (3, —2,—2, 2, -4

Nech (Mg, A1, A2, Ag) su barycentrické stradnice bodu M vzhladom na
barycentricky siradnicovy systém (Ao, A1, Aa, A3). Dokézte, Ze potom
vzhladom na afinny stradnicovy systém (A1; Ag — A1, Aa — A1, As — Aq)
mame M = ()\0,)\2,)\3) a )\1 =1- )\0 — )\2 — )\3.

Néjdite parametrické vyjadrenie roviny «, obsahujicej body
A=(-1,1,0,1,5),B=(2,-1,3,4,0),C =(1,2,7,6,1)
a zistite, ¢i priamka p, prechadzajica bodmi
D=(2,1,-3,4,1),F=(0,1,-3,3,1),
pretina rovinu «. Ak ju pretina, uréte o N p.

Nech (f,¢) : (R, R*) — (R%,R?) je afinné zobrazenie uréené tym, ze
f(AO) = (1a1)7 f(Al) = (1a2)a f(AQ) = (070)7 f(A3) = (0a1)7 f(A4) =
(—1,1), pricom Ag = (1,2,—1,0), 4; = (1,1,2,1), Ay = (0,1,1, 1),
Ay = (0,0,1,2), Ay = (1,1,0,0). Vyratajte (Y —Ag), ak Y = (—1,0,1, 3).
Napiste parametrické aj vSeobecné vyjadrenie (a) roviny &7 v (R* R%)
urc¢enej bodmi Ag, A;, Az z predchddzajicej tlohy; (b) nadroviny £ v
(R*, R*) uréenej bodmi Ag, A1, Aa, A3 z predchddzajticej tlohy. Rozhod-
nite, ¢i B € %, ak B=(—1,1,—1,-3). Ak B ¢ %, moze byt B € &/?

Néjdite parametrické vyjadrenie roviny «, obsahujtcej body
A=(-1,1,0,1,5),B =(2,-1,3,4,0),C = (1,2,7,6,1)
a zistite, ¢i priamka p, prechadzajica bodmi
D=(2,1,-3,4,1),E =(0,1,-3,3,1),
pretina rovinu «. Ak ju pretina, uréte o N p.

Nech (f,¢) : (R4, R?) — (R% R?) je afinné zobrazenie uréené tym, Ze
F(A0) = (1L1), F(A)) = (L2), F(A2) = (0,0), F(A5) = (0,1), F(As) =
(—1,1), pricom Ay = (1,2,-1,0), A1 = (1,1,2,1), Ay = (0,1,1,-1),
As = (0,0,1,2), Ag = (1,1,0,0). Vyrdtajte p(Y — Ag), ak Y = (~1,0,1,3).

NapiSte parametrické aj vieobecné vyjadrenie (a) roviny o v (R* R%)
uréenej bodmi Ag, A;, Ay z predchddzajicej tlohy; (b) nadroviny £ v
(R*, R*) uréenej bodmi Ag, Ay, As, A3 z predchadzajticej tilohy. Rozhod-
nite, ¢i B € #, ak B=(—1,1,—1,-3). Ak B ¢ %, moze byt B € &/?
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.V 5-rozmernom afinnom priestore urc¢te vzajomnu polohu afinnych pod-
priestorov

T, —4re + 13 = —2
a=< 2x1 —3x9g —x4 = —7
31’1751’2*1’5:*8

=14+t +1t
To =2 + to
T3 =5 —t1 + 3io
Ty =34+ 2t1 —to
T5 =1+ 3t; — 2y, t1,ts € R.

=
Il

[Rovnaju sa?]

. Nech a a 8 su také afinné podpriestory afinného priestoru o7, ze 2 <
dim(a) < dim(5). Dokézte, Ze |8 préve vtedy, ked kazdé priamka leziaca
v podpriestore « je rovnobezna s podpriestorom [3.

.V 4-rozmernom afinnom priestore je dand priamka

(E1:1+2t

$2:2+3t
P =

T3 =3+ 4t

rg =445t teR

Tr1 — T2 = 0
a =
T3 — Ty = 1.
Ukazte, ze p a « sa nepretinaju a napiste rovnice dvoch rovnobeznych
nadrovin, z ktorych jedna obsahuje priamku p a druha rovinu a.

a rovina

. Analyzujte mozné vzajomné polohy dvoch nadrovin % a € v n-rozmernom
afinnom priestore, ak ich analytické vyjadrenia s & = byx1+---+byx, =
by, € = c1x1 + -+ + cpxn = co. [Ndvod: uvazujte o hodnostiach matic

<b1 bn> . <b1 cee by bo)]
c1 ... Cp, c1 ... Cnh Cp
. Uréte vzdjomnui polohu priamky p, prechddzajicej bodmi A = (4,2,1,6),

) 71’
B = (0,4,5,4) a roviny «, prechddzajicej bodmi C = (1,1,1,1), D =
(3,0,1,1), E=(1,1,-1,2).

. Napiste rovnicu nadroviny « v Stvorrozmernom afinnom priestore, ak
prechddza bodom A = (—1,2,3,5) a je rovnobeznd s nadrovinou
21 + 322 —4x3+ x4+ 5=0.

/e



7. * Dané st priamka x1 = 1+¢t, 20 = 2+2t, 23 =34 3t, 24 = 4+ 4t (t € R)
a rovina x1 + x9 = —1, r3 — v4 = 1. Ukazte, Ze tito priamka a rovina
sa nepretinaju a napiSte analytické vyjadrenie podpriestoru miniméalnej
dimenzie, ktory danou rovinou prechddza rovnobezne s danou priamkou.
[1’1 + 22 + 31’3 — 3(E4 = 72‘?}

8. * Dané sa priamka 1 = 142t, o = 2+3t, x5 = 3+4¢t, x4 = 4+5t (t € R)
a rovina 1 — x2 = 0, x3 — x4 = 1. Ukézte, Ze tato priamka a rovina
sa nepretinaju a napiste rovnice rovnobeznych nadrovin, prechadzajtcich
danou priamkou a danou rovinou. [x; —z3—x3+24 = 0a 1 —22—T3+x4 =
—17]
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. Bodmi afinného priestoru &/ nech sa redlne polynémy stupiia nanajvys
4, vektormi nech su tiez takéto polynémy, pricom p(t)q(t) = q(t) — p(¢).
V priestore & majme priamku a, prechddzajtcu bodmi 2t*—2t a t4 443 —¢,
a priamku b, prechadzajicu bodmi 2t3 + 10t2 +5 a 2t3 — 2¢2 — 1. Dokézte,
ze a a b sa pretinaju v jedinom bode a najdite tento bod.

. Aké sti stradnice vektora T = (6,9, 14) v R? vzhladom na bazu (@, @2, a3),
ak @; = (1,1,1), ax = (1,1,2), ds = (1,2,3)? Ak4 je matica prechodu od
bazy (dy,ds, ds) k Standardnej béze (€1, €, €3)7

. V trojrozmernom afinnom priestore si dané dve siradnicové sustavy,
Lo — — 1ol ol o
(O, ai, az, CLg) a (O 301,09, 03)'

Vzhladom na prvia z nich je zadiatok druhej stradnicovej stustavy O’ =
(2,1,3) a bazové vektory su @ = (2,4,1),d, = (0,4,4),a5 = (1,1,0).
Nech pre bod X vzhladom na prvi stradnicovi ststavu je X = (z,y,2) a
vzhladom na druhtit X = (2,¢/, 2'). Vyjadrite stradnice bodu X v prvej
sturadnicovej stustave pomocou jeho suradnic v druhej, a tiez stradnice
bodu X v druhej suradnicovej sustave pomocou jeho siradnic v prve;j.

. Nech 7 je permutécia mnoziny {1,...,n} s nepdrnym po¢tom inverzii. Do-
kézte, ze v Standardne orientovanom priestore R" je baza (€71, - -, €r(n))
ZApOrna.

. * Vzhladom na stiradnicovy systém Ozyz je rovina O’x’y’ dand rovnicou
2x + 3y — 62 = —6, pricom roviny O'y’z’, resp. O’z'2’ splyvaji s rovinami
Oyz, resp. Oxz. Napiste vyjadrenia ,¢iarkovanych® stradnic Tubovolného
bodu M pomocou jeho ,neciarkovanych“ suradnic, ak viete, ze bod A m4
v oboch suradnicovych systémoch siradnice (2,4,6). [/ = z,y =y, =
—2(20+3y — 62+6)7]
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. 'V standardne orientovanom priestore R? st dané vektory @ = (0,1,1)
a b = (1,1,0). Najdite jednotkovy vektor ¢ € R® kolmy na vektor @ a
zvierajiici s vektorom b uhol T, taky, e (d@,b,¢) je kladnd béza v R®.
[3(1,2,-2)7]

.V euklidovskom priestore & * néjdite vietky body na priamke &2 = {z1 =
Z9,X3 = X4, T2 = 2x3}, ktorych vzdialenost od bodu P = (1,—1,1,1) je 2.

. Uréte dizku telesovej uhlopriecky n-rozmernej kocky s hranou dizky a.

. N4jdite vieobecné vyjadrenie nadroviny v & °, ktora obsahuje rovinu ./ =
{z1 =u, 20 = 14w, 23 =v, 24 =v, 5 = u; u, v € R} a je kolmd na
priamku & = {z1+x3+x4—1 =0, 204+ z354+ 24425 = 0,21 +429—254+3 =
0,221 —3.’L‘Q+l’3+$€4+2:0}.

. ¥V priestore Ozyz nijdite body leZiace v rovindch Oxy, Ozz a Oyz, ktoré
st spolu s bodom O vrcholmi pravidelného stvorstena s hranou dlzky 1,
leziaceho v prvom oktante.
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. Napiste rovnicu roviny v & kolmej na priamku 2 = {zg + 225+ 1=
0,21 4+ 3z3 + 1 = 0}, ak prechddza bodom C = (-1, -1,0).

.V &* najdite bod X', ktory je (kolmo) stmerny k bodu X = (5,5,3,3)
vzhladom na nadrovinu A = 2x1 + 325 + 23 + 224 + 2 = 0.

.V &* uréte vzdialenost bodu B = (5,1,0,8) a jeho kolmého priemetu do
roviny 3, prechadzajicej bodmi P = (1,2,3,4), Q = (2,3,4,5) a C =
(2,2,3,7). [V14]

. Uréte vzdialenost bodu M = (4,2, —5,1) v &4 od roviny a = {221 — 215+
T3 + 2564 = 97 2:171 - 4,132 + 2I3 + 3564 = 12} [57]

. Napiste rovnicu nadroviny 3, ktord je rovnobezné s nadrovinou a = 5x1 +
2x9 — 4x3 + 224 — 3 = 0, ak vzdialenost medzi tymito nadrovinami je
pla, B) = 2. [St dve také nadroviny 57

. * Vnutri trojuholnika, vytatého na rovine Oxy rovinami o = x+4y+ 8z +
8=0,0=rx—2y+22+2=0a~vy=3z+ 4y + 12 = 0, najdite bod X,
ktory ma rovnaku vzdialenost od rovin «, 8 a 7.
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.V &* rovina a prechddza bodmi A = (1,1,1,1), B = (2,2,0,0), C =
(1,2,0,1) a priamka & prechddza bodmi U = (1,1,1,2) a V = (1,1,2,1).
Urcte vzajomnu polohu & a « a vzdialenost medzi tymito afinnymi pod-
priestormi. [Sti mimobeZné; ich spolo¢né kolmica mé parametrické vyjad-
renie xy = 14+4¢, 29 = 1+ ¢, x5 = (3/2) + ¢, x3 = (3/2) + ¢; vzdialenost
medzi priamkou a rovinou je 1/2.]

.V &* rovina a prechddza bodmi A = (1,1,1,1), B = (3,0,1,1), C =
(1,1, -1, 2) a priamka & prechddza bodmi U = (4,2,1,6)aV = (0,4, 5,4).
Uréte vzdjomnu polohu &2 a a a vzdialenost medzi tymito afinnymi pod-

priestormi. [Priamka je rovnobeznd s rovinou; vzdialenost medzi nimi je
57]

. Urcte uhol, ktory zviera priamka p = x1 = 4+t, vo = —2t, x3 = 1—t, x4 =
2,t € R, s priamkou ¢ =2y = 3,13 =t, 23 =5+t, 24 = -1, t € R. [§7]

. Najdite dizky stran a vnttorné uhly trojuholnika ABC v & ‘f, ak A =
(=1,0,-1,2), B=(0,2,0,3) a C = (2,1,1,2). [dlzka AB = dizka = /7
= /7, dlzka AC = /14, uhol pri B je 7/2, uhol pri A = uhol pri C je
/47

. * N4jdite vzdialenost bodu B = (b1,...,b,) v &™ od priamky s paramet-

rickym vyjadrenin xy = ay + A\it, ..., T, = ap + Apt.
— 2
[ (b1 — a0)? o7 — Bl )

. * Nech a a 3 su afinné podpriestory v & ™. Dokdzte, Ze ak body X € a a
Y € 8 su také, Ze p(a, 8) = p(X,Y), tak priamka uréend bodmi X a Y je
kolma na obidva podpriestory a a f3.
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. Nech v (3tandardne orientovanom) priestore R3 st vektory @ x b, b x ¢ a
¢ x d linearne zavislé. Dokéazte, ze vektory d, b, ¢ st linedrne zavislé.

. S vyuzitim vektorového siéinu nijdite v &3 vzdialenost a spoloénii kol-
micu priamok p a ¢, ak priamka p obsahuje bod A = (1,2, 3) a mé smerovy
vektor @ = (1,0,0) a priamka ¢ obsahuje bod B = (0,0,0) a mé sme-
rovy vektor ¢ = (0,2,4). [Jeden z bodov spoloénej kolmice mé stradnice
(0,2,3)? Vzdialenost je %7]

. Vyratajte obsah trojuholnika ABC' v &3, ak A = (1,0,-1), B = (2,1,1)
aC=(-3,2,2). [V377]

. * Ukézte, ze pre Tubovolné a, 5, ¢ € R3 plati

—

ax(bxé&) =b@-é—éa-b).

. ¥V R? uréte vektor ¥ zo ststavy rovnic (@1, T) = «, @ X & = b, kde

(d@1,@s) # 0, (d@2,0) =0.
[Z = (a1, a1) (ady — @y x b))

. * Dokéazte, ze ak A je $pecidlna ortogonalna matica typu 3 x 3, t. j. A €
SO3) ={X € M33(R); X - XT = I3,det(X) = 1}, tak
(Cl,l7 as, 0,3) - A X (bl,bg, b3) A= ((a17a27a3) X (bl, bQ, bg)) CA

pre vSetky (a1, as, as), (b1, ba, b3) v Standardne orientovanom priestore R3.
Pozndmka: SO(3) je grupa s operaciou ndsobenia matic; jej prvky st ma-
tice otocen{ priestoru Ozyz (alebo & 3) okolo bodu O.
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. Linedrna transformécia f : R* — R? je dand tym, ze f(1,1,2) = (4,1, —4),
f(-=1,-1,3) = (0,-1,-6), f(2,1,-1) = (4,3,3). Vyritajte determinant
matice transformdcie f vzhladom na bazu ((1,1,2), (-1, -1,3),(2,1,-1)).
[47]

. Linedrna transformacia f : R* — R* je dand: £(1,0,0,0) = (3,1,1,1)
f(o’ 1707 O) = (1737 1’ 1)7 f(07 07 1’ O) = (1’ 17 37 1)7 f(O’ 07 07 1) = (17 17 1’ 3)
Vyratajte determinant matice transformacie f vzhladom na bazu

)

((37 1a 17 1)7 (L 3a 1; 1)7 (L 17 37 1)7 (L 1; 173))

V akom vztahu je k determinantu matice tej istej transformécie vzhladom
na Standardnd bézu a preco? [487]

. Dokazte, ze zobrazenie ¢ trojrozmerného euklidovského vektorového pries-
toru (V, (,)) do seba, dané predpisom ¢(¥) = (¥, d)d, kde @ = (1,2,3), je
linearna transformaécia tohto priestoru. Najdite maticu tejto transformacie
a) v ortonormélnej béze (€1, €5, €3), v ktorej si dané siradnice vSetkych
vektorov; b) v baze (b1, ba,bs), kde by = (1,0,1), by = (2,0, —1), b3 =
(1,1,0). [a) prvy riadok 1,2,3, druhy 2,4, 6, treti 3,6,97 b) prvy riadok
2 —388, druhy -3, 3, -2, treti 5, —4,67]

. . . 3 4 3 b Cr .
. Uréte, pre ktoré b € R by matice 5 2) 21 o mohli byt podobné;
dokazte, ze pre b, ktoré ste nasli, st naozaj podobné.

. Dokézte, ze ak matica B je podobnd matici A, tak aj B” je podobni AT.
. Dokézte, ze ak matice A a B st podobné, tak maji rovnaki hodnost.

. * Nech A a B st redlne matice typu n X n. Dokdzte, Ze ak aspon jedna
z nich je reguldrna, tak matice AB a B A st podobné. Uvedte priklad dvoch
singularnych matic A a B, pre ktoré matice AB a BA nie st podobné.
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1 1 1
. Najdite vlastné hodnoty a vlastné vektory redlnej matice [ 1 1 —1
1 -1 -1

[Pre vl. hodn. —2 vl. vektory ¢(1,—1,—-2), (¢ # 0); pre vl. hodn. 1 vl.
vektory ¢(1,—1,1), (¢ # 0); pre vl. hodn. 2 vl. vektory ¢(1,1,0), (¢ # 0)7]

. Dokazte, Ze vlastné hodnoty reguldrnej matice A st inverzné prvky (vzhla-
dom na nésobenie) k vlastnym hodnotdm matice A1

6 6 —15
. Zistite, ¢i matica A je podobnad matici B, ak A = |1 5 =5 ] a
1 2 =2
37 —-20 -4
B=|3 —17 —4 |.[Névod: Zamyslite sa nad tym, ¢i st obe matice

119 -70 -11

podobné matici tvaru

S O *
S ¥ =
* O O

. Vyréatajte f(1,1,1,1), ak f : R* — R* je linedrna transformécia, ktord m4
vlastné hodnoty 2, —3, 5, —1 a k nim patriace vlastné vektory (v tom is-
tom poradi) sa (1,1,1,0), (2,2,1,0),(1,0,—1,0),(0,0,0,1). [f(x1, z2, x5, 24) =
(1521 — 23z + 1023, 1021 — 18z + 1023, 221 — Tae + 723, —14)7)]

. Néjdite redlne vlastné hodnoty a Iavé (riadkové) aj pravé (stipcové) viastné
vektory redlnej matice

00 01
00 10
A_0100
10 0 0

a zistite, ¢i je podobnd diagondlnej matici. [Jej vlastné hodnoty st 1, 1, -1,
-1; prislusné vlastné vektory (v tom istom poradi) sa (1,0,0,1), (0,1,1,0),
(0,—1,1,0), (—=1,0,0,1)? Je podobna diagondlnej matici.]
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. Uréte vlastné hodnoty matice A2, ak poznéte vlastné hodnoty komplexnej
matice A.

. Néajdite redlne vlastné hodnoty a lavé (riadkové) aj pravé (stfpcové) vlastné
vektory redlnej matice

1 1 1
1 -1 -1
-1 1 -1
-1 -1 1

— = =

[K vlastnej hod. 2 vlastné vektory ¢;(1,1,0,0)4c2(1,0,1,0)+c3(1,0,0,1));
k vlastnej hodnote -2 vl. vektory ¢(1, -1, -1, —1)7)

. * Dokézte, Ze ak $tvorcova matica A je idempotentnd, teda ak A% = A,
tak vsetky jej vlastné hodnoty sa rovnaja 0 alebo 1.

. * Dokédzte, ze ak matice A, B € M,, ,(R) su také, ze AB = BA, tak maju
spolo¢ny vlastny vektor.

. * Dokéazte, ze ak A a B st lubovoIné Stvorcové matice rovnakého stupna
nad tym istym polom, tak matice AB a BA maju ten isty charakteristicky
polyném.

. * Nech A je takd stvorcova matica, Ze stucet prvkov kazdého jej riadka sa
rovna 1. Dokézte, Ze 1 je vlastnou hodnotou matice A.
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. Zistite, ¢i matica

8 15 —36
8 21 —46
5 12 =27

je podobna diagonalnej nad polom R, resp. C. [Je, nad R.]

. Dokazte, ze ak A a B st podobné matice, tak maji td istd stopu: sto(A4) =
sto(B).

. Uréte vlastné hodnoty matice A%, ak poznate vlastné hodnoty matice A.

. N4jdite dve realne stvorcové matice, ktoré maju ten isty charakteristicky
polyném, ale nie st podobné. Najdite tiez aspon jeden priklad takychto
matic, kde charakteristicky polyném bude mat aspon dva rézne korene.

. Vyratajte vlastné hodnoty a vlastné vektory komplexnej matice

3 2 2
A=11 4 1
-2 -4 -1

Je matica A podobn4 diagondlnej? [Vlastné hodnoty 1, 2, 3; k 1 prislichaji
vlastné vektory ¢(1,0,—1), c € C — {0}7]

. Pomocou stopy a determinantu charakterizujte vSetky racionalne Stvor-
cové matice stupna 2, ktorych vlastné hodnoty st 1 a —1.
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. Najdite minimalny polyném realnej matice

—4 1 0
0 —4 1
0 0 —4
. Dokézte, Ze pre ziadnu redlnu maticu A typu 3 x 3 nemoze platit A% = —1I.

. * Vyratajte maticu A™ pre lubovolné prirodzené ¢islo n, ak

1 4 2
A=10 -3 -2
0 4 3

[Prvok 2. riadka a 2. stipca v A™ je —1 4 2(—1)"7]
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. Nech matica B vznikne z matice A € M, ,(R) vzajomnou vymenou i-teho
a j-teho riadka a nésledne i-teho a j-teho stlpca. Dokézte, ze matice A a
B s podobné a najdite reguldrnu maticu P taku, ze PAP~! = B.

. Predpokladajme, Zze pozndme charakteristicky polyném y4(t) danej ma-
tice A € M, n(R). Nech je dany polyném f(t) = c(a; —t)(az —1) ... (ar —
t) € R[t] (kde ¢,aq,...,a; si dané prvky pola R). Vyjadrite det(f(A))
pomocou znamych tudajov.

. * Dokézte, Ze matica A € M, ,(R) je nad polom R podobna diagondlnej
matici prave vtedy, ked minimdlny polyném p 4 (¢) sa nad R aplne rozkladd
na navzajom rozne linearne cinitele.
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1. Pririesenf tejto a nasledujiicej tlohy mézete vyuzit vetu 13.25 zo skript J. Korbas, S. Gyiirki,
Prednasky z linedrnej algebry a geometrie, Vydavatelstvo UK, Bratislava 2013. Néjdlte
Jordanov normdlny tvar (nad R) matice

4 6 O
A=|-3 -5 0
3 -6 1
-2 0 0
o 2 o7
0 0 1

2. Néjdite Jordanov normalny tvar (nad R) matice

3 1 0 0
4 -1 0 0
A=l 7 1 2
-17 —6 -1 0
1?7200
fo 7o o,
001 7|7
000 1
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. Najdite regularnu linearnu transforméaciu premennych, ktora kvadraticka
formu troch premennych 125 +z2x3+21 73 prevedie na tvar ay? +bya+cy3,
pri¢om a, b, ¢ st z mnoziny {0, 1, -1}.

. N4jdite kdnonicky tvar kvadratickej formy 422 + 3+ 23 — 42 29 + 52123 —
2z9rs a regularnu linedrnu transforméaciu premennych, v tvare z; = ...,
To = ..., T3 = ..., ktorad tato formu prevedie na kédnonicky tvar.

. Najdite kdnonicky tvar kvadratickej formy aﬁ—2x1 To +2x1x3—2x1x4+x§+
22973 — 49wy + 23 — 223 a reguldrnu linedrnu transformaciu premennych,
v tvare y1 = ..., Y2 = ..., Y3 = ..., Y4 = ..., Ktord tato formu prevedie
na kdnonicky tvar. [y + y3 — y3? ys = Ta,y3 = To — T3 + 274,Y2 =
To + X3+ T4, y1 = T1 — To + T3 — T47]

. * Prevedte kvadratickt formu Y z? + ", <k ZiTr Na kdnonicky tvar.
[Takmer kanonicky tvar je y? + %yg + %y% +- 4+ ”2—21 2?]
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. D4 sa kvadraticka forma 2x1xs —6x123— 62924+ 22324 previest regularnou
linedrnou transformaciou premennych na formu 3y1ys — 4y1ys + 6y2y3?

. Néjdite kanonicky tvar kvadratickej formy 3z% + 223 — 23 — 223 + 22,25 —
dxoxs3+2x0x4 a tiez regularnu linedrnu transforméciu premennych v tvare

Tl = oo, Tog = ooy T3 = ..., Tg = ..., ktord povodni formu prevedie na
PR 2,2 .2 2 _ /629
kénonicky tvar. [yi +vy5 — y3 — Y15 ., Ta = Y5 ya7]

. * a) Néjdite explicitni nevyhnutni a postacujiicu podmienku na to, aby

kvadratickd forma 77" | axf + 2377, bx;x; bola kladne definitna.

b) Néjdite explicitnii nevyhnutni a postacujiicu podmienku na to, aby
kvadraticka forma > | az? + 2 > i<icj<n bxiz; bola kladne definitna.
[Pri ktorej z tychto moznosti nevyhnutnd a postacujica podmienka znie:
a>0aa—b>0aa+ (n—1)b> 07
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. Dokazte, ze kvadraticks forma az? 4 2bxy+ cy? premennych z, vy je kladne
definitna prave vtedy, ked a > 0 a ac — b*> > 0.

. Najdite vSetky hodnoty parametra a € R, pre ktoré je kvadratickd forma
527 + 23 + ax3 + 4x179 — 23123 — 27923 kladne definitnd. [a > 27?]

. Najdite vSetky hodnoty parametra a € R, pre ktoré je kvadratickd forma
(4—a)x? +(4—a)z3 — (2+a)z3 +4x179 — 82173 + 87923 kladne definitn4.
[a < —67]

. * Dokazte, ze vsetky vlastné hodnoty kladne definitnej matice st kladné.
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. Néjdite vsetky hodnoty parametra a € R, pre ktoré je kvadratickd forma
—92% + 6ax1z2 — 23 zdporne definitna. -1 < a < 17]

. Dokézte, ze ak kvadratickd forma s maticou A je kladne definitnd, tak aj
kvadratickd forma s maticou A~ je kladne definitna.

aip ... (0513
. * Nech matica A = (a;;) € M, (R) je symetrickd a A; = det

a;1 e (077
nech oznacuje jej i-ty hlavny minor. Dokézte, Ze A je zdporne definitnd
matica prave vtedy, ked jej hlavné minory sua striedavo zaporné a kladné:
A; <0, Ay >0, A3 <0, ..., A, <0, ak n je neparne, resp. A,, >0, ak n
je parne.
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A0 0
. N4jdite maticu C € O(3) takt,ze CACT = [ 0 X2 0 |,kde A1, A2, A3
0 0 As

st vlastné hodnoty redlnej matice A, ktora je maticou kvadratickej formy
troch premennych 223 + z3 — 4125 — 4woxs. [Tvar blizky ku kanonickému
je 4y? +y3 — 2y3; dostane sa ortogon. transform. ) = (2/3)z1 — (2/3)x2 +
(1/3)1’3,1/2 = (2/3)1’1 + (1/3)1’2 — (2/3)%3,1’% = (1/3)1’1 + (2/3)%2 +
(2/3)x37]

. Néjdite ortogondlnu maticu P a diagonadlnu maticu D tak, aby platilo
PAPT = D, ak
2 1 =2
A=| 1 2 =2
-2 -2 5

. Najdite ortotgnalnu maticu P a diagondlnu maticu D tak, aby platilo
PAPT = D, ak

1 01
A=10 2 0
1 01

. Najdite ortogonalnu maticu P a diagonalnu maticu D tak, aby platilo
PAPT = D, ak

-1 2 00
2 -1 00
A= 0o 0 2 3
0o 0 3 2
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. Zistite, akt krivku vyjadruje rovnica 2zixe — 4z — 229 + 3 = 0 a nakres-
lite ju v kartezidnskej stradnicovej sustave Oxzyzo. [Je to hyperbola, so
stredom v bode S = (1,2), jej asymptoty si 21 = 1, resp. xg = 27]

. Dokézte, 7e priamka 7x; + w2 + 6 = 0 prechddza stredmi kriviek 323 —
Tr12x9 — 636% +3x1—922+5=0a 330% —b5x12To +6x§ +11lxy — 1729 +13 = 0.

. Dokézte, Ze rovnica 51‘% + 6x119 + 530% — 1621 — 1622 — 16 = 0 vyjadruje
elipsu a nakreslite ju v kartezianskej stiradnicovej ststave Oxxs.

. Zistite, akt krivku vyjadruje rovnica 5x% +12x 129 — 2221 — 1225 — 19 = 0,
napiste jej kdnonickd rovnicu a nacrtnite ju v kartezianskej stradnicovej
ststave Ox1z2. [Hyperbola u?/4 — v%/9 = 1, stred (1,1), bod na osi u:
1/4/13(3,2), bod na osi v:1/4/13(-2,3)?]

. *Nech ¢ : V — R je homogénna kvadraticks funkcia na redlnom vektoro-
vom priestore V. Je mnozina {Z € V; (&) > 0}, resp. {Z € V;¢(Z) < 0}
vektorovym podpriestorom vo V? [Uvazujte o ¢(%) = a3 + 23 — 2% pre
V =R3]
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. Najdite maticu linedrneho zobrazenia
f ‘R? = Rg, f(l‘l,l‘g) = (JJ1 + x9,x1 — X2,T1 + 2.132),

vzhladom na bazy ((1,1),(1,-1))a ((1,1,1),(1,—-1,-1),(1,1,—1)). [1.riad.
5/2, 7, -3/2; 2. riad. -1/2, 7, 3/2.]

. Ukéazte, ze ak V je vektorovy priestor s bazou (v1,...,,), tak linedrny
izomorfizmus d : V. — V*, d(¢;) = vf (i = 1,...,n), vo vSeobecnosti zdvisi
od bézy (¥4, ...,7,) (a teda nie je kdnonicky). [Navod: uvazujte o V = R;

ak za bazu v R zoberieme (1), definujeme linedrne zobrazenie d; : R — R*,
dq(1) = 1%, resp. ak za bazu zoberieme (2), definujeme linedrne zobrazenie
dy : R — R*, do(2) = 2*. Ukézte, Ze do # dy.]

. Dokézte, 7e linedrne zobrazenie f : RF — R*® je injektivne prave vtedy,
ked k nemu dudlne zobrazenie f* : (R*)* — (R¥)* je surjektivne.

. * Dokazte, ze ak V je konecnorozmerny vektorovy priestor a z* je nenulovy
prvok dudlneho priestoru V*, tak dim(V) — dim(Ker(z*)) = 1.



