Doplnkova domaca uloha z algebry I

VyrieSenim nasledujtcich prikladov mozete ziskat dalsie body ku skiske z
algebry, resp. k doplnkovym cvi¢eniam z algebry. Priklady treba odovzdat, napr.
do m6jho prie¢inku na M127, aspon jeden den pred terminom, na ktorom majt
byt zaratané.

Bodovanie je robené systémom prvy bod jeden priklad, druhy bod dva pri-
klady atd. Prakticky to znamena, ze odovzdané priklady obodujem normélne a
vysledok zobrazim funkciou f, ktord splia 0f = 0, 1f =1, 3f = 2, 6f = 3,
10f = 4 a ktorej graf je na kazdom z intervalov (0,1), (1,3), (3,6), (6,10)
useckou. Pripadné prémiové body sa prendsaju v plnej vyske.

Pripominam, Ze sucastou riesenia je aj dokaz spravnosti.

Priklad 1. Nech f : X — Y je zobrazenie. Dokézte, Ze f je injektivne prave
vtedy, ked pre kazdé A, B C X plati (AN B)f = AfNBYf.

Priklad 2. Nech (F, +,-) je koneéné pole s ¢ prvkami a n je prirodzené &islo.
Uréte velkost grip GL(n, F) a PGL(n, F) ako funkciu ¢ a n (GL sa regularne
matice, PGL je faktorizované podla skalarnych nésobkov identity).

. . 1 0 t 0 0 1 0 ¢ .
Pr1klad3.NechH{:|:<0 1>,:t<0 —i>’i(—1 0),:|:<Z. 0>},Je

mnozina matic s komplexnymi koeficientami. Overte, ze H je grupa vzhladom na
nasobenie matic a zistite, ¢i je tato grupa izomorfna s niektorou z griap (Zs, +),
(Z4 X ZZ; +)7 (Zga—’_)v (D4a 0)7 (A470)'

Priklad 4. Nech n > 1 je prirodzené ¢islo a nech Z* = {a € Z,, : Jb €
Z,, ab=1}.

1. Dokéazte, ze (Z;,-) je grupa.
2. Dokéazte, ze Z) = {a € Z,, : NSD(a,n) = 1}.

3. Vypocditajte velkost Z .

Priklad 5.

1. Dokazte, ze podgrupa grupy (Q \ {0},-) generovand mnozinou {2,3} je
izomorfné s grupou (Z2, +).

2. Dokéazte Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n grupa (Q\ {0}, -) obsahuje podg-
rupu izomorfna s grupou (Z", +).
Priklad 6. Nech (G, ) je grupa, nech N je normalna podgrupa (G, -) a nech
H je normélna podgrupa (N, -). Dokézte, ze H je normélna podgrupa (G, -).

Priklad 7. Nech (G, -) je grupa, nech N je norméalna podgrupa grupy (G, -)
a nech H je podgrupa grupy (G, -). Dokazte, ze plati:

1. H-N={hn: h€ H, n€ N} je podgrupa G.

2. N je normélna podgrupa (H - N,-) a HN N je normélna podgrupa (H, ).



3. Faktorové grupy (H - N/N,-) a (H/H N N,-) st izomorfné.

Priklad 8. Nech n > 1 je prirodzené éislo.
1. N&jdite v8etky grupové homomorfizmy (Z,,+) — (C\ {0}, ).

2. Dokéazte, ze na mnozine M v8etkych homomorfizmov (Z,,+) — (C\{0},-)
je predpisom x (¢ x 1)) = zp - x1) definovand bindrna operécia, a ze dvojica
(M, %) je grupa.

3. Prémia. Zistite, ¢i je tato grupa komutativna, pripadne cyklicka.

Priklad 9. Nech n > 1 je prirodzené ¢islo a nech
M = {{a,b}: 1 <a,b<mn, a#b}.
Dokazte Ze grupa (S,,o) mé na mnozine M akciu p definovant predpisom

({a,b}, ¢)p = {ap, by}. Zistite pre ktoré n st vSetky permutécie p, mnoziny M
péarne.

Priklad 10. Nech n > 1 je prirodzené ¢islo a nech
M= {{a,b}: 1<a,b<mn, a#b}.

1. Dokézte ze grupa (S, o) ma na mnozine M? akciu p definovanii predpisom
(({alv b1}7 {a27 bg}), QD)P = ({al(% b1(,0}, {a%pﬂ b290})‘

2. Najdite vsetky orbity tejto akcie.

3. Pre kazdy prvok mnoziny M? néjdite je stabilizator v akcii p.



