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Uvod

Ako je napisané uz v nazve, tato praca sa zaoberd algebraickou teoériou ¢isel. Pri
analyze tohto pojmu slovo po slove by sme mohli prist k zaveru, Ze by to mohla
byt akasi teoria, ktord sa na ¢isla pozera algebraicky. Takéto vysvetlenie ani nebude
daleko od pravdy; algebraicka tedria ¢isel skama algebraické rozsirenia racionélnych
¢isel. Teda k polu racionalnych ¢isel sa pridaji akési nové prvky, konkrétnejsie
nejaké algebraické komplexné &isla, a s nimi aj vietky d’alSie prvky potrebné k tomu,
aby vysledn4 Struktura, ktora budeme skimat, bola opat polom. MnoZina celych
¢isel ako podmnozina racionalnych ¢isel sa v tychto rozsireniach taktiez obohacuje
o nové prvky, ziskava nové zaujimavé vlastnosti alebo niektoré vlastnosti stréca;
ukazuje sa, ze prave takyto pohlad “zvrchu”, pri ktorom celé ¢isla vystupuji ako
najjednoduchsi a zakladny pripad, ndm umoziiuje nahliadnut hlbgie do Struktury
C¢isel a pomaha pochopit a uvedomit si zname fakty v novom svetle. NavySe, niektoré
intuitivne jasné a zrejmé fakty, ktoré v celych ¢islach platia, v tychto rozsireniach
platit nemusia a prave podobné “zadrhele” nas nutia zamyslat sa a hladat savislosti
aj tam, kde by sme ich vobec necakali.

Prvé napady a myslienky veduce k algebraickej teorii ¢isel sa zacali objavovat
priblizne v 19. storo¢i; spomenme napriklad Kummerov dokaz Velkej Fermatove;
vety pre isté $pecialne pripady. Taktiez niektoré tvrdenia tykajuce sa celych ¢isel sa
daju pomocou metod algebraickej teorie ¢isel Tahko a elegantne dokézat.

Dnes uZ je algebraicka teéria ¢isel do hibky rozpracovanou ¢astou matematiky, so
svojimi vlastnymi vyznamnymi tvrdeniami a dosledkami. A nevyhybaju sa jej ani
praktické aplikacie; napriklad v stcasnosti (r. 2010) najrychlejsi znamy algoritmus
na faktorizaciu velkych ¢isel, tzv. number field sieve, vyuZiva préve algebraicku
teodriu Cisel.

My sa v8ak budeme zaoberat len zakladmi algebraickej teorie ¢isel; uplné tedria
je velmi bohaté a dolezité ¢i vyznamné tvrdenia nielen Ze nevyslovime, ale nebudeme
mat ani dovod ¢i néstroje na to, aby sme sa mohli pytat tie spravne otazky, ktoré
k vyznamnym tvrdeniam vedd. Uspokojime sa s vysvetlenim zakladov, ktoré mozu
zvedavému a o dand tedriu sa zaujimajtcemu Citatelovi pomoct pochopit niektoré
hlbsie myslienky. A prave to je ciefom tejto prace; poskytnut itatelovi uvod do
algebraickej teorie ¢isel a zaroveii nacrtnut myslienky, ktoré si dokdzu néjst rozne
aplikicie v teorii Cisel.

Hlavnym zdrojom informécii pre tito pracu bola kniha [1] ; pat kapitol tejto préace
volne sleduje prvych pét kapitol spominanej knihy. Pre tuspe$né pochopenie textu
predpokladame, Ze Citatel je oboznameny so zdkladnymi poznatkami z tebrie grup,
okruhov, poli a linearnej algebry. Takmer vSetko potrebné sa da najst v knihach [2]
a[3].

Na konci kazdej kapitoly sa nachadza niekolko rieSenych tloh, v ktorych ilus-
trujeme vyuzitie novych pojmov a tvrdenf na jednoduchych prikladoch. Citatel sa
moZe pokusit vyriesit tieto tlohy najprv sam; preveri tak svoju iroven pochopenia
novych pojmov a zaroven si moze uvedomit nové suvislosti, ktoré by mu inak zostali
skryté.



Kapitola 1

Pomocné tvrdenia

V tejto prvej kapitole zbezne pripomenieme potrebné definicie a tvrdenia, ktoré
budeme v d'alSom texte vyuzivat. Vacsina tvrdeni v nej v8ak bude bez dokazov,
len s odkazom, kde sa dany dokaz da najst. Jednak preto, Ze niektoré z nich budua
mozno Citatelovi uz zndme, a jednak je nagim hlavnym cielom algebraicka teodria
¢isel a tvrdenia z tejto kapitoly budeme vyuZivat len ako prostriedok na dosiahnutie
tohto ciela. Samozrejme, zvedavy Citatel si moze vyhladat v odkazoch dokazy, ktoré
ho zaujimaju a ¢o-to sa z nich naudit.

V texte budeme pouZzivat znacenie: Z pre celé &isla, Q pre racionalne ¢isla a C
pre komplexné ¢isla.

1.1 Okruhy, idealy

Okruhom nazyvame struktiaru (R, +,.) kde R je nepréazdna mnozina, (R, +) je ko-
mutativna grupa, . je asocivativna bindrna operacia na R a pre vietky a,b,c € R
platia distributivne zakony: a.(b+ ¢) = a.b+ a.c a (b+ ¢).a = b.a + c.a.

Neutralny prvok operédcie + oznacujeme 0. Ak k operécii . existuje neutralny
prvok, oznacujeme ho 1 a okruh nazyvame okruh s jednotkou. Vyzadujeme vsak,
aby 0 # 1.

Charakteristikou okruhu R nazyvame najmensi spolo¢ny nasobok radov prvkov
grupy (R,+). Ak tento najmensi spolofny nasobok neexistuje, charakteristika je
nekonetno (niektori autori hovoria o charakteristike nula).

Okruh celych &isel Z, s ktorym budeme ¢asto pracovat, je oborom integrity; teda
je to komutativny okruh, v ktorom maé operacia . neutralny prvok a v ktorom neex-
istuja nenulové a,b také, ze a.b = 0. Ak v obore integrity ku kazdému nenulovému
prvku existuje inverzny, teda k a € R existuje také b € R, 7Ze a.b = 1, tak takito
Struktiru nazyvame pole. Prikladmi mozu byt Q, C, alebo zvyskové triedy Z, pre
p prvocislo.

Tie prvky okruhu R, ku ktorym existuje inverzny prvok, tvoria grupu, ktora
oznacujeme U(R) a nazyvame grupa delitelov jednotky.

Tvrdenie 1.1. Ak R je obor integrity s kone¢ne vela prvkami, tak R je pole.

Doékaz. Nech a je l'ubovolny nenulovy prvok R. Chceme ukazaf existenciu in-
verzného prvku k a. Utvorme preto siciny ab cez vSetky b z R. Tieto stciny st
rozne, lebo ak by ab = ac pre b # ¢, tak a(b— ¢) = 0, €o je spor s tym, Ze R je obor
integrity. Teda mnozina stcinov ab pokryje celi koneéni mnozinu R a nutne pre
nejaké b bude ab = 1. Teda R je pole.

Dalsim dolezitym pojmom je pojem idedlu okruhu.

Idedl I je taky podokruh okruhu R, pre ktory plati, Ze pre vietky a € Ratr € I:
at € I,ia € 1.

Faktorovy okruh R/I je mnozina tried rozkladu a + I pre a € R s operaciami



definovanymi ako (a4 1)+ (b+1) = (a+b)+1a (a+1)(b+1) = ab+ 1. Sulet dvoch
idealov I a J, teda mnozina {i+ j, i € I, j € J} je idedl a oznatujeme ho I + J.
Podobne sucin dvoch ideélov, teda mnozina {ij, i € I, j € J} je ideal a oznacujeme
ho IJ. Ideal generovany mnozinou A C R oznacujeme (A). Je to najmensi ideal
obsahujici tito mnozinu. Ideal generovany jednym prvkom nazyvame hlavng.

Provoideadl P je taky idedl, ze ak pre idedly I, J plati IJ C P, tak I C P alebo
JCP

Mazimdlny idedl M je taky ideal, ze ak M C I, tak I = M alebo I = R.

Tvrdenie 1.2. Nech R je komutativny okruh s jednotkou. Potom plati:
(a) Faktorovy okruh R/I je obor integrity prave vtedy, ked I je prvoideal.
(b) Faktorovy okruh R/I je pole prave vtedy, ked I je maximalny ideal.

Dokaz. Da sa najst v [2], str. 190 alebo v [3], str. 383.

Doésledok 1.3. Kazdy maximélny ideal je prvoideal.

1.2 Polynémy

Pod pojmom polynému f v neurcitej ¢ s koeficientami z nejakého okruhu R rozu-
mieme prvok okruhu R[t], teda f(t) = .1, a;t’, a; € R. Ak R je obor integrity,
tak aj tento okruh je obor integrity. Stupen nenulového polynému je najvyssi ex-
ponent %, pri ktorom je nenulovy ¢len a;. Hovorime, 7e polyném f(¢) deli polyném
g(t), ak existuje polynom h(t) taky, ze f(¢t)h(t) = g(t). Ak « je koreqr polynému
f@t), tak (t — «) | f(t). Najvicsie také ¢islo m, ze (t — )™ | f(t) sa nazyva na-
sobnost koreha «. Pre polynoémy p(t),¢(¢t) nad polom F modzme definovat ich na-
jvacsi spolo¢ny delitel ako polynom d(t) taky, ze d(t) | p(t), d(t) | ¢(t) a ak nejaky
polynom r(t) tiez deli p(t) aj q(t), tak (t) | d(t). NavySe existuji polynéomy u(t), v(t)
take, ze u(t)p(t) + v(t)q(t) = d(t). Hladat polyném d(¢) moézme pomocou Eukli-
dovho algoritmu, z ktorého zérovein vieme ziskat polynémy u(t) a v(t). Ireducibilny
polyném f(t) je taky polynom, pre ktory pri kazdom rozklade f(t) = g(t)h(t)
je g(t) alebo h(t) delitel jednotky. Ak f(¢) je polyném nad nejakym polom F,
tak je ireducibilny prave vtedy, ked nemé delitelov stupha mengieho, ako je jeho
stupeil. Pre polyném f(t) = >, a;t" mozme definovatf jeho formalnu derivaciu
ako Df(t) = Y1 i x a;t* 1. Téato definicia sa zhoduje s definiciou z matemat-
ickej analyzy a zaroven platia rovnaké pravidla pre derivaciu suc¢tu a sucinu, teda
D(f+g)=Df+ Dga D(fg) =gDf + fDg.

Tvrdenie 1.4. Nech F je pole s charakteristikou nekone¢no. Nenulovy polyném
f(t) s koeficientami z F' ma nasobné korene prave vtedy, ked stupenn najvacsieho
spolo¢ného delitela f a Df je aspoi 1.

Dokaz. Da sa najst v [1], str. 17 alebo v [2], str. 245.

Dosledok 1.5. Kazdy polyném ireducibilny nad Q nema v C nasobné korene.

Dokaz. Ak f(t) je ireducibilny polyném nad Q, tak najvacsi spolo¢ny delitel f
a Df jel (lebo f nema ziadnych netriviadlnych delitelov). Existuju teda polynémy



u a v také, ze uf + vDf = 1. Ak sa v8ak na tuto rovnost pozrieme ako na rovnost v
poli C, tak hovori, Ze najvacsi spolo¢ny delitel f a Df je 1. Teda podla predchadza-
jucej vety nemd polyném f v poli C nasobné korene.

Ak chceme polynom zo Z [t] rozlozit na su¢in polynémov nad @, tak nam staci
hladat delitele len zo Z [t], ako hovori nasledujica lema:

Lema 1.6. (Gaussova) Nech f € Z[t] a f = g.h, kde g,h € Q[t]. Potom ex-
istuje nenulové \ € Q take, Ze A\g aj A\~1h patria do Z [t].

Dokaz. D4 sa najst v [1], str. 18 alebo (pre vetu v trochu inom zneni) v [2],
str. 304 alebo v [3], str. 86.

Na dokézanie ireducibility niektorych polynémov mézme vyuzit lemu:

Lema 1.7. (Eisensteinovo kritérium) Nech je dany polyném f(t) = a,t™ +
...+ ait+ag € Z[t]. Ak existuje prvodislo p takeé, 7e

1. pdelia; prei=0...n—1

2. p nedeli a,,

3. p? nedeli ag,

tak polyném f(t) je ireducibilny nad Z (a teda aj nad Q).

Dokaz. D4 sa najst v [1], str. 19, v [2], str. 305 alebo v [3], str. 90.

Budeme taktiez vyuzivat fakt, ze pole C je algebraicky uzavreté; teda ze kazdy
polyném stupha aspoi 1 s redlnymi koeficientami v fiom ma koren.

1.3 Rozsirenia poli

Zakladnym prvkom na budovanie algebraicke] tedrie ¢isel je pojem rozgirenia pola.
Ak je dané pole F, tak pole L sa nazyva roz§irenim pola F, ak F je podpole L.
Povodna motivacia k zavedeniu takéhoto pojmu bolo hladanie korefiov polynémov
s koeficientami 7z daného pola. Ak mame polyném f(t) s koeficientami z pola F,
ktory v tomto poli nemé koren, oznac¢ime symbolom wu korehi tohto polynému v
akomsi nadpoli F' a vytvorime rozsirenie F'(u), teda najmensie pole obsahujice pole
F a prvok u. V tomto poli uz polyném f(¢) méa kored.

Napriklad polyném t? + 1 nemé koreir v poli racionalnych éisel Q. Ak viak
vytvorime rozsirenie Q (i) , kde i> = —1, tak v tomto poli u% ma polyném t? + 1 dva
korene a d4 sa napisat ako f(t) = (¢t —i)(t +1).

Ak pole L je rozsirenie F, tak prvok u € L sa nazyva algebraickyj nad F, ak splha
nenulovy polynom s koeficientami z F. Rozsirenie F'(u) potom nazyvame jednoduché
algebraické rozsirenie. Podobne rozsirenie L nazveme k—ndsobné algebraické rozsire-
nie pola F', ak existuju prvky wui,us,...,ux € L a postupnost jednoduchych alge-
braickych rozsireni Fy = F(uy), Fo = Fi(ug),... Fx = Fp—1(ux) = L.

Minimdlny polyném pre u € L je nenulovy monicky polyném najmensieho stupia,
ktory u spliia. Tento polyném je vizdy ireducibilny. Napriklad éslo 4 je algebraicke
nad Q, lebo splha polyném t* — 1 s koeficientami z Q, ale tento polyném nie je jeho
minimalnym polynémom. Existuje totiZz monicky polyném mensieho stupia, t2 + 1,



ktory i splia.

Ak pre prvok v € L neexistuje nenulovy polyném s keoficientami z F', ktory by
v splial, tak v sa nazyva transcendentny nad F. Da sa ukazaf, Ze Gislo 7 (pomer
obvodu kruZnice k jej priemeru) je transcendentné nad Q.

Tvrdenie 1.8. Nech u je algebraicky prvok nad polom F a f(t) je jeho min-
imalny polyném. Potom F(u) = F [t] /(f(t)).

Dokaz. D4 sa najst v [2], str. 311.

Dolezitym pozorovanim je, ze rozSirenia poli st vlastne vektorové priestory nad
povodnym polom. Teda v nich mé zmysel definovat pojmy bazy a dimenzie. My
sa budeme zaoberat len koneénymi rozsireniami, teda takymi, ktoré maja kone¢nu
dimenziu. Nie je fazké ukazat, Zze kazdé kone¢né rozSirenie je algebraické, teda Ze
kazdy prvok patriaci do takéhoto rozsirenia je algebraicky.

Tvrdenie 1.9. Nech F(u) je rozsirenie pola F a n je stupeit miniméalneho polynému
pre u. Potom mnozina {1,u,u?,...,u" '} je baza F(u) ako vektorového priestoru
nad F' a tento priestor ma dimenziu n.

Dokaz. D4 sa najst v [2], str. 311.

Dimenziu rozsirenia L ako vektorového priestoru nad F nazyvame stupriom
roz§irenia a oznacujeme [L : F].

Tvrdenie 1.10. Nech pole L je rozsirenim K a K je rozsirenim F. Potom [L : F| =
[L:K][K:F]aak {u,...,u,} je bdza K nad F a {vy,...,v,,} je baza L nad F,
tak {u;v;;i=1...n,j=1...m} je baza L nad F.

Dokaz. Da sa najst v [2], str. 315 alebo v [3], str. 411.

Ak pole K je rozsirenie pola F, tak vnorenie K do nejakého pola L je injektivny
homomorfizmus [ taky, Ze f ziuZené na F je identita.

1.4 Symetrické polynoémy

Polynom f(ty,ta,...,t,) z okruhu polynémov v n premennych R [ty,ta,. .., t,], kde
R je komutativny okruh s jednotkou, nazveme symetrickyj, ak sa nezmeni pri Ziadnej
permutacii neur¢itych. Teda f(t1,t2,...,tn) = f(tx(1),tr(2),- -+ tx(n)) Pre kazda
permutéciu m € S,,.

Napriklad, polyném 3 +t3+t3+5t1tats je symetricky ako polynom zo Z [t1, ta, t3],
ale nie je symetricky nad Z [tq, to, t3, t4].

Podobne mozme zadefinovat jednoduché symetrické polynomy nad R [ty,ta, ..., 1]
ako:
s1(ty, .. tp) =t1 +ta+...+ 1,
Sg(tl, e tn) = tltg + tltg + ...+ tn—ltn

Sn(tl, .. .tn) = t1t2 . ..tn



Ak je dany polynom f(t) = ant™ + ...+ a1t + ag z C[t], tak po rozlozeni na
linedrne Cinitele dostaneme f(t) = an(t — a1)...(t — ay), kde «; sa korene f. Po
roznésobeni dostaneme f(t) = a,(t" — s1t" "t 4+ sot" 7% + ...+ (=1)"s,,), kde s; =

si(aq,...,ap). Vidime teda, ze koeficienty daného polynému sa daja vyjadrit ako
hodnoty jednoduchych symetrickych polynémov v jeho korehoch.

Zrejme kazdy polyném v si,...,S8, sa da upravit na symetricky polyném v
t1,...,t,. Plati vSak aj obratené tvrdenie:

Tvrdenie 1.11. Nech R je komutativny okruh s jednotkou. Potom sa kazdy
symetricky polynéom z R [t1,...,t,] d4 napisat ako polyném v sq,...,s,.

Dokaz. Déasa najst (aj s prislusnym algoritmom) v [1], str. 23 alebo v [2], str. 260.

Dosledok 1.12. Nech L je rozsirenie pola K, p(t) je polyném stupha n z K [t]
ab,...,0, € L su korene polynému p(t). Ak h(ty,...,t,) je symetricky polynom z
K[tl,...,tn] , tak h(917,9n) € K.

1.5 Moduly

Moduly sa ¢asto popisuju ako zovSeobecnenia vektorovych priestorov. Vektorovy
priestor je §truktira nad polom, ktoréa spliia akési axiomy-modul je §truktara, ktora
splha rovnaké axiomy, ale namiesto pola nam postaci komutativny okruh s jed-
notkou. Teda formalne: ak R je komutativny okruh s jednotkou, M je komutativna
grupa a « je zobrazenie z R x M — M definované ako «(r,m) = rm a sa splnené
axiomy
(@) (r+s)ym=rm+ sm
(b) r(m+n) =rm+rn
(c) r(sm) = (rs)m
(d) Im=m
pre vietky r,s € R a m,n € M, tak grupu M nazveme R-modul. Podobne mézme
povedat, ze N je R-submodul modulu M, ak N je podgrupa M a pre vietky n € N,
r € R plati rn € N.

Jednoduchymi prikladmi modulov st uz spominané vektorové priestory. Pre néas
bude dolezité pozorovanie, ze ak I je ideal okruhu S, tak I je S—modul.

1 1.5 VoI'né komutativne grupy

Vol'na komutativna grupa je, jednoducho povedané, Z—modul; ¢ize ¢osi podobné
vektorovému priestoru nad Z. Samozrejme, pouzitie slovného spojenia “vektorovy
priestor” je v tomto pripade nespravne, ale pre vytvorenie analégie vyhodné.

Ak G je konefne generovana komutativna grupa, t.j. existuje mnoZzina genera-
torov {g1, g2, - - ., gn } taka, ze Tubovolny prvok G sa da napisat ako myg1+. . .+mngn
pre m; € Z a ak je mnozina {g1,92,...,9s} navySe linedrne nezavisla nad Z,
teda mig1 + ... + mpg, = 0 préave vtedy, ked m; = ... = m,, = 0, tak tato
grupu G nazveme konecéne generovanou volnou komutativnou grupou ranku n a
mnoZinu {gi, go, ..., g} nazveme bdzou (alebo aj Z—bdzou) G. Kazdy prvok G
sa potom da vyjadrit prave jednym sposobom ako kombinécia bazovych prvkov a



G je izomorfna s grupou Z", kde kazdému prvku g = m1g1 + ... + mug, priradime
n—ticu [my,ma,...,my].

Pojem ranku volnej komutativnej grupy je dobre definovany, lebo kazda béza
volnej komutativnej grupy ma rovnako vela prvkov. Pre dokaz tohto tvrdenia uvazu-
jme grupu v8etkych prvkov g + g, g € G a oznafme ju 2G. Pocet prvkov faktorovej
grupy G/2G zrejme nezavisi od bazy. Ale ak existuje nejakd n—prvkova baza G, tak
G/2G méa 2™ prvkov a teda kazda baza musi mat n prvkov.

Podobne ako vo vektorovych priestoroch, aj vo volnych komutativnych grupach
moZme menit bazy a prechddzaf medzi nimi pomocou matic. Ak {z1,...,z,} a
{y1,...,yn} st dve bazy, tak zrejme existuja Cisla a;; € Z takeé, ze y; = Z;'L=1 ;T
a Cisla b;; € Z take, 7e x; = Z?Zl bijyj. Od béazy {z1,...,z,} mozme potom prejst
k baze {y1,...,yn} pomocou matice A = (a;;) a naspat pomocou matice B = (b;;).
Z toho je vidiet, ze AB = I,, teda identickd matica. Determinanty matic A aj B
st celé ¢isla a kedZe ich saéin je 1, tak det(A) = det(B) = +1. Maticu typu n x n
s celo¢iselnymi koeficientami a determinantom 41 nazveme unimoduldrna. Potom
plati tvrdenie:

Tvrdenie 1.13. Nech G je volna komutativna grupa ranku n s bazou {z1,...,2,}
a nech (a;;) je matica typu n x n s celoCiselnymi koeficientami. Potom prvky
yi = Z?:l a;;x; tvoria bazu G prave vtedy, ked (a;;) je unimodularna.

Dokaz. D4 sa najst v [1], str. 28.

Ked sa neskor stretneme s volnymi komutativnymi grupami, budeme potrebovat
eSte niekol'ko tvrdeni:

Tvrdenie 1.14. Nech G je volna komutativna grupa ranku n. Potom kazdé jej
podgrupa H je volna komutativna grupa ranku s < n. NavySe existuje baza G
{z1,...,z,} a kladné celé &isla oy, ..., a5 také, ze {a1x1,...,asxs} je baza H.

Dokaz. D4 sa najst v [1], str. 29.

Tvrdenie 1.15. Nech G je volnd komutativna grupa ranku n a H jej podgrupa.
Potom faktorova grupa G/H je kone¢na prave vtedy, ked G a H maju rovnaky rank.
V tom pripade, ak {z1,...,z,} je bdza G, {y1,...,yn} béza H a y; = Z;‘Zl aijTj,
tak grupa G/H ma4 |det(a;;)| prvkov.

Dokaz. D4 sa najst v [1], str. 30.

Tvrdenie 1.16. Podgrupa kone¢ne generovanej komutativnej grupy (nie nutne
vol'nej) je konetne generovana.

1.6 Ulohy

1. Ktoré z nasledujucich polynéomov st nad Z ireducibilné?
(a) 2 +3

(b) 2 — 169

() B+t +t+1



2. Najdite minimalne polynémy nad Q pre prvky:
144

3. Najdite stupne rozsireni:
(a) QW7): Q

(b) C(VT) : C

(c) Q(V5,V7,V35) : Q

4. Najdite pocet prvkov grupy G/H, ak G je voIna komutativna grupa so Z—béazou
{z,y,z} a H je jej podgrupa generovana prvkami:

(a) 2x,3y, 7z

(b) x4+ 3y — 52,2z — 4y, T + 2y — 92

(c) x

RieSenia

1. (a) Polyném ¢ + 3 je ireducibilny nad Z podl'a Eisensteinovho kritéria pre p = 3.
(b) Polyném ¢* — 169 nie je ireducibilny nad Z, lebo t* — 169 = (¢ + 13)(t — 13).
(c) V tomto pripade, pre polyném t3 + t? + ¢ + 1 nam Eisensteinovo kritérium
nepomoze. Staci si v8ak v8imnut, ze hodnota tohto polynému v —1 je 0, teda t + 1
jedelitel 3 +t*+t+1lat>+t2+t+1=>+1)(t*+1).

2. (a) Najcastejsi postup na hladanie minimalnych polynémov prvkov je vyuzitie
faktu, ze n 4+ 1 prvkova mnozina vektorov je v n—rozmernom vektorovom priestore
linearne zavisla. Zvolime si preto rozsirenie Q, ktoré obsahuje dany prvok «, vy-

jadrime jeho mocniny 1,a,a?,...,a™ v baze tohto rozsirenia a potom vyrieSenim
akejsi sustavy najdeme hladani zavislost. Konkrétne pre nas pripad a = 1—% =

%, vezmime si preto rozsirenie Q(v/2,7) s bazou {1, V2,1, \/iz} Vyjadrenia
V2i

1 V2 i
1 1 0 0 0
a2 0o o 1
mocnin « v tejto baze potom si: o2 (2) 0 1 8 . RieSenim sustavy
Bl o -1 2 9
| -1 0 0 0
1 2 0 0 -1|0
00 0 —5 010 o
nad e priestor (¢,0,0,0,%) pret € Q. Pre t =0
001§00(Q)Jp( )pret € Q
0o 2 0o 0 o0]0

dostaneme nulovy polyném, ale pre ¢t = 1 dostaneme monicky polyném t*+ 1, ktory
a spliia. Tento polyném je ireducibilny, lebo pripadny delitel by sa prejavil v sts-

tave ako zavislost mensieho stupiia. Teda t* + 1 je miniméalny polyném pre 1—\}%1

(b) Pre prvok i + /2 = o mézme opit vyuzit rozsirenie Q(v/2,4). Vyjadrenia moc-



1 V2 i V2
1 1 0O 0 O
nin tohto prvku v baze {1,v/2,i,/2i} st e 0 L 1 0 senim ststavy
DR « 1 o o 27
a3l 0 -1 5 0
at| -7 0 0 4
1 01 0 -7]0
8 1 8 _51 8 8 je priestor (9t,0,—2t,0,t), t € Q a teda t* — 2+ 9 je
00 2 O 4 10

minimélny polyném pre i + v/2.

(c) Aj tento priklad by sa dal vyriesit podobne ako predchadzajice, ukdZzeme viak
ista skratku. Minimalnym polynémom pre €3 je f(t)=t*+t+1.Prea = e 42
potom musf platit f(a —2) = 0. Teraz staci rozpisat f(t —2), ¢o je t2 — 3t +3 a teda
t2 — 3t + 3 je miniméalny polyném pre e 4+ 2.

3. (a) Minimalny polyném pre v/7 nad Q je t> — 7, ktory je druhého stupia,
teda [Q(v7) : Q] =2.

(b) Nad C je minimalnym polynémom pre /7 polyném t — /7, ktory je stupia
jedna, teda C(v7) =C a [C(VT) : C] = 1.

(c) Podla tvrdenia 1.10 je

[Q(V5. V7, v35) : Q] = [Q(V5, VT, v/35) : Q(V5, VD) . [Q(VE, VT) : Q(VE)] . [Q(V5) : Q] -
Prvy ¢initel v tomto sucine je jedna; v/35 patri do Q(v/5,v/7) a teda jeho minimalny
polynom, t — /35, je stupha jedna. Treti ¢nitel je dva, lebo minimélny polynom
pre v/5 nad Q je t* — 5. Minimalny polyném pre v/7 nad Q(v/5) musi byt delitel
jeho minimalneho polynému nad Q, teda delitel ¢ — 7. Ale nad C moézme pisat
t2 —7 = (t +/7)(t — V7) a 7iadny 7 tychto delitelov nepatri do Q(v/5), teda t> — 7
je minimélny polyném pre v/7 aj nad Q(v/5) a druhy &initel v stcéine je dva. Stupei
[Q(v/5,V7,v/35) : Q] je potom rovny 1.2.2 = 4.

4. Velkosti faktorovych grup volnych komutativnych griap moézme l'ahko hladat
pomocou tvrdenia 1.15; samozrejme, ak dana grupa aj podgrupa si generované

2 00
rovnakym poctom prvkov. Preto v (a) |G/H|=|0 3 0 |=42,v (b) |G/H| =
00 7
1 3 -5
2 —4 0 |=70av pripade (c) je podgrupa H generované len jednym prvkom,
7T 2 =9

teda G/H je nekonefné grupa.



Kapitola 2

Algebraické ¢isla

V predchédzajicej kapitole sme zaviedli pojem algebraického ¢isla nad Tubovolnym
polom F. Teraz sa podrobnejsie pozrieme na algebraické prvky nad konkrétnym
polom; polom racionélnych ¢isel. Zadefinujeme algebraické ¢iselné pole a uvedieme
nastroje, pomocou ktorych budeme moct &iselné polia skimat a popisovat ich vlast-
nosti. Bude nés hlavne zaujimaf ista $pecidlna podmnozina algebraickych ¢isel;
algebraické celé ¢isla. Ukéazeme, ze algebraické celé ¢isla tvoria podokruh daného
¢iselného pola. A prave tento okruh sa neskor stane stredobodom nasho zaujmu.

2.1 Algebraické cisla

Komplexné &slo o nazyvame algebraické, ak spliia nenulovy polynoém s koeficien-
tami z Q. Nech A je mnozina vSetkych algebraickych ¢isel. Potom plati:

Tvrdenie 2.1. A je podpole C.

Dokaz. KedZze A je neprazdna podmnozina C (0 € A, 1 € A), stadi ukazat
uzavretost na operacie a inverzné prvky. Nech «, f€ A. Vezmime si dve algebraické
roziirenia: Q(a, ) a Q(a). Potom [Q(e,3): Q] = [Q(c,5) : Q(a)] [Q () : Q).
Prvok « je algebraicky nad Q, [ je algebraicky nad Q a teda aj nad Q («). Teda
obidva ¢initele na pravej strane rovnosti si kone¢né ¢isla, tak aj nalavo je kone¢né
¢islo. Kazdé konecné rozsirenie je algebraické a kazdy prvok, patriaci do algebraick-
ého rozdirenia, je algebraicky, teda aj a + 8, a — 3, a8 a aB7! pre 8 # 0, kedze
patria do Q («a, ), st algebraické.

Mame teda pole vSetkych algebraickych ¢isel nad Q; bude to v8ak pre nas len
akysi zdroj objektov pre §tudium a budeme sa rad$ej venovat jeho podmnoZzinam
ako v8etkym algebraickym ¢islam naraz. A ma totiz jednu pre nas nevyhodni vlast-
nost: [A : Q] nie je kone¢né ¢islo. Preto ndm pride vhod nasledujica definicia: Pole
K ako rozgirenie Q nazveme algebraické ciselné pole, ak [K : Q] = n je kone¢né
¢islo. K mozme povazovat za vektorovy priestor nad Q, ktory ma nejaka bazu
{a1,a9,...,an}. Teda K= Q(ay,as,...,qa,). Existuje viak aj “tspornejsie vyja-
drenie:

Tvrdenie 2.2. Ak K je ¢iselné pole, tak K = Q (0) pre nejaké algebraické ¢islo 6.

Dokaz. Najprv ukdzeme, 7e ak L = Q (o, ), tak L = Q () pre nejaké ~.

Nech p je minimélny polyném nad Q pre «, ¢ je minimalny polyném pre 5. Nad
C sa tieto polynéomy daju napisat ako p(t) = (t — aq)(t — a2) ... (t — an), q(t) =
(t—pB1)(t— B2)...(t— Bm), kde bez ujmy na vseobecnosti ay = «, 51 = 5. Podla
dosledku 1.5 st vSetky a; navzajom rozne, podobne aj vetky (3;. Teda existuje na-
jviac jedno z € Q také, Ze pre pevné i, j plati a; + 20; = a + x4. KedZe mame
len konec¢ne vela takychto rovnic, mozeme zvolit také nenulové ¢ € Q, Ze pre vietky

10



it=1...n, j =1...m bude a5 + ¢f; # a+ ¢B. Zvolme v = « + ¢f. Zrejme
Q(v) =Q(a+cf) C Q(a,B). Potrebujeme este ukazat opacnu inkltziu. Postadi
ukazat, ze 8 € Q (), lebo potom « = v — ¢ tieZ patri do Q (7). Vezmime polyném
r(t) = p(y — ct)e Q(v) [t]. Zrejme r(B) = p(y — ¢f) = p(a) = 0 a mame teda dva
polynémy, ¢ a r, ktorych korefiom je 3. Toto je ich jediny spolo¢ny korefi, lebo
pripadny d'alsi § by musel spliiat 6 = B; a sticasne v — cd = o pre nejaké i, j, ¢o
je v spore s volbou ¢. Ak h(t) je miniméalny polyném pre 3 nad Q(y), tak h | ¢ a
h | r. Z toho, ze nad C maju ¢ a r len jeden spolo¢ny korenr vyplyva, ze st(h) = 1.
Teda h(t) =t+ppre p € Q(y) a h(8) = 8+ p = 0. Vidime, 7e § = —pu a teda
patri do Q (7). Tym sme ukazali druha inklaziu. Teraz ak K= Q (a1, g, ..., ay),
tak K= Q (a1 + craz,a3,...,00) = Q (a1 + c1oe + coag, 04, ..., 0) = ... =
=Q(a1+cras+...+ch_10) =Q(0).

Priklad. Najdime vyjadrenie Q (\/5, \3/5) ako Q (0).

Mame aq = V2, as = —v2, f1 = /5, B2 = wV/5, P35 = w25, kde w = 71%\/773 je
komplexnd tretia odmocnina z jednej. Sta¢i nam zvolit ¢ = 1, lebo «; + 3; nie je
redlne ¢islo v ziadnom z pripadov pre ¢ = 1,2, j = 2,3 a a; + (1 reédlne je. Teda
0 =v2+V5aQ(v2,V5) =Q(V2+ V5), no vietkych vyjadreni je nekoneéne
vela, lebo napriklad Q () = Q(-0) = Q6 +1) = Q(g) =...

2.2 Konjugované prvky, diskriminanty

Tvrdenie 2.3. Nech K = Q(0) je ¢iselné pole stupiia n. Potom existuje prave n
vnoreni o; : K — C a prvky o;(6) = 0; st korene minimalneho polynému pre 6 nad

Q.

Dokaz. Nech 6,0,,...,0, su korene minimalneho polynému p pre 6. Podla
dosledku 1.5 su vSetky navzajom rozne a p je ich minimalny polynom, lebo p(6;) = 0
a p je ireducibilny. Kedze Q(0) = Qlz]/ (p(z)) = Q(6;), dostavame n roznych
izomorfizmov o; : Q(0) — Q(6;) takych, ze 0;(f) = 6;. Ak o je nejaké vnorenie
Q(#) — C, tak je to identita na Q a musi platit 0 = 0(0) = o(p(8)) = p(c(8)). Teda
o(0) = 0; pre nejaké i a o;, i = 1...n su vietky vnorenia.

Snad nezagkodi podotkniit, Ze medzi spominanymi vnoreniami sa vzdy nachadza
aj identita na Q(6).

Zobrazenia z predchidzajucej vety vyuZijeme na nasledovné definicie:
Pre a € Q(0) definujme polng polynom (field polynomial v anglittine) ako f,(t) =
[T, (t — oi(a)). Prvky o;(a) budeme nazyvat K-konjugované prvky k a. Tieto
prvky ale vo vieobecnosti nemusia patrit do K. Napriklad pre K = Q(v/2) C R
st kuv/2 konjugované prvky v/2,i/2, — v/2, —iv/2, pricom dva z nich nie st reélne,
teda nepatria do K.

Tvrdenie 2.4. Koeficienty polného polynému su racionalne &isla.
Dokaz. Ak a € Q(), tak sa d4 prave jednym sposobom vyjadrit pomocou béazy
{1,0,6%,...,0" 7'} ako a = ag + a10 + ... + ap—10""' = r(0), a; € Q. Polny

polynom je potom tvaru fo(t) = [\, (t — oy(r(9))) = [I;—,(t — r(6;)). Jeho ko-
eficienty st symetrické polynomy v r(61),...,7(0,) (tzv. Viétove vztahy) a teda
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aj symetrické polynémy v 61, ...,0,, ktoré st koreimi minimalneho polynému pre
0, ktory ma koeficienty v Q. Teda podl'a dosledku 1.12 patria koeficienty £, (t) do Q.

Tvrdenie 2.5. (a) Polny polyném f, je mocninou minimalneho polynému p,,.
(b) K-konjugované prvky k « su korene jeho minimalneho polynému, kazdy s né-
sobnostou =+, kde m = st(py) je delitel n.

(¢) a € Q prave vtedy, ked vsetky K-konjugované prvky k « sa rovnaju.

(d) Q() = Q(0) prave vtedy, ked vsetky K-konjugované prvky k « st rozne.

Dokaz. (a) Minimélny polyném p, je ireducibilny, f,(a) = 0 a teda py | fa-
Toto mozeme zapisat aj ako f, = pih pre nejaké s € N, kde p, a h st navzajom
nesudelitelné monické polynémy. Chceme ukazat, ze h = 1. Ak by to tak nebolo,
a teda st(h) > 1, tak existuje nejaké «; = o;(a), ze h(a;) = 0. Opéatf oznalme
a = r(0) a teda o; = r(0;). Vezmime polynom ¢(t) = h(r(t)). Potom g(6;) =
h(r(6;)) = h(a;) = 0. Z toho vyplyva, Ze minimalny polyném pre 6; (a teda aj pre
) deli g. Potom g(8) =0, g(0) = h(r(0)) = h(a) = 0. a je zrejme korefiom oboch
polynémov, p, aj h, ¢o je v spore s tym, 7e su nestudelitelné. Teda skutocne h = 1
a polny polyném je mocninou minimalneho polynému.

(b) Priamy dosledok tvrdenia (a) a definicie polného polynoému.

(c) Ak a € Q, tak kedZze o; st vnorenia, o;(a) = a € Q. Na druhd stranu, ak
vBetky K-konjugované prvky k « sa rovnaju, tak f,(t) = (¢ — @)™ a z ireducibility
minimalneho polynému mame p, = (t — a) a teda a € Q.

(d) Q(a) = Q(0) prave vtedy, ked minimélny polyném pre « je stupiia n, ¢o je prave
vtedy, ked fo = pa, €0 je prave vtedy, ked v8etky prvky o;(«) st navzdjom rozne.

Teraz si zadefinujeme d'al'si pojem: Pre mnoZinu {aq, @, ..., a,} ako bazu K =
Q (0) vektorového priestoru nad Q nazveme ¢islo A [ag, as, . . ., ] = (det (i ()))?
diskriminant tejto bazy. Priprechode od bazy {a1, as, ..., a,} kbaze {51, 02,...,6n}
pomocou matice prechodu (cji), teda B = E;;l cjraj pre k =1...n, cjr € Q,
det(cjk) 75 0 dostavame A [ﬁl, ﬁg, . ,ﬁn] = (det (Ul(ﬁk)))Q = (det(ai(zyzl cjkaj)))Q =
(det(327_y oi(eji)oi(ay)))? = (det(37_, cjroi(ay)))? =
(det(cjx)det(oi(;)))? = (det(cjr))?Alar, az, ..., ay).

Tvrdenie 2.6. Diskriminant lubovolnej bazy pre K = Q(0) je nenulové racionélne
¢islo. Ak su v8etky K-konjugované prvky k 6 realne, tak diskriminant 'ubovolne;
bazy je kladny.

Dékaz. Vezmime si bazu {1,6,6%,...,6" "'} Jej diskriminant je
A1,6,6%,...,6"'] = (det(0;(67)))? = (det(¢)). Dostavame druhti mocninu tzv.
Vandermondovho determinantu, ktory ma hodnotu det(6?) = [Ticicj<n(ti —t;) a
jeho druh& mocnina je symetricky polyném v 61,05, ...,6,. Podla dosledku 1.12 po-
tom diskriminant patri do Q a kedze 61, 6,,...,0, st navzajom rozne, je nenulovy.
Diskriminant Tubovolnej bazy sa d4 vyjadrit ako (det(c;))?A [1,0,0%,...,6"7 1],
pri¢om obidva ¢initele st nenulové racionélne ¢isla, teda aj ich stcin je taky. Navyse,
ak su vSetky K-konjugované prvky k 6 redlne, tak A [1,6,6% ...,0""!] je druha
mocnina nenulového redlneho ¢isla, teda kladné redlne ¢islo, ¢o spolu s tym, ze
(det(cjx))? je kladné, dava pozadovany vysledok.
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2.3 Algebraické celé ¢isla

Ako sme naznacili uz v uvode, dolezita tlohu budu pre néas neskor hrat algebraické
celé ¢isla. Algebraické celé ¢islo je také o € C, ktoré splha monicky polyném s
koeficientami zo Z. Teda a™ + a,—10" "' + ... + a9 = 0, kde a; € Z pre vietky i.
Napriklad, o = v/—2 je algebraické celé ¢islo, lebo a? +2 = 0. 3 = % je tiez
algebraické celé ¢islo, lebo 32 — 3 —1=10. No vy = % celé nie je. Polynéom 2t — 3
nie je monicky a t — % nemad koeficienty zo Z. Na rozhodnutie, ¢i nejaké algebraické
¢islo je celé alebo nie, nAm moze posluzit lema:

Lema 2.7. Algebraické ¢islo « je celé prave vtedy, ked jeho minimalny polyném
nad Q ma koeficienty zo Z.

Dokaz. Nech p je miniméalny polyném pre o nad Q. Ak mé koeficienty zo Z,
tak « je z definicie celé ¢islo (minimalny polyném je monicky). Na druha stranu, ak
« je algebraicke celé Cislo, tak existuje monicky polynom q € Z [t] taky, ze g(a) = 0.
Zrejme p | q. Z Gaussovej lemy dostavame, ze nejaky A-nasobok p patri do Z[t] a
deli ¢ a kedze p aj ¢ st monické, mame \ = 1.

V zaujme jednoduchsieho vyjadrovania budeme na miestach, kde by nemalo prist
k nedorozumeniu, pouZzivat kratsi vyraz “celé ¢islo” a mysliet pod tym “algebraické
celé ¢islo”. Prvky okruhu Z budeme vyhradne oznacovat ako “racionalne celé ¢isla”.

Nech teraz B je mnozina vSetkych algebraickych celych ¢isel. K tomu, aby sme
ukazali, ze B tvori podokruh A, nam pomoze tvrdenie:

Lema 2.8. Cislo « je algebraické celé ¢islo prave vtedy, ked aditivna grupa gen-
erovand vSetkymi mocninami 1, a, &2, ... je konetne generovana.

Dokaz. Ak a je celé &islo, tak spliia nejaky polyném a” +a,_1a” ' +...+ay = 0,

kde a; € Z pre vietky i. Nech I' je aditivna grupa generovana 1,a,a?,... a1,
Potom aj @ = —a,_1a™ ! — ... —ag patri do I'. Ak pre vietky m < n o™ patri do
T, tak aj ™t = oMt " = o™+t "(—q, 10" — ... — ag) patri do I'. Teda

kazda mocnina « patri do kone¢ne generovanej grupy I'. Predpokladajme teraz, ze
vSetky mocniny « patria do nejakej kone¢ne generovanej grupy G. Potom aj jej pod-
grupa (1, a,a?, .. ) generované prave vietkymi mocninami « je kone¢ne generovani,
s generdtormi vy, va, . .., v,.. Tieto generatory sa dajua vyjadrit ako kombinécie moc-
nin «, teda st to polynémy v « s celo¢iselnymi koeficientami. Prvok aw; je tiez
taky polynom a déa sa vyjadrit pomocou generatorov ako av; = E?Zl bi;vj, bi; € Z,
1 =1...n. Dostavame systém rovnic

b11 — b12 [N bln 0
b21 b22 - ... an 0

0

bnl bng N bnn —a |0

v nezndmych v;. VSimnime si, Ze determinant tejto sustavy je vlastne determinant
matice (b;; —al) a « je teda koren charakteristického polynému matice (b;;). Tento
charakteristicky polynom mé zrejme koeficienty zo Z, teda « je celé ¢islo.

Tvrdenie 2.9. Algebraické celé ¢isla tvoria podokruh pola algebraickych Eisel.
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Dokaz. Zrejme 0 € B, teda B je neprazdna mnozina. Potrebujeme eSte ukazat
uzavretost na operacie a opatné prvky. Nech teda «, 3 € B. Podla lemy 2.8 moc-
niny « patria do konecne generovanej grupy I'y, s generatormi vy, ..., v, a podobne
mocniny [ patria do I'g s generdtormi wy,...,w,. Vezmime grupu I',I's, gen-
erovant vietkymi sucinmi generatorov grup I'y a I'g, teda prvkami v;w;, i =1...n,
j=1...m. Ak sa nam podari ukazat, Ze tato grupa je konetne generovana a patria
do nej vSetky mocniny prvkov o+ 8 a a3, tak podla predchadzajicej lemy a tvrde-
nia 1.16 budi «a + 8 a of celé ¢isla. Ukazat, ze I',I'g je konecne generovana nie je
tazké; zadefinovali sme ju ako grupu generovant prvkami v;w;, teda n.m prvkovou
mnozinou. V grupe I', vieme pomocou generitorov vy, ..., v, vyjadrif jednotku a
Tubovolni mocninu «, podobne v I'g vieme pomocou wi, . .., wy, vyjadrit jednotku
a Tubovolnt mocninu 5. Teda pomocou mnoziny v;w; vieme vyjadrit T'ubovolny
sacin o3, kde k,l st nezaporné celé ¢isla. Ale mocniny prvkov o + 3 a of3 vieme
s pouzitim binomickej vety napisat ako siéty prvkov tvaru a3, ktoré viak vietky
patria do I'y,I'g. Teda kazda mocnina o + 8 a aff patri do I',I's a a+ § a af st
celé c¢isla. Nakoniec, ak « je celé ¢islo, tak aj —a je celé ¢islo, lebo sa da napisat ako
stcin dvoch celych ¢isel (—1) a a a teda B je naozaj podokruh C.

Tymto tvrdenim sme ziskali dal'Sie kritérium na rozhodnutie, ¢ je nejaké alge-
braické ¢islo celé alebo nie. Napriklad moézme s istotou tvrdit, ze ¢isla v/7 + V114
alebo 2/=51/10 st celé, bez toho, aby sme museli hladat ich minimalne polynémy.
Lema 2.8 v8ak v sebe este skryva potenciél, ktory by bola gkoda nevyuzit.

Tvrdenie 2.10. Ak o € C splia monicky polyném s koeficientami, ktoré su alge-
braické celé ¢isla, tak « je algebraické celé ¢islo.

Dékaz. Nech o™ +,_1a" ' +...+19y=0,kde ¢ E Bprei=1...n—1. Potom
podla lemy 2.8 pre kazdé v; existuje kone¢ne generovana grupa I'; s generatormi
Vi1, Yi2, - - - 5 Vik; obsahujica vSetky mocniny ;. Oznac¢me O aditivnu grupu gen-
erovant prvkami 1, o, a?,...,a" !, Vytvorme teraz grupu I’ = I'1 T’y ...T,,_10, teda
grupu generovanu vSetkymi sic¢inmi generatorov grip I'; a istych mocnin «. For-
mélne mozme generatory grupy I' zapisat ako mnozinu prvkov vi;, 724, - - - Yn—1j._, &,
kdej; =1...k;am =0...n—1.Z toho je vidiet, Ze I" je kone¢ne generovana grupa;
pocet jej generédtorov je (najviac) (n—1) H?:_ll k;. Podobne ako v tvrdeni 2.9, vdaka
tomu, ako je I' zadefinovan4, patria do nej vietky siciny tvaru ¥{'s* ... ¢ "7 a™,
kde e; st nezaporné celé ¢isla a m = 0...n — 1. UkAZeme, ze vSetky mocniny
« patria do tejto konefne generovanej grupy I', teda o bude podla lemy 2.8 celé
¢islo. Prvky 1,a,a2,...,a" ! do T zrejme patria. A o™ do T' patri tiez, lebo
a” = —t,_1a™ ! — ... — )y a na pravej strane tejto rovnice si prvky z I'. Na
zaklade tohto pozorovania mozme tvrdit, podobne ako v leme 2.8, Ze ak pre vSetky
k <1 a* patri do T, tak aj o/t = o!T1="(—4),_1a" "1 — ... — ) patri do I'. Teda
kazd4 mocnina « patri do konecne generovanej aditivnej grupy I' a « je celé ¢islo.

Opéat sa nam trochu rozsiril obzor, lebo napriklad mozme tvrdit, Ze korene
polynému 17 + /2t° — 2it? + {/3 su celé ¢isla. Pravda, nevieme ako presne tieto
korene vyzeraji, vieme len, Ze st to algebraické celé ¢isla.

Zadefinujme si teraz mnozinu O = K N B pre ¢iselné pole K. Ok budeme
nazyvat okruh celijch ¢isel v K. Lahko vidiet, Ze Ox je naozaj okruh a Z C Og.
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Lema 2.11. Pre lubovolné « € K existuje nenulové ¢ € Z také, 7e ca € Og.

Dékaz. o" +a,_10" '+ ...+ a9 = 0 pre a; € Q. Nech ¢ je najmensi spoloény
nasobok menovatelov a;. Zrejme ¢ # 0. Po vynasobeni rovnosti ¢islom ¢ dostéavame
a4 ca, 10" 4.+ cag = 0, fo mozme prepisat ako (ca)” +a,_ic(ca) 1+
...+ c"ag = 0, ¢o je monicky polyném s koeficientami zo Z, teda ca patri do Og.

Dosledok 2.12. Ak K je ciselné pole, tak K = Q(6) pre algebraické celé &islo
0.

Dokaz. Staci pouZit tvrdenie 2.2 a predchadzajicu lemu.

Ak 6 je algebraické celé ¢islo v K= Q(6), tak zrejme 0 patri do Og. Spolu s
tym, ze Z C Ok a Ok je okruh dostavame, Ze Z[0] C Ok. Vo vSeobecnosti viak
nemusi platit rovnost; napriklad uz spominané celé ¢islo 1+T\/g sice patri do Q(v/5),
ale nepatri do Z [\/ﬂ . Problému, ako vyjadrit O trochu krajsie nez prienik dvoch
mnozin, sa budeme venovat v dal'Sej casti.

Lema 2.13. Algebraické celé ¢islo je racionélne prave vtedy, ked patri do Z. Inak
povedané, BN Q = Z.

Dokaz. Inkluzia BNQ D Z je zrejméa. Nech teraz o € B N Q. KedZe « je racionélne,
jeho miniméalny polyném je t — a. A kedZe je aj celé, koeficienty jeho miniméalneho
polynému patria do Z. Teda o € Z.

2.4 Integralne bazy

Ako sme slabili a ako naznacuje aj samotny nézov, pozrieme sa teraz na dalsi
dolezity pojem: integralnu bazu. Integrilna biza pre K (alebo pre O) je taka
mnozina as, ..., as prvkov z O, ze kazdy prvok O sa pomocou nej déa jednoznacéne
vyjadrit ako a1 +. . .+asas, kde a; € Z. Z lemy 2.11 dostavame, Ze kazda integralna
baza je zaroven aj bazou K ako vektorového priestoru nad Q, teda s = [K : Q.

Definiciu méme vyslovent, zostava vSak ukazat, Ze integralne bazy vobec exis-
tuja.

Lema 2.14. Ak ay,...,a, je baza K a kazdé a; je algebraické celé &islo, tak
jej diskriminant je nenulové ¢islo zo Z.

Doékaz. Podla lemy 2.6 vieme, 7e diskriminant I'ubovolnej bazy je racionalne
nenulové ¢islo. KedZe vetky «; su celé &isla, aj diskriminant je celé &islo. Teda
podla lemy 2.13 patri do Z.

Tvrdenie 2.15. Kazdé Ciselné pole K ma integralnu bazu. (Og,+) je volna
komutativna grupa ranku n, kde n je stupenn K.

Dokaz. Spomedzi vietkych baz K ako vektorového priestoru nad Q, ktorych prvky
st celé ¢isla vezmime t1, ktord mé& najmensiu hodnotu diskriminantu v absolatnej
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hodnote, teda |A[wi,...,w,]| je minimalna. Takato baza existuje; existuje totiz
aspoit jedna béaza z celych ¢isel (napriklad pre vyjadrenie K = Q(6), kde 6 je
celé ¢islo je fou mnozina {1,6,62,...,6"1}) a absoluatne hodnoty diskriminantov
st prirodzené ¢isla, ktoré st zospodu ohranicené nulou; teda urcdite existuje baza
z celych ¢isel s najmensim diskriminantom. Tvrdime, Ze takto vybrana mnozina
{wi,...,w,} je integralna baza. Ak by to tak nebolo, tak existuje nejaké celé ¢islo
az Ok také, 7e a = aqwi + ... + apwy, kde a; € Q, ale nie vetky a; patria do Z.
Preusporiadajme si prvky wy,...,w, tak, Zze a; ¢ Z. Potom a1 =a+r,kdea € Z a
0 < r < 1. Zvolme si nova bazu: {a — awy,ws,...,w,}. Prvky tejto bazy st opit
celé ¢isla a matica prechodu od béazy {w1,...,w,} k baze {a — aw1,wa,...,wy,} je

a; —a a2 as I

Jej determinant je r a teda A [a — awr,wa, ..., wy] = r2Afwi,...,w,]. Lenze 0 <
r < 1 a dostavame spor s tym, 7e |A [wy,...,wy]| bola minimalna. Dokazali sme,
7e {w1,...,wy,} naozaj je integralna baza a (Ok,+) potom je volna komutativna
grupa ranku n.

Integralne béazy teda existuju; otazne vsak je, ako ich hladat. Videli sme, Ze
baza {1,v/5} pre Q(v/5) nie je integralna. Odpoved pre tento konkrétny pripad
a mnohé dalgie nam moze dat nasledujice tvrdenie, ktorému predchadza defini-
cia: Racionalne celé ¢islo k nazveme ¢islo bez kvadratickijch delitelov, ak neexistuje
prvocislo, ktorého druh& mocnina by delila k. Napriklad kazdé prvocislo je bez
kvadratickych delitelov, ale aj ¢isla 6 alebo 15 st takeé.

Tvrdenie 2.16. Nech {ay,...,a,}, a; € Ok je baza K. Ak Alay,...,an] je
bez kvadratickych delitelov, tak {aq,...,a,} je integralna béaza.

Dokaz. Nech {fi,...,58,} je lubovolna integralna baza. Od nej moZeme prejst k

baze {a1,...,a,} pomocou matice prechodu (¢;;) a Aoy, . .., a,] = (det(c;;))2A B, - .., Bnl.
Pretoze Afaa,...,a,] je bez kvadratickych delitelov, mame det(c;;) = £1 a (¢;5)
je potom unimodulédrna matica. Podla tvrdenia 1.13 je potom {aq,...,a,} baza

volnej aditivnej grupy O, teda integralna baza K.

Vratme sa teraz k ¢iselnému polu Q(v/5). Vieme, 7e {1, %} je baza pozosté-

vajuca z celych ¢isel; vypocitajme teda jej diskriminant.
2
=5

2

S

‘ 1 14+5

2

5 je ¢islo bez kvadratickych delitelov, teda {1, 1+2‘/5} je integralna baza Q(v/5).
V tvrdeni 2.16 sme videli, ze vSetky integralne bazy K maji rovnaky diskrimi-

nant. Preto si moézme dovolit nazvat tato spolo¢nt hodnotu diskriminant ¢iselného
pola K.



2.5 Norma, stopa

V tejto Casti si vytvorime néstroje, ktoré sa nam budi neskor velmi hodit pri
rozhodovani o vlastnostiach algebraickych ¢isel. Ako uZ nazov napoveda, budu to
norma a stopa prvku. Ked oy, ...,0, st vnorenia z K do C, tak normou prvku « z
K nazveme &islo N (o) =[]\, 0i(a) a stopou prvku « éislo Tk (a) = Y1, 04(a).
Pojmy normy a stopy konkrétneho prvku sa vzdy viazu k danému ¢iselnému polu a
ich hodnota moze byt pre rovnaky prvok, ale rozne ¢iselné polia, rozna.

7 predchadzajucich Casti vieme, Ze polny polyném pre «, ako mocnina minimal-
neho polynému pre o méa koeficienty zo Z préave vtedy, ked « je algebraické celé
¢islo. A kedze N(«) je (po pripadnom prenasobeni —1) absolatny ¢len polného
polynému a T'(a) je minus koeficient pri t"~!, dostdvame, Ze norma a stopa alge-
braického celého &isla su prvky Z. Toto je pre nas velmi dolezité pozorovanie, ktoré
nam umozni previest niektoré otazky tykajice sa algebraickych celych ¢isel do reci
racionalnych celych ¢isel, kde sa nam bude ovel'a Tahsie hfadat odpoved.

Z toho, Ze o; st homomorfizmy dostavame, ze N(af) = N(a)N(83) apre p,q € Q
T(po + qB) = pT(a) + qT (). Zrejme N () # 0 pre a # 0.

Vezmime si jednoduchy priklad: Pre Q(v/—5) mame o1(a + by/=5) = a + by/=5
a oa(a + by/=5) = a — by/=5. Teda N(a + b\/=5) = a® + 5b% a T(a + by/—5) = 2a.

Tvrdenie 2.17. Nech K = Q(0) je ¢iselné pole a § ma miniméalny polynoém p
stupiia n. Potom béza {1, 9,6%, ... ,9"’1} mé diskriminant A [1,9, 6%, ..., 0”’1] =

n(n—1)

(=1)" =z N(Dp(6)), kde Dp je derivacia polynomu p.

Dokaz. Vieme, ze A[1,0,6%,....0" "] = [[c;cjc,(0i — 6;)?, kde 6; si K-
konjugované prvky k 6. Pomocou nich vyjadrime p(t) = [[;_, (t—6;). Po zderivovani
dostavame Dp(t) = >0 [[}=, ;.;(t — 0;) a konkrétne Dp(0;) = [T}, ,.;(0; — 0;).
Ked teraz vynasobime vSetky tieto rovnice pre j = 1...n, dostaneme H?Zl Dp(6;) =
sz:“#j(ﬁj — 6;). Lava strana je N(Dp(6)). Na pravej strane mame pre i < j
Cinitele (0; — 0;) aj (0; — 6;), ktorych stcin mozme zapisat ako (—1)(6; — 6,)%.

n) _ n(n—1)

Roznych dvojic 4,7, 1 < i < j < nje (2 5, teda prava strana je rovna
n(n—1) n(n—1)

(=177 Thcicjen(@i = 0;)? =(=1)" =7 A[1,6,6%...,0"].

Tvrdenie 2.18. Ak {a1,...,a,} je baza K, tak Aoy, .., a,] = det(T(ag;j)).

o1(ar) o1(ag) ... o1(an)
Dokaz. Oznatme A= | 72 (Ofl) 02.(.012) oo o2(an)
on(a1) on(ag) ... on(an)
Ala,...,an] = (det(o;(a;)))? = (det(a;(a;)))(det(oj(c;))) = det(A)det(AT) =

= det(AAT) = det(S7, o,(ar)or(ay)) = det(Y, ov(iay)) = det(T(aiy).

2.6 Okruhy celych c¢isel

V predchadzajicom texte sme dokizali tvrdenie, Ze ak diskriminant nejakej bazy
¢iselného pola zloZenej z celych ¢isel je bez kvadratickych delitelov, tak tato baza
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je integralna. Co viak v pripade, ak tento diskriminant nie je bez kvadratickych
delitelov? KaZzdopéadne to neznamené, ze dana béaza nie je integralna, ako uvidime
v dalgej kapitole. Ale potom o danej baze, aj ked tuSime alebo vieme, Ze je inte-
gralna, nevieme tuto skuto¢nost dokazat. V tejto Casti preto uvedieme postup, ako
integrélne bazy hladat aj pre v8eobecnejie situacie. Pomo6ze nam k tomu tvrdenie:

Tvrdenie 2.19. Nech G je aditivna podgrupa O ranku n, kde n je stupen K
anech {ay,...,a,} je Z—béza G. Potom |O/G|* deli Alay,...,an].

Dokaz. Podlatvrdenia 1.14 existuje Z—béaza {51, ..., On} O taka, ze {u1 01, .. ., nln}
je Z—baza G pre nejaké p; € Z. Potom Alaq,...,an] = Aluifi, ..., nfr], lebo
obe stt Z—bazy G. Lenze A (151, .., fnfn] = p3 .. p2A[B1, ..., Bn] = 13 ... u2A,
o je raciondlne celé ¢islo. Z tvrdenia 1.15 vieme, kedze {u1/51,. .., un0n} je baza
G, 7e |O/G| =1 ... pin. Teda Alay, ... an] =|O/G|* A a tvrdenie plati.

Tvrdenie 2.20. Nech G je podgrupa O so Z—béazou {«;,...,a,} a G # O. Potom
existuje celé ¢islo tvaru %(Alal +.oooFAan),kde 0 < A\, <p—1, \; € Zap je také
prvoéislo, ze p? deli Aoy, ..., ap].

Dokaz. Ak G # O, tak |O/G| > 1 a existuje prvocislo p deliace |O/G|. Po-
tom existuje prvok u € O/G taky, 7e pu = g patri do G. Toto u je zrejme celé ¢islo,
lebo patri do O. Podla predchéadzajiceho tvrdenia [O/G|? deli Alay, ..., ay], teda
aj p* deli Ao, ..., q,]. A u mé potom vyjadrenie u = %g = %(Aloq +.otAan),
pre nejaké \; € Z, lebo pomocou Z—béazy {a1,...,a,} vieme vyjadrit kazdy prvok
G. Nakoniec, ak %(/\10414—. .+ Anay) je celé cislo, tak aj %(/\10&14-. o) —a; =
%()\1041 +...+ N —pai + ...+ Apay) je celé Eislo, teda naozaj existuje celé &islo

tvaru %(Xlal + ...+ Apay), kde pre kazdé \; plati 0 < \; < p — 1.

Tvrdenie 2.16 je §pecidlnym pripadom prave dokdzaného tvrdenia; ak je diskrim-
inant nejakej Z—bézy grupy G bez kvadratickych delitelov, tak zrejme neexistuje
prvoéislo deliace tento diskriminant v druhej mocnine a teda G = O.

Ziskali sme teda akysi navod, ako hladaft integralne bazy ¢iselnych poli:

1. Zvolime si nejaku zaciato¢ni mnozinu, o ktorej predpokladédme, Ze je integralnou
bazou.

2. Vypocitame jej diskriminant a ked je bez kvadratickych delitelov, tak mame
integralnu bazu najdent.

3. Ak diskriminant nie je bez kvadratickych delitelov, tak pre kazdé prvocislo p
deliace tento diskriminant preskimame ¢isla tvaru, o akom sa hovori v tvrdeni. Ak
ziadne z nich nie je celé ¢islo, tak mame integralnu bazu.

4. Ak niektoré z nich celé ¢islo je, tak ho priddme do naSej mnoziny, diskriminant
vydelime ¢islom p? a pokracujeme krokom 2.

Tento “algoritmus” v8ak nie je velmi efektivny a univerzalne pouzitelny, lebo
jednak treba najst prvocislo p, ktoré v druhej mocnine deli diskriminant, a potom,
ak je ¢iselné pole stupiia n, treba preskumat p™ prvkov. Preto budeme hladat inte-
gralne bazy len ¢iselnych poli s malym diskrimantom a malého stupiia.

Priklad 2.21. Najdime integralnu bazu pola K = Q (\3/5) .
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Oznatme 0 = {/5 a pre zadiatok si zvolme ako kandidata na integralnu bazu mnozinu
{1,V/5,V/25} . Potrebujeme vypo¢itat diskriminant tejto bézy. Mohli by sme ho zis-
tit priamo z definicie, teda ako determinant akejsi matice, no kedZe tato mnozina je
tvaru {17 0, 92} , mozme vyuZit tvrdenie 2.17. (Samozrejme, vypocitat determinant
matice 3 X 3 nie je ni¢ zlozité, ale ked mame moznost ulahéit si pracu, tak preco ju
nevyuzit.) Minimalny polyném prvku /5 je t3 — 5, jeho derivacia je 3t2, stupein K
je 3 a vnorenia z K do C st popisané obrazmi o;(¥/5) = w'V/5, kde w = _1%\/?3
je komplexné tretia odmocnina z jednej. Teda diskriminant A [1, \3/57 m =
(—1)%° N(3.3/25) = (—1).3>.N(/25) = —3352. (Citatel si mozZe pre overenie vypodi-
15 v [
tat diskriminant z definicie, teda ako determinant | 1 w+v/5 w?V/25 | .) Preski-
1 w25 w25
majme pripad p = 5. Ak a = %()\1 + A2 + A30?) je celé ¢islo, tak jeho stopa a
norma patria do Z. Lenze T'(a) = 3.%)\1 € Z, teda A\; musi byt nula. Po kratsom
vypocte sa d4 ukizat, Ze norma prvku A6 + A36% je 5A3 + 25)3. Toto &islo musi
byt kongruentné 0 mod 125, ak o/ = Ao + A36? je celé &islo. Teda 5A3 + 2505 = 0
mod 125. Tato kongruencia musi platit aj modulo 25, teda 5A3 = 0 mod 25. To ale
znamend, ze A3 = 0 mod 5, teda Ay = 0 mod 5 a Ay = 0. Nasledne vSak 25)\3 = 0
mod 125, teda opét A3 = 0 mod 5 a A3 = 0. Ziadne nenulové celé ¢islo v Ok tvaru
L(A1 + A20 + A36%) teda neexistuje. Pripad p = 3 je zlozitejsi, lebo vypotet stopy
ném nepomoéze. Totiz T'(5(Ay+A20+A36%)) = 3.2\ = Ay € Z. Norma vieobecného
prvku A; + A28 + X362 je A3 + 5A3 + 25A3 — 15A1 A2 )\3, Co musi byt kongruentné 0
mod 27. Modulo 3 dostaneme A\ — A3 + A\ = 0 mod 3, teda jedna z ldambd musi
byt nulovd. Tym sme dostali kongruenciu A} + 53 + 253 = 0 mod 27. Je vidiet,
Ze ak by boli aspon dve lambdy nulové, musi byt nulova aj tretia. No teraz nam
nezostava iné, ako vyskusat vSetky moZnosti; polozit niektoré \; rovné nule, zvy§né
dve mozu nadobudat hodnoty 1 alebo 2 a potom sa pozriet, ¢i je splnend dana kon-
gruencia. Po l'ahkom overeni tychto dvanéstich moznosti zistime, Ze splnend nie je

a teda {1, /5, \3/%} je integralna baza Q (\3/5) .

Priklad 2.22. Né4jdime integrdlnu bdzu K = Q(v/175) a dokéZme, Ze neexis-
tuje integralna béza tvaru {1,6,6%}.

5
u = /245. Potom u = v/5.72 = /245 je celé ¢islo patriace do K a preto si
zvolme za kandidata na integralnu bazu mnozinu {1, V175, v/245} . Této béza nie je
tvaru {1, 0, 92} , teda tvrdenie 2.17 ndm k vypocitaniu jej diskriminantu nepoméze.

Vyuzime preto tvrdenie 2.18 a fakt, Ze stopa prvku neobsahujtceho “Cisto racionalny”
¢len je nulova, lebo T(a + bt 4+ cu) = 3a. Diskriminant bazy {1, V/175, v/245} je

2 .
Najprv si viimnime, e 175 = 52.7 a (\3/52.7) — 7 Ounacme t = Y175,

3 0 0
potom determinant matice | 0 0  3.5.7 |, & je —325272. Preskiimajme pri-
0 3.5.7 0

pad p = 5. Podobne ako v predchadzajiucom priklade pomocou stopy zistime, ze v

hladanom celom ¢isle %(Al + A2t 4+ Asu) je Ay nulové. Pomocou normy dostaneme
kongruenciu 175A34245)\3 = 0 mod 125, teda 35\3+49\3 = 0 mod 25. Toto prepiSme

ako 10A\3 — A3 = 0 mod 25. Ak A, je nulové, tak aj A3 musi byt nulové. M6Zme preto

3
predpokladat, Ze A2 je nenulové a pisat 10 = (%) mod 25. To znamen4, ze 10 je
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kubicky zvySok mod 25; lenZze potom 10 = (5k)3 mod 25, teda 10 = 0 mod 25, ¢o je
zrejme nepravda. Pripad p = 7 sa da vyriesit analogickym postupom. Ostala nam
teda len poslednd moznost, p = 3. Opét nam stopa nepomodZe a musime sa pozriet
na normu prvku A; + Aot + Azu, ktord je tvaru )\i’ + 175)\3 + 245/\§ — 1051 Ag 3.
Modulo 3 dostaneme kongruenciu A3 + A3 — A3 = 0 mod 3, teda niektoré lambda je
nulové a tak ako v predchadzajucom priklade ndm zostalo overit dvanast moznosti
pre kongruenciu A} + 1753 + 245X3 = A3 + 13\3 + 2A\3 = 0 mod 27. Ziadne nové
celé Eisla vSak nevznikni a teda {1, V/175, V/245} je integralna béza K.

Teraz ukéZeme, Ze neexistuje Ziadna integralna baza tvaru {1,6,6%} . Najprv si
v8imnime, Ze ak mnoZina {179,92} je integrélna baza, tak aj {1,9 +1,(0+ 1)2}
je integralna baza a moézme preto predpokladat, ze 0 = bt + cu, b,c € Z. Ak by
mnozina, {1, bt + cu, (bt + cu)2} bola integrdlnou bézou Q(~+/175), tak matica pre-

chodu od {1,t,u} k {1, bt + cu, (bt + cu)2} musi byt unimodularna, teda musi mat

1 0 0
determinant rovny +1. Tato matica je 0 b c a jej determinant je
70bc  Tc®  5b2
5% — 7¢3. Modulo 7 rovnica 5b% — 7¢® = =£1 prejde do tvaru 56 = £1 mod 7,
teda b3 = £3 mod 7, ¢o sa vSak preskiimanim v3etkych moznosti pre b ukaze ako
nemozné. Teda Zadna integrdlna béza tvaru {1,6,6%} pre Q(+/175) neexistuje.

Priklad 2.23. N4jdime integralnu bazu Q(v/2,1).

Zvolme si ako kandidata na integralnu bazu mnozinu {1, \/5, i, \/ﬁz} . Diskriminant
tejto bazy vypocitame opat s pomocou tvrdenia 2.18. Podobne ako v predchadza-
jucom priklade je stopa prvku neobsahujticeho “Cisto racionalny” ¢len nulova; nasa
matica preto bude obsahovat vela nulovych prvkov a jej determinant vypocitame
4 0 0 0

0 4.2 0 0

0 0 4.(-1) 0

0 0 0 4.(-2)
matice je , musime teda preskumat pripad p = 2. Predpis pre normu prvku
a+bv2 + ci + dv2i je (a® — ¢ — 20?4 2d?)? + 4(ac — 2bd)?. Ked7e a,b, c,d mozu
nadobudat len hodnoty 0 a 1, m6zme vyskusat vSetkych 16 moZnosti a overovat, ¢
nie je (a? — c? — 2b% + 2d?)? + 4(ac — 2bd)? rovné 0 mod 16. Takito situdcia nastane
lenprea=b=c=d=0aa=c=0,b=d= 1. Prvy pripad nie je zaujimavy,
v druhom vSak vidime, Zze prvok % mé celoc¢iselnt normu, teda to moze byt
celé ¢islo. Samozrejme, mat celo¢iselnti normu eSte nie je postatujica podmienka
na to, aby dané ¢islo bolo celé; ale je nutna. Ked sa pozornejsie zahladime na tento

lahko. Vlastne, vyzera takto: Diskriminant tejto

210

prvok M, alebo ked si vypocitame jeho minimalny polyném, tak zistime, Ze

% je celé ¢islo. Totiz, (%)2 =i a teda % splha polyném t* +1 = 0.
Priddme ho preto do nasej mnoziny {1,v/2,4,/2i} . Musime ju ale upravit tak, aby
mala §tyri prvky; napriklad si v§imneme, Ze 2% = V2 + V/2i a teda mnoziny
{1,\/5,2', V2i, M} a {1,\/5,2', %} generuju tie isté grupy. Teraz pred-

chadzajici postup zopakujeme: mame bazu {1, V2,1, %} , jej diskriminant je

20



10 . . < . « o v
22—2 = 28 a opif sa musime pozriet na pripad p = 2. AvSak vdaka tomu, Ze sme v

predchadzajicom kroku preskdmali véetky moznosti pre a, b, ¢,d moézme predpok-
ladat, Ze pripadné nové celé ¢islo je tvaru = (a—i—b\f—i—cz—i— *[J“fl) teda ze f""fz sa
v fiom vyskytuje s nenulovym koeﬁc1entom Opéat musime preskumat mekolko pri-
padov (tentokrét vSak len osem) a overovat, ¢ (a®—c?—2(b+3)?+3)*+4(ac—(b+3))?
je celé ¢islo delitelné Sestnéastimi. Takyto pripad vSak nenastane; Ziadne d'algie celé
¢isla v Q(v/2,14) teda neexistuju a {1, V2,1, %} je integralna baza.

2.7 Ulohy

1. Rozhodnite o nasledujicich ¢islach, ¢i st algebraické. Ktoré z nich st algebraické
celé ¢isla?

2. Vyjadrite Q(v/3, V/5) ako Q(6).
3. Najdite vietky vnorenia z Q(+/7) do C.
4. Nech K = Q(v/2). Najdite vietky vnorenia z K do C, minimalne polynémy

nad Q a polné polynémy nad K pre prvky:

(a) V2

(b) V2

(c) 2

(d) v2+1

Riesenia

1. (a) Cislo 22 spliia polynom 113t — 355 € Q[t], teda je algebraické. Aby bolo
celé, musel by jeho minimalny polyném byt monicky delitel polynému 113t — 355

patriaci do Z [t] ; taky polynom vsak neex1stUJe a teda ‘;’?g nie je celé ¢islo.

(b) Splha polyném 2% — 1 € Z[t], teda e %5 je celé (a teda aj algebraické) &islo.
(c) Splha polynom t23 +1 € Z[t], teda e3s je celé (a teda aj algebraické) ¢islo.

(d) Obe &isla, v/17 aj v/19 st algebraické celé a ked'ze celé &isla tvoria okruh, tak aj
ich sucet je celé ¢islo.

(e) 1% je algebraické ¢islo, lebo algebraické ¢isla tvoria pole a 1++/17 aj 24/—19

do tohto pol'a patria. Ak by v8ak bolo celé, tak po vynasobeni celym ¢islom 1 —+/1
. , e PR - 1+\/7 _ -8
by sme mali dostat opét celé ¢islo. Lenze 3 \/7(1 —V17) = Vet ¢o celé ¢islo nie

je, lebo jeho minimalny polyném je t* + %3. Teda 1% nie je celé &islo.

() V2 je celé &slo, potom aj 14 v/2 je celé &islo, a podla tvrdenia 2.10 aj korene
polynémov t? — (1 & \/ﬁ) st celé ¢isla. Teda \/1 +V2+ \/1 — V2 je celeé &islo.
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2. Miniméalny polyném pre /3 je t? — 3, pre /5 je t> — 5. Podobne ako v prik-
lade za tvrdenim 2.2 nam na zaklade rovnakého argumentu postaci zvolit ¢ = 1,

teda Q(v3, V/5) = Q(v3 + V/5).

3. Minimalny polyném pre /7 je t3 — 7. Vietky korene tohto polynému v C sit
a1 = VT, ag = w\Sﬁ, as = w27, kde w = 5 je komplexné tretia odmocnina z
jednej. Teda vietky (tri) vnorenia z Q(+/7) do C st uréené obrazmi o;(V/7) = w'¥/7,
1 =1,2,3, kde kazdé o; ztuzené na Q je identita.

4. Minimalny polyném pre v/2 je t* — 2; tento polyném je ireducibilny nad Q
podl'a Eisensteinovho kritéria pre p = 2. V8etky $tyri korene tohto polynému v C st
V2, iv/2, —v/2, —iv/2 a teda vnorenia z K do C st uréené obrazmi o;(v/2) = i’ v/2,
j=1,2,3,4, kde kazdé o; ztZené na Q je identita.

(a) Minimalny polyném pre v/2 sme uz nagli; je to t* — 2. Jeho polny polyném musi
byt stupiia 4 (lebo K je rozsirenie Q stupha 4) a musi byt mocninou minimalneho
polynému; teda je to t* — 2.

(b) Minimalny polyném pre /2 je t2—2. Vypoéitajme jeho polny polyném z definicie
ako f(t) = [Ty (t=0;(v2)) = (t=V2)(t—iV2)(t+V2)(1+iV2) = (2 =2)(22) =
(t—2)2.

(¢) 2 je racionélne celé ¢islo, teda jeho minimélny polyném je ¢t — 2 a polny polyném
je (t —2)%.

(d) Minimalny polyném pre v/24-1 mézme najst pomocou niektorého postupu z prvej
kapitoly; je nim polyném ¢2 — 2¢ — 1. Jeho polny polyném je potom (t? — 2t — 1)2.
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Kapitola 3

Kvadratické a cyklotomické polia

V tejto kapitole pomocou uz zndmych pojmov popiSeme dva druhy ¢&iselnych poli:
kvadratické a cyklotomické. Kvadratické polia st rozsirenia stupna 2 a cyklotomické
polia st rozsirenia o odmocninu z jednej, teda o komplexny korei rovnice t" = 1,
no my sa obmedzime len na pripad, ked n je prvocislo. Pre obidva druhy &iselnych
poli ndjdeme okruhy celych ¢isel, integralne bazy a diskriminanty.

3.1. Kvadratické polia

Kvadratické polia su rozsirenia stupna 2, teda rozsirenia o prvok, ktorého miniméalny
polynom je kvadraticky. Nech K = Q(6) je kvadratické pole a 0 je celé ¢islo. Potom
6 je korefiom nejakého polynému 2 + at + b, a,b € Z. Pomocou znamych vzorcov
ziskame vyjadrenie § = —eEva®=4b VQ‘IL‘H’. Ked napiSeme ¢islo a® —4b ako r%d, r,d € Z a d

je bez kvadratickych delitelov, tak dostavame 6 = %“/E a z toho Q(0) = Q(Vd).
Tym sme dokézali tvrdenie:

Tvrdenie 3.1. Kvadratické polia st rozsirenia Q(v/d), kde d je racionlne celé
¢islo bez kvadratickych delitelov.

Teraz uz mozme pre kazdé kvadratické pole najst okruh celych ¢isel.

Tvrdenie 3.2. Nech d € Z je ¢islo bez kvadratickych delitelov. Potom okruh
celych cisel Q(Vd) je
(a) Z[\/E} ak d # 1 mod 4

(b) Z [%} ak d = 1 mod 4.

Dokaz. Kazdy prvok Q(v/d) sa da zapisaf ako a = 7 + sv/d, 7,5 € Q. To prepisme

ako a = @, a,b,c € Z, ¢ > 0 a ziadne prvocislo nedeli a,b aj c sucasne. Min-

imalny polyném pre v/d je t2 —d, teda konjugované prvky k v/d si v/d a —V/d. Z toho
vidime, Ze vnorenia z Q(v/d) do C st o1 (r+svd) = r+sVd, oo(r+sVd) = r—sVd.
Teda minimélny polyném pre « je (t — ‘”Z\/a)(t - a*g‘/a) =t? — 2act + “2;’2(1 aa
je celé ¢islo préave vtedy, ked oba koeficienty, 27‘1 aj “Zzzbzd, patria do Z. Cisla a,c sa
nesudelitelné, lebo pripadné prvocislo deliace obe by muselo v druhej mocnine delit
aj b?d, d moze delif najviac v prvej mocnine, lebo d je bez kvadratickych delitelov
a teda prvocislo deli b, ¢o je v spore s naSou poziadavkou na a, b, c. Teda ked 27“ mé
patrit do Z, musi byt ¢ =1 alebo ¢ = 2. Ak ¢ =1, tak o = a + bV/d, a,b € Z je celé
¢islo pre v8etky d. Ak ¢ = 2, tak a,b musia byt neparne a dostavame % € Z,
teda a® —b?d = 0 mod 4. Druha mocnina I'ubovolného nepéarneho ¢isla 2k+1, k € Z
je rovna (2k+1)? = 4k*+4k+1 = 1 mod 4 a teda 1 —d = 0 mod 4. Naopak, ak d = 1

a+bVd
2

polynému patria do Z. Dostavame vysledok, Ze pre d # 1 mod 4 s celé ¢isla Q(v/d)

mod 4, tak pre a,b nepérne je celé ¢islo, lebo koeficienty jeho minimalneho
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prvky tvaru a + bV/d, a,b € Z a pre d = 1 mod 4 navyse aj prvky tvaru %2\/8 pr

1+\/3:|
|

(S]

a, b neparne, ¢o moézme zapisat ako mnozinu Z [

Tvrdenie 3.3. Integralna baza kvadratického pola Q(v/d) je {1, \/E} pred # 1
mod 4 a {1,#} pre d =1 mod 4.

Dokaz. Priamo z tvrdenia 3.2.

Tvrdenie 3.4. Diskriminant kvadratického pola Q(v/d) je rovny 4d pre d # 1
mod 4 a d pre d =1 mod 4.

Dokaz. Ked vieme, ako vyzeraju integralne béazy, stadi spocitat determinanty:

2
1 Vd 1+Vd
’1 _Jd =4d pre d # 1 mod 4 a 172\/3

Kvadratické pole Q(4) (s diskriminantom —4) ma $pecialny nazov: je to Gaussovo
pole a jeho okruh celych ¢isel, Z [i], sa vola Gaussove celé Eisla.

A eSte jedna poznamka k pomenovaniu: kvadratické pole nazveme realne, ak
vietky jeho prvky si redlne ¢isla (teda d > 0). Podobne pre d < 0 obsahuje Q(v/d)
aj nejaké vlastné imaginarne ¢isla, teda také pole nazyvame imaginérne.

=d pre d = 1 mod 4.

3.2 Cyklotomické polia

Cyklotomické pole je rozsirenie Q o komplexni odmocninu z jednej, teda koreii
rovnice t" = 1, ktory sa da inak zapisat ako ¢ = et My si vysta¢ime s moznostou,
Ze n = p je neparne prvocislo. Pre p = 2 dostavame Q(—1) = Q, ¢o je nezaujimavy
pripad.

Lema 3.5. Miniméalny polyném prvku ¢ = e%, kde p je neparne prvocislo, je
f@) ==L =2 4 4t 41

Dokaz. Zrejme plati f(t) = Y= a teda f(¢) = 0. Este zostava ukazaf, 7e

t—1
p—1 (p\ypiq_
polynom f(¢) je ireducibilng. Plati f(¢ + 1) — GHPT1 — Prmimr (0L
=l S (Bl = P (P)# L Kedze p delf kazdy koeficient okrem vediceho
¢lena a p? nedeli absolitny ¢len, tak polyném f(t + 1) je podla Eisensteinovho
kritéria ireducibilny. Teda aj f(t) je ireducibilny a je miniméalnym polynémom pre

C.

Polyném f(t) = tP~1 +tP=2 4 ...+t + 1 vystupujtci v predoslej leme sa nazyva
p-ty cyklotomicky polyndém pre prvocislo p a z toho, Ze je stupha p — 1 dostavame,
7e {@(62;1') : Q} =p—1.

Mocniny ¢, teda prvky ¢,¢2,...¢P7! tiez spliajt rovnost P = 1 a teda f(t) je
ich minimalny polyném. Ten méZme potom napisaf ako f(t) = (t—¢)(t—(?)... (t—
¢P~1) a konjugované prvky k ¢ st prave jeho mocniny. Pomocou nich mézme vyjadrit
vnorenia Q(¢) — C ako 0;(¢) = ¢*,i=1...p— 1. Kazdy prvok Q(¢) sa da vyjadrit
pomocou bazy {1,¢,¢?,...¢P72} ako o = ap+a1(+...+ap_2(?"2, a; € Q a potom
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Ui(a) =aqap + alg“i +...+ ap,QCi(p_Q).

Najdime teraz normu a stopu (. Zrejme N(¢) = (¢%...¢P7 1 =
= (CCPH(C3¢P2) . (¢ ) = 1= N(¢Y). T(C) = ¢+¢2+...¢P~ as vyuzitim
rovnosti P14+ (P72 +...+(+1=0dostavame T(¢) = -1 =T(¢"),i=1...p—1.

Pre vicobecny prvok Q(¢) méame T(X-P-2 ai¢?) = S22 T(ai¢") = T(ao) +
SP2T(a)T(CH) = (p— V)ao — S22—7 ai = pag — S.P~7 a;. Normu vo vSeobecnosti
nevypocitame, ale pri nasledujicom tvrdeni sa nam bude hodit jeden §pecialny pri-
pad.

Oznatme A =1 — (. Zrejme —A=(—1 splna polyném f(t + 1) z tvrdenia 3.5.,
ktory je ireducibilny. A potom splha polynom f (t) stupiia p—1, ktory ma pri parnych
mocninach ¢ rovnaky koeficient ako f(¢ 4+ 1) a pri neparnych mocninéach koeficient
z f(t 4+ 1) vynasobeny (—1). Ireducibilita zostane zachovana a monickost tiez, lebo
p—1 je pre neparne prvoéisla parne (:islo Mozme teda tvrdit, ze {1, X, A%, ..., AP72}

je baza Q(¢). Norma A sa rovna [[2_; Loi(1—¢) = Hf;ll(l (Y =f1)=p=N).
Tvrdenie 3.6. Okruh celych ¢isel Q(¢) je Z[(].

Doékaz. Nech o = ag + a1¢ + ...+ a,—2(P72, a; € Q, je celé &islo v Q(¢). Cheeme
ukéazat, Ze vsetky a; € Z, teda O C Z][(]. Opacfné inkluzia je zrejma. Kedze

¢t i = — 2, st celé &sla, tak aj a(™* —al, k = 0...p — 2, je celé ¢islo
(e P Cp WL = (%, i=2...p). Stopa celého &isla je prvok Z, teda T(a¢™* —af) =

T(ag¢ F+aCF1+.. .+ak+. st ap_o(PE R —agC—a1?—. . . —ap_o(P7Y) =—ag—
a1—...—ag—1+(p—Dag—ag_1—.. —Gp_o+ag+...+ap+...+ap_2 = pap = by € Z.

Ak sa nam podari ukézat, ze p | bx, tak z toho bude vyplyvat, Ze aj nie je zlomok
s menovatelom p ale racionalne celé ¢islo, ¢o dokazuje naSe tvrdenie. Z pred-
chadzajicej rovnosti dostavame, 7e pa = by + b1{ + ... + b,—2(P~2 a po sub-
stiticii ¢ = 1 — A mame pa = ¢y + 1A + ... + ¢p—2AP72, kde pre koeficienty
plati ¢; = Z?;?(fl)l(Z)bJ Pri dalSsom pouziti tej istej substiticie A = 1 — ¢
sa dostaneme k povodnému vyjadreniu pomocou b;, teda pre ne tiez musi platit
b; = ZPQ( )l()cj Matematickou indukciou dokézeme, Ze p | ¢; pre vSetky i. Pre

ZJ ob; = f;g pa; = —p(pag — Ef;g aj) + p?ag = —pT(a) + pby tvrdenie
platl Predpokladajme teraz, ze plati pre vetky i, O < i <k — 1. Pomocou vztahu
F1) =p = NO) = T2 (1= ¢) = (1= QP TS (4 € oo C71) = AP
kde k € Z[¢] C O, sa pozrime na rovnost pa = ¢ + A+ ... + cp_g)\p*2 ako na
rovnost vo faktorovom okruhu O/(A\¥+1). Kedze p = AFT1(A\P~F=2k), teda patri do
idedlu (A\**1) a podl'a indukéného predpokladu p | ¢;, 0 < i < k — 1 dostavame
0 =0+ cxpA¥ + 0 mod N\+! a teda cpAF € (A\FHL). Potom kA = p\FtL pre pe O
a z toho ¢, = pA. Porovnanim noriem ziskame ¢}~ = N(u)p a teda p | ci. Dokézali
sme, Ze p | ¢; pre v8etky 4, z ¢oho vyplyva, ze deh aj b; pre v8etky ¢, teda a; € Z pre
vSetky 1.

7 tohto tvrdenia zaroven dostavame, Ze integralna baza cyklotomického pola

Q) e {1,677

A nakoniec nam ostal vypocet diskriminantu:

Tvrdenie 3.7. Diskriminant Q( ) pre neparne prvocislo p je rovny (—1 )p%lpp_z.

Dékaz. Vieme, ze {1,(,...,(P7%} je integralna béza, teda podla tvrdenia 2.17
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mé diskriminant rovny (—1)WN(DJC(C)). Zderivujme f(t) = tf:ll. Df(t) =
P=l(4_1)— (P — p—l(r_ -1 p—1
pt?” (¢ 11) =1 Ppotom Df(¢) = p¢P(=1) ;DCf)\ a N(Df(()) = N@NEPF—) _

G (¢-1)2 N(-1)N(})

-

pllp'l = pP~2, ¢o spolu s tym, Ze pre neparne p je aj p — 2 neparne a teda
(-1) == (-1) <p;1), déava pozadovany vysledok.

Citatel iste lahko dokéze najst ¢iselné pole, ktoré je cyklotomické aj kvadratické
zarovei. Pre p = 3 dostdvame cyklotomicky polyném ¢2 +t 4+ 1, ktory ma korefi w =
_1%‘/_73 a teda Q(w) = Q(v/—3). Ak sa na toto pole pozrieme ako na kvadraticke,
tak méa integralnu bazu {1, %} , lebo —3 = 1 mod 4 a diskriminant ma —3. Ak

ho budeme povazovat za cyklotomické, tak integralna baza je {1,w} a diskriminant
je (—1)13372 = 3.

3.3 Ulohy

1. Najdite integralne bazy a diskriminanty pre:
(a) Q(v3)

(b) Q(V11)

(c) Q(v-11)

(d) Q(v6)

(e) Q(v=6)

(f) Q(V18)

27i

2. Nech K = Q(¢), kde ( = e'»
delitel jednotky prave vtedy, ked N (

a p je prvocislo. Dokazte, 7e o € Z][(] je
) = +1.

27

3. Nech K = Q(¢), kde ¢ = e™5 . Dokazte spravnost vzorca pre vypocet normy

N(a+ W) = “2125, najdite normy a stopy nasledujicich prvkov a urcte, ktoré z
nich nemaju v Z [¢] 7iadneho vlastného delitela (teda takého, ktory by nebol delitel
jednotky):

(a) ¢

(b) ¢+ ¢?

(€) 1+C+ ¢ +¢+ ¢!

(d)2+¢

() —2+¢

2mi

4. Nech K = Q({), kde ¢ = e"7 . Ukaite, Ze 3 je generator multiplikativnej
grupy Z%. Ak teraz zadefinujeme vnorenie o0 z K do C dané obrazom o(¢) = (3 a
funkciu c(a) = ao?(a)o*(a), tak dokazte, ze vnorenia z K do C st préve zobrazenia
ol i=1...6 aze plati N(a) = c(a)o(c(a)) a c(a) = o?(c(a)) = at(c(a)).

RieSenia

1. Integrélne béazy a diskriminanty kvadratickych poli Tahko néjdeme pomocou tvr-
deni 3.3 a 3.4, teda:

(a) integréalna baza je {1, \/§} s diskriminantom 12,

(b) {1,V11} a diskriminant je 44,
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\/ 11

} a diskriminant je —11,

d) { \f} a diskriminant je 24,
{1 V- } a diskriminant je —24,
{

(
(
(
(f) {1,v2}, lebo 18 = 2.3% a teda (@(\/>) Q(v/2) a diskriminant je 8.

2. Ak je « delitel jednotky, tak existuje 8 € Z [(] také, ze a8 = £1. Potom porov-

nanim noriem dostaneme N(a)N(3) = 1 a kedZe normy celych ¢isel st racionélne

celé ¢isla, tak N (o) = £1. Na druht stranu, ak N(«) = 1, tak N(a) = o1(a)oz(a) ... op() =
+1, kde o0; st vnorenia z K do C a bez ujmy na veobecnosti o1(a) = «. Teraz si

treba uvedomit, 7e vnorenie z K do C je pre cyklotomické polia zobrazenie z K

do K (automorfizmus) a safin oz(a)...op(e) = v je potom celé ¢islo z Ok. Teda

ay = *+1 a «a je delitel jednotky.

3. Vnorenia z K do C st uréené obrazmi o;(¢) = ¢!, i = 1,...4 a potom podla
definicie N(a+b¢) = (a+b¢)(a+bC?)(a+bC3)(a+bC*). Ak vyndsobime prvy ¢initel s
poslednym, druhy s tretim a vyuzijeme fakt, ze (+¢*+(*+(* = —1, tak dostaneme
(a® + b + ab(¢ + ¢))(a® + b% + ab(C? + ¢%)) = a* — a®b + a®b? — ab® + bt = ¢+,
Normy a stopy prvkov potom si:
(a) N(C2) = 1, T(¢2) = —
(b) N(C(+¢*) =N(ONQ+() =11=1T((+¢) =~
() N(A+¢+ ¢+ ¢ +¢H) =N(0) =0, T(1+{+ ¢+ ¢ +¢H) =T(0) =0
(d) N2+ =11, T2+ =7
() N(—2+4¢)=31,T(-2+¢) =—

V pripade (a) mame delitela jednotky, teda kazdy delitel tohto prvku je delitel
jednotky. Normy prvkov z (b), (d) a (e) st prvocisla, teda tieto prvky nemozu mat
vlastného delitela. V pripade (c) mame nulu, ktort deli kazdy iny prvok.

N
N
N

4. Priamym vypoctom sa da overit, ze 3 je naozaj generator multiplikativnej grupy
Z%. Vnorenia z K do C st uréené obrazmi o;(() = (%, i = 1...6. AvSak vdaka
tomu, Ze (" = 1 a 3 je generator Z% existuje pre kazdé i = 1...6 prave jedno
ke 1...6take, ze 3* = i mod 7. Potom o* = o; a §pecidlne 0% je identita. Teraz
sa pozrime na funkciu c(«a); prepiSeme ju do tvaru c(a) = o?(a)o*(a)o®(a). Vdaka
uz dokazanej Casti prikladu mézme pisat N (o) = H?Zl o'(a). Lahko je vidiet, ze do
stucinu c(a)o(c(e)) prispieva prvy €initel parnymi mocninami o a druhy “o jedna
posunutymi”, teda neparnymi; plati totiz o(o?(a)) = o/T1(a). Spolu potom plati
N(a) = c(a)o(c(e)). Podobne pre dokizanie dalsich dvoch rovnosti si staci uve-
domit, 7e 0?(07(a)) = 07T2(a) a 0*(07(a)) = 09*4(a) a teda, volne povedané, pri
posunuti exponentov v ¢(a) o 2 alebo o 4 sa jeho hodnota nezmeni.
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Kapitola 4

Rozklad na ireducibilné prvky

V tejto kapitole na chvilu opustime ¢iselné polia, aby sme sa mohli pozriet na
isti §pecidlnu triedu okruhov. Tak ako vieme o prirodzenych ¢islach, ze kazdé sa
da vyjadrit ako suc¢in nejakych vyznacnych prvkov, t.j. prvocisel, a tento rozklad
je dokonca jednoznainy az na poradie ¢initelov, tak podobne sa pokusime najst
podmienku na obor integrity, aby v fiom bolo mozné nie¢o podobné. Ukaze sa,
7e okruhy celych ¢isel ¢iselnych poli tuto vlastnost maju a teda je v nich moZny
rozklad na ireducibilné prvky, no d’alsiu vlastnost, ktora zabezpedi, Ze rozklad bude
jednoznad¢ny, vo v8eobecnosti nemusia mat.

4.1 Delitele jednotky

Delitelom jednotky nazveme taky prvok x okruhu R, pre ktory existuje y € R,
xy = 1. Lahko sa d4 ukézat, Ze mnozina U(R) delitelov jednotky okruhu R tvori
grupu vzhladom na nasobenie. Prvky a,b nazveme asociované, ak existuje delitel
jednotky x taky, ze ax = b. Potom zrejme existuje aj y € U(R) taky, Ze a = by a
teda “byt asociovany” je relacia ekvivalencie na R. Napriklad, v Z mame dva delitele
jednotky: 1 a —1. Teda ku kazdému ¢islu k € Z st k nemu asociované ¢isla k a —k.
Pre polia nie je mnozina delitelov jednotky velmi zaujimava; kedZe nenulové prvky
pol'a F' tvoria grupu vzhladom na nésobenie, ku kazdému prvku existuje inverzny a
U(F)=F—{0}.

Nasledujice tvrdenie popisuje grupy delitelov jednotky pre imaginérne kvadrat-
ické polia:

Tvrdenie 4.1. Nech je dané &selné pole Q(v/d), d < 0 a bez kvadratickych
delitelov. Potom grupy delitelov jednotky v O@( va st

(a) {1,-1,4,—i} ak d = —1

(b) {1,-1,w, —w,w? —w?} ak d = —3, kde w = _1%\/?3

(c) {1,—1} inak.

Dokaz. Nech « je delitel jednotky v O. Potom existuje 8 € O, a8 = 1. Porov-
nanim noriem ziskame N (a)N(5) = 1 ateda N(«) = 1. Norma l'ubovolného prvku
a+bVd je a> — b*d a teda musime hladat a,b € Z, a® — b>d = £1. Pre prvy pripad
d = —1 dostavame rovnicu a? + b? = %1, ktord ma jediné riefenia a = +1 b =0 a
a=00b==+1, ¢onadm déva prvky £1 a +i. V druhom pripade pre d = —3 dostavame
a® +3b? = £1. Dve rieSenia, a = 1 b = 0 nam déavajt prvky 1. No kedze —3 = 1
a+b£/j3

mod 4, musime sa eSte pozriet na prvky tvaru pre a,b nepérne, ktoré maja

normu #, ¢o nam dava d’al’siu rovnicu a? 4 3b% = 44, ktora ma rieSenia a = +1
b = +1. Tieto riefenia nam daji prvky w, —w,w?, —w?. V poslednom pripade sii pre
d = —2 alebo d < —3 jediné rieSenia rovnice a® — db?> = +1 ¢isla a = £1 b = 0 a pre

pripadné d = 1 mod 4 (teda d < —5) rovnica a? — db®> = 4 nem4 pre neparne a, b
ziadne rieSenia.
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Pomocou delitelov jednotky mozme zadefinovat v tomto okamihu najdolezitejsi
pojem: prvok r okruhu R nazveme ireducibilng, ak plati: ak m € R a m | r, tak m
je delitel jednotky alebo m je asociovany s r. Teda r sa v danom okruhu uZz neda
rozloZit na nejaky netrivialny sac¢in. Tato vlastnost trochu pripomina prvocisla ako
prvky mnoziny celych ¢&isel, ktoré nemaji netrivialneho delitela. Dal%ia definicia,
ktora v sebe zahfia prvoéisla, je: prvok nazveme prvotng, ak plati: p | ab = p | aVp |
b. Tieto definicie v8ak nie su ekvivalentné. Kazdy prvotny prvok je ireducibilny,
ale opacna implikicia nemusi vo vSeobecnosti platit. A préve ona sa neskor ukaze
byt tou nutnou a postac¢ujiucou podmienkou, aby rozklad na ireducibilné prvky bol
jednoznacny.

Tvrdenie 4.2. V kazdom obore integrity D plati:

(a) z je delitel jednotky préave vtedy, ked x| 1.

(b) Kazdé dva delitele jednotky st navzijom asociované a kazdy prvok asociovany
s delitelom jednotky je delitel jednotky.

(c) x,y su asociované prave vtedy, ked =z |y a y | x.

(d) Prvok asociovany s ireducibilnym prvkom je ireducibilny.

Tvrdenie 4.3. Nech D je obor integrity a x € D, x # 0. Potom plati:
(a) z | y prave vtedy, ked (y) C (z).

(b) = a y st asociované préave vtedy, ked (z) = (y).

(c) z je delitel jednotky prave vtedy, ked (z) = D.

(d) « je ireducibilny prave vtedy, ked (x) je maximélny hlavny ideal.

Dokaz. (a) x | y prave vtedy, ked y = zx pre x € D. Co nastéva prave vtedy,
ked (y) C (z).

(b) Staci pouzit moznost (a) a tvrdenie 4.2.(c).

(¢) Ak z je delitel jednotky, tak zv = 1 pre nejaké v € D. Potom sa kazdy prvok
y € D da vyjadrit ako y = zvy a teda (z) = D. Na druha stranu, ak (z) = D, tak
1€ (x) ateda 1 = xy pre nejaké y € D.

(d) Nech z je ireducibilny a existuje y, (z) C (y) C D. Potom y |  a y nie je aso-
ciované s z ani delitel jednotky, ¢o je spor. Na druhu stranu, ak (z) je maximalny
hlavny ideal a teda Ziadne také y neexistuje, tak kazdy delitel z je s nim asociovany
alebo je delitel jednotky.

4.2 Rozklad na ireducibilné prvky

7. pohladu naSich predchadzajucich definicii mézme prvky okruhu rozdelit na tri
skupiny: 1. Delitele jednotky 2. Ireducibilné prvky 3. Reducibilné prvky. Ak
vezmeme lubovolny reducibilny prvok, tak sa musi dat napisat ako sucin prvkov
spomedzi druhej a tretej skupiny, ktoré sa opidt mozu daf rozpisat na suéin....
Nagim cielom je najst taka vlastnost okruhu, ktora by zabezpecila, Ze len stiéinmi
ireducibilnych prvkov (s malou pomocou delitelov jednotky) vieme vyjadrit kazdy
prvok okruhu. Teda pre kazdé x € D najst vyjadrenie z = upips...pn, kde u je
delitel' jednotky, p; st ireducibilné a je ich len kone¢ne vela. Poznamenajme, Ze
delitele jednotky vo vS8eobecnosti nepotrebujeme, ale predsa len je krajsie a niekedy
aj vyhodnejsie napisat —36 = (—1)2232 ako —36 = 223(-3).

Podmienka, ktord nam zabezpeci existenciu rozkadu na ireducibilné prvky, je:
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okruh nazveme noetherovsksyj, ak kazdy jeho ideél je kone¢ne generovany. Tato pod-
mienka je ekvivalentnd s dal§imi dvoma podmienkami:

ACC podmienka (Ascending Chain Condition): Pre kazda nekonefni postupnost
ideédlov Iy C I; C ... existuje ng € N také, ze pre vSetky n > ng I, = I,,.

Podmienka mazimality: Kazda neprazdna mnozina idedlov obsahuje maximalny
prvok. (Teda taky ideal, ktory nie je ostro mensi vzhladom na inklaziu ako Ziadny
idedl z danej mnoziny. Tento maximélny ideal v sebe nemusi obsahovat vietky idealy
z mnoZziny; sta¢i, Ze v mnozine nie je ziadny ideal od neho vacsi.)

Tvrdenie 4.4. Pre obor integrity D s nasledovné podmienky ekvivalentné:
(a) D je noetherovsky

(b) D splia ACC podmienku

(¢) D spliia podmienku maximality.

Dokaz. (a)=-(b). Nech D je noetherovsky a Iy C I; C ... je postupnost idealov.
Ozna¢me I = J;2_, I,,. Potom I je ideal, konecne generovany. Kazdy generdtor pa-
tri do nejakého I,,; a teda vietky patria do I,,qz(n,)- Potom I, = I pre n > max(n;)
a teda plati ACC podmienka.

(b)=(c). Nech D spiita ACC podmienku. Vezmime Tubovolni neprazdnu mnozinu
ideadlov S a predpokladajme, ze nemé& maximalny prvok. Nech Ij je nejaky ideal z
S. KedZze nie je maximélny, moézme vziat Iy D Iy, I; € S. K nemu mo6zme opéft najst
Io D I D Iy, Is € S. Tento postup opakujeme donekonecéna a dostavame nekoneénu
postupnost navzajom roéznych ideélov, ¢o je spor s ACC podmienkou. Teda D splha
podmienku maximality.

(c)=(a). Nech D spliia podmienku maximality a I je lubovolny ideal. Vezmime S
ako mnozinu vSetkych konec¢ne generovanych idealov, ktoré st obsiahnuté v I. Tato
mnoZzina je neprazdna ({0} = (0) € S) a teda ma maximéalny prvok J. Ak by J # I,
tak existuje € I — J, ale potom ideal (J,z) je kone¢ne generovany a ostro vicsi
ako J, o je spor s tym, Ze J bol maximéalny. Teda J = I a I je kone¢ne generovany.

Tvrdenie 4.5. V noetherovskom okruhu D je mozny rozklad na ireducibilné prvky.
Ukéazeme dva dokazy:

Prvy doékaz. Nech D je noetherovsky a existuje v filom nenulovy prvok z, ktory
nie je delitel jednotky a nedéa sa vyjadrit ako suc¢in kone¢ného poctu ireducibilnych
prvkov. Vyberme z tak, aby (z) bol maximalny vzhladom na “nevyjadritelnost”
(to mézme urobit vd'aka principu maximality). Potom z nie je ireducibilny a da
sa vyjadrit ako suc¢in x = yz, kde y a z nie s delitele jednotky ani asociované s x.
Z toho mame (z) C (y), (z) C (2), (y) # D, (z) # D. Kedze (z) bol maximalny
vzhladom na “nevyjadritelnost”; tak y a z sa ako suéiny ireducibilnych prvkov vy-
jadrit daju, teda y = p1...pr, 2 = q1...¢s, kde p;, g; st ireducibilné. Ale potom
T=p1...prq1 - - -Qs, €O je sticin ireducibilnych prvkov a spor s predpokladom.

Druhy dékaz. Najprv ukdZeme, ze pre kazdy nenulovy prvok, ktory nie je delitel
jednotky, existuje ireducibilny prvok, ktory ho deli.

Nech a je nenulovy prvok okruhu, nie delitel jednotky. Ak a je ireducibilny, tak
tvrdenie plati. Ak ireducibilny nie je, mézme ho vyjadrit ako a = a1by, kde a1, b,
nie st asociované s a ani delitele jednotky. Ak a; je ireducibilny, tvrdenie plati. Ak
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nie je, mozme ho vyjadrit ako a; = asbs, kde as, by nie st asociované s a; ani delitele
jednotky. Plati rovnost a = agbobi. Ak as je ireducibilny, tvrdenie plati. Ak nie
je, mozme ho opat vyjadrit ako sacin a tento postup opakovat. Ak by vSak ziadne
a; nebolo ireducibilné, tak dostavame postupnost idedlov (a) C (a1) C (a2) C ...,
ktord sa nikdy nezastavi, ¢o je v spore s ACC podmienkou. Teda bude existovat
isté a; takeé, ze a; je ireducibilné a a; | a.

Vezmime teraz a [ubovolny nenulovy prvok okruhu, nie delitel jednotky. KedZze
existuje ireducibilny prvok, ktory ho deli, moéZzme pisat ¢ = pici, kde p; je ire-
ducibilny. Ak c; nie je delitel jednotky a je reducibilny, tak existuje ireducibilny
prvok, ktory ho deli. Teda a = pipaca, p1,p2 st ireducibilné. Tento postup moézme
opakovat so v8etkymi ¢; a ACC podmienka nam zabezpeci kone¢nost vyjadrenia,
lebo dostavame postupnost idedlov (¢1) C (¢2) C ..., teda od istého okamihu musi
byt (¢ny) = (Cng+1) = - .., €0 znamena, %e c,, je ireducibilny alebo delitel jednotky.
Dostavame rozklad @ = p1ps . .. pnyu, kde u je delitel jednotky a p; si ireducibilné,
ktory mézme prepisat ako a = pips ... p), , kde p;, p;,, si ireducibilné.

Tvrdenie 4.6. Okruh celych ¢isel O &iselného pola K je noetherovsky.

Dokaz. Vieme, 7e Ok je volna komutativna grupa ranku n, kde n je stupen K.
Lubovol'ny ideal I, ako podgrupa O vzhladom na s¢itavanie, je podgrupa kone¢ne
generovanej volnej grupy, teda kone¢ne generovana volnéa grupa. Pre mnoZinu gen-
eratorov {x1, T, ..., Ty} grupy I zrejme plati (z1, 22, ..., z,) = I. Teda kazdy ide4l
je konecne generovany a O je noetherovsky okruh.

Dosledok 4.7. V okruhu celych ¢&isel O je mozny rozklad na ireducibilné prvky.

Toto je sice pekny vysledok, ale v istom zmysle najlepsi mozny, v aky mozme
dufat. Ukazuje sa, Ze niektoré okruhy celych ¢isel obsahuji prvky, ktoré sa sice
daju rozlozit na sucin ireducibilnych prvkov, ale da sa to urobit viacerymi sposobmi
a tieto rozne vyjadrenia “nemaji ni¢ spolo¢né”’. Takéto priklady nejednoznacénosti
rozkladu uvidime v dal'Sej casti. Teraz eSte dokdzeme jednoduché kritéria na to, aby
sme mohli o nejakom prvku rozhodnit, ¢ je delitel jednotky alebo ireducibilny.

Tvrdenie 4.8. Nech Ok je okruh celych &isel ¢iselného pola K. Nech z,y € Ok.
Potom plati:

(a) z je delitel jednotky préave vtedy, ked N(z) = £1.

(b) Ak z a y st asociované, tak N(x) = =N (y).

(c) Ak N(z) je prvocislo, tak z je ireducibilny.

Dokaz. (a) Nech z je delitel jednotky. Potom existuje u € Ok také, ze zu = 1.
Porovnanim noriem ziskame N(x)N(u) = N(1) = 1. Kedze x € Ok, tak N(x) € Z
a teda N(z) = +£1. Na druha stranu, ak N(xz) = =1, tak vieme, ze N(z) =
o1(x)oa(z)...on(x) = £1, kde o; st vnorenia z K do C a bez ujmy na vSeobecnosti
o1(x) = x. Oznatme u = o3(x)...0,(x). Zrejme u € K, lebo u = +1x~1. Kazdé
o;(x) je algebraické celé &islo, lebo vnorenie zobrazuje koreit polynému na nejaky
korefi toho istého polynému. Saéin og(x). ..o, (x) = u potom patri do B. A kedZze
Ok = KNB, tak u € Og a zu = £1. Teda z je delitel jednotky.

(b) Ak z je asociované s y, tak = wuy pre nejaky delitel jednotky wu. Potom
N(z) = N(u)N(y) = £1N(y).
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(c) Nech N(z) = p je prvocislo a = yz. Potom N(y)N(z) = p. LenZe p je prvocislo,
( ), N(z) € Z a teda norma jedného z nich je £1 a druhého z nich +p. Teda jeden
¢initelov je delitel jednotky a dostavame, Ze x je ireducibilny.

4.3 Priklady nejednoznacnosti rozkladu na ireducibilné
prvky

Ak mame prvok x oboru integrity D, ktory vieme rozlozif na saé¢in ireducibil-
nych prvkov, tak hovorime, Ze tento rozklad je jednozna¢ny, ak pri [ubovolnych
dvoch rozkladoch = = py...p,, © = q1...qs, kde p;,g; st ireducibilné, existuje
permutacia 7 mnoziny {1,2,...,r} takd, Ze p; je asociované s ¢r(;). (Teda nutne
r = s.) Akykolvek druhy rozklad je teda len zmena poradia ireducibilnych prvkov
¢i prenasobenie delitelmi jednotky nejakého “kanonického” rozkladu. Napriklad, v
Z 105 = 3.5.7 = 7.3.5 = (=5)(—3)7. Okruh, v ktorom je pre kazdy prvok rozk-
lad na ireducibilné prvky jednozna¢ny, nazveme okruh s jednoznacénym rozkladom.
Nasledujuce priklady pochadzajtuce z kvadratickych poli ukazujiu nejednoznacnost
rozkladu, ktora moze nastat v okruhoch celych &isel.

Priklad 4.9. V Q(v/=5) 6 = 2.3 = (1 +v5)(1 — V5).
V Q(v=6) 6 = 2.3 =v/—6(—v/—6

V Q(v-10) 14 = 2.7 = (24 /-10)(2 — /-10).
V Q(v—13) 14 = 2.7 = (1 + /—13)(1 — /—13).
V Q(v=15) 4 = 2.2 = (L/=I5) (115
VQ(V-17) 18 =2.3.3 = (1 + /—17)(1 — /-17).
V Q(v=26) 27 = 3.3.3 = (1 + v/—26)(1 — v/—26)
V Q(v=29) 30 = 2.3.5 = (1 + v/—29)(1 — v/—29).
V Q(v/10) 6 = 2.3 = (4 + v/10)(4 — /10).

V Q(V15) 10 = 2.5 = (5 + v15)(5 — V15).

V Q(v/26) 10 = 2.5 = (6 + /26)(6 — v/26).

Ukéazeme Standardny postup, pomocou ktorého sa da nejednoznacnost rozkladu
dokézat.

Vezmime si prvy pripad, v Q(v/=5) 6 = 2.3, 6 = (1 + v/5)(1 — +/5). Najprv
musime ukézat, %e prvky v tychto rozkladoch su ireducibilné. Vieme, Z%e okruh
celych ¢isel Q(F) je Z [v/=5] a norma prvku a + by/=5 je a* + 5b*. Potom normy
st N(2) =4, N(3) =9, N(1++/—=5) =6 = N(1 — v/=5). Ak by 2 bol reducibilny
prvok, tak z normy vidime, Ze by sa musel dat rozlozit na su¢in prvkov s normou
+2. To znamen4, Ze a? + 5b> = £2 pre a,b € Z, ¢o je zrejme nemozné. Teda
2 je ireducibilny. Podobne ak by sa 3 dal napisat ako netrividlny sa¢in 3 = zy,
tak norma z,y je £3. Dostavame sa k rovnosti a® + 50> = +3, ktora je opit pre
a,b € Z nesplnitelna. Teda 3 je ireducibilny. Nakoniec, ak by sa hociktory z prvkov
(1 ++/=5) alebo (1 — v/=5) dal rozlozif na netrivialny siéin, tak normy ¢nitelov
musia byt £2,43. LenZe neexistenciu prvkov s takouto normou v Z [\/——5] sme
pred chvilou ukizali. Teda (1 + v/=5) a (1 — y/=5) st ireducibilné prvky. Teraz
sa pozrime, ¢ 2,3 nie st asociované s (1 + +/=5), (1 — v/=5). No kedZe asociované
prvky maji + rovnakd normu a N(2) # £N(1 ++v/=5), N(2) # £N(1 — /=5),
N(3) # £N(1++/=5), N(3) # £N (1 —+/=5) vidime, Ze asociované nie st a mo6zme
ustdit, Ze v Z [v/=5] nem4 &slo 6 jednoznacny rozklad.
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Touto metodou sa da ukazat nejednoznacnost rozkladu vo vyssie spomenutych
prikladoch pre imagindrne kvadratické polia. Pozrime sa vSak eSte na pripad v
Q(vV-15) 4 = 22 = (HV{H’)( V71 ). Kedze —15 = 1 mod 4, tak celé Cisla
Q(v=15) s Z [1*7 V*ﬂ . Norma a + byv/—15 je a2 + 15b%. Potom N(2) = 4 a
N (A= 5 —15) — 1+ =4= N(i=t 5 —15). Na dokézanie ireducibility ¢initelov zrejme

postaa ukazat, ze v Z [Hi VQ} neex1stuje prvok s normou %2, no lahko je vidiet,

ze rovnica a® 4+ 150> = 42 nem4 pre a,b € Z rieSenie. Lenze v Z [71'“2_715} st

aj prvky s menovatelom 2 a teda eSte zostédva ukazat neexistenciu rieSeni rovnice
a® + 15b? = £8, a,b € Z, ¢o viak nie je fazké. Tymto mame dokizant ireducibilitu
¢initelov; teraz sa pozrime, ¢ nie si ndhodou asociované. AvSak N(2) = 4 =

N(HQﬂ) = N(I=18 \/7) teda asociované byt mozu a musime nijst nejaky iny
argument. Ak by asociované boli, tak existuje delitel jednotky, ktory si vyjadrime
v integralnej baze ako a + bHT‘/Tw, a,b € Z taky, ze 2(a + b1+‘éj5) = HE\/T Po
roznéasobeni dostaneme 2a + b + by/—15 = % + \/? Z toho musi byt b = :I:l, ¢o
v8ak nie je prvok Z a teda taky delitel jednotky v Z [@} neexistuje. Cinitele
[H\/i

v rozkladoch potom nie st asociované a 4 nema v Z } jednoznacny rozklad.

Snad este nezaskodi podotknut, Ze pri dokazovani ireducibility prvkov (1++/—26)
v Z [\/726 , ktoré maja normu 27 mdzme povedat, ze ich pripadné delitele musia
mat normy +3 a +9. Prvky s normou 9 v Z [\/—26 sice existuju (£3), ale prvky s
normou 3 neexistuju a to nam stafi, aby sme ukazali ireducibilitu (1 +/—26).

Teraz moézme pristipit k redlnym kvadratickym poliam. Tam bude situacia o
trochu horsia, ale snad’ si poradime.

Vezmlme prvy priklad, v Q(v/10) 6 = 2.3 = (4+/10)(4—+/10). Norma a+bv/10
je a®—10b% apotom N(2) = 4, N(3) =9, N(4++/10) = 6 = N(4—+/10). Ak chceme
dokézat ireducibilitu 2, treba ukazaf, Ze v Z [v/10] neexistuje prvok s normou +2.
Na prvy pohlad viak nie je uplne jasné, prec¢o by rovnica a? — 100> = +2 nemala
mat rieSenie pre a,b € Z. Podobne, pre dokizanie ireducibility prvku 3 treba ukazat
neexistenciu rieSeni a? — 100> = +3, a,b € Z. Jednoduchy trik je pozriet sa na
tieto rovnice ako na kongruencie mod 10, ktoré potom prejda do tvaru a? = +2
mod 10, a® = 3 mod 10. Ak si vypiSeme druhé mocniny vietkych prvkov Zig, ¢o
sa 0,1,4,9,6,5,6,9,4,1 vidime, ze prave tie ¢isla, ktoré nas zaujimaju, t.j 2,8,3,7
sa medzi nimi nenachadzaju. Teda mézme tvrditf, Ze 2 a 3 sa ireducibilné. A aj
(4 4+ 1/10), (4 — v/10) budi ireducibilné, lebo neexistenciu prvkov s normou +2, +3
sme pred chvilou ukazali. Neasociovanost sa da ukazat podobne ako v pripade
imaginarneho pofla.

V pripade v Q(v/15) 10 = 2.5 = (5 + v/15)(5 — v/15) mame predpis pre normu
a? — 150 a teda N(2) = 4, N(5) = 25, N(5++/15) = 10 = N(5 — v/15). Po pouziti
triku sa dostaneme k rovniciam a? = 4£2 mod 15 a a? = +5 mod 15. Ked si vypiseme
druhé mocniny prvkov Zi5, ¢osi 0,1,4,9,1,10,6,4,4,6,10,1,9,4, 1 vidime, Ze 2 ani
13 sa medzi nimi nenachadzaju a teda 2 je ireducibilny, no 52 = 102> = —5 mod 15,
teda nevieme dokazat ireducibilitu 5. Dostali sme v8ak informéciu, Zze a = 5 mod
15 alebo a = 10 mod 15, ¢o v kazdom pripade znamend a = 0 mod 5. Polozme
a = 5u a potom norma a + by/15 je 25u% — 156> = —5. Na rovnicu 5u? — 3b*> = —1
sa pozrime ako na kongruenciu mod 5 a dostaneme 3b*> = 1 mod 5, teda b? = 2 mod
5. A kedZe druhé mocniny prvkov Zs st 0,1,4,4,1 a 2 sa medzi nimi nenachadza,
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mame dokézand ireducibilitu 5. Dal'sf postup je analogicky ako v predchédzajucich
pripadoch.

4.4 Rozklad na prvotné prvky

V predchadzajicej Gasti sme videli niekolko prikladov nejednozna¢éného rozkladu
prvkov okruhov celych &isel. Teraz by sme mali ukizat nejaké okruhy celych &isel,
ktoré tento nedostatok nemaju a kazdy ich prvok sa da rozlozit na sucin jednoz-
nacne. Aj sa tak stane, no najprv vybudujeme trocha teorie, ktord ndm pomodze
takéto okruhy identifikovat.

Tvrdenie 4.10. Kazdy prvotny prvok v obore integrity D je ireducibilny.

Doékaz. Nech p € D je prvotny prvok. Pripomenme, 7ze podla definicie to zna-
mend p | ab = p | aVp | b Nech p=xy. Potom p | zy a teda p | = alebo p | y.
Bez ujmy na v8eobecnosti nech p | . Teda @ = pq pre nejaké ¢ € D. Ale potom
x = pg = xyq a kedZe v obore integrity mozme krétit, dostavame 1 = yq a y je
delitel jednotky. Teda p je ireducubilny.

Citatel si isto spomenie, Ze na zaciatku tejto kapitoly sme spominali opaénua
implikaciu, t.j. Ze kazdy ireducibilny prvok je prvotny, ako nutni a postacujicu
podmienku jednozna¢nosti rozkladu. Nastal ¢as toto nage tvrdenie dokazat.

Tvrdenie 4.11. Nech D je noetherovsky okruh. Potom D je okruh s jednoz-
na¢nym rozkladom na ireducibilné prvky prave vtedy, ked kazdy ireducibilny prvok
v D je prvotny.

Doékaz. Nech D je okruh s jednozna¢nym rozkladom a z ireducibilny prvok z
D. Chceme ukazat, Ze x je prvotny. Nech z | ab. Potom ab = zc pre nejaké ¢ € D a
vSetky tri prvky, a, b, ¢, sa daju jednoznaé¢ne rozlozit na sicin ireducibilnych prvkov:
a=pip2.--Pn, b=q1q2...qm, c =T172...7s. Lenze potom pips ... pnq14q2 - - - @m =
xrire...7rs a z jednoznacnosti rozkladu mame, ze x je asociovany s niektorym z
prvkov pi,pe, ..., Pn,q1,92; - -, ¢m- Ak je to niektory z p;, tak = | a. V opatnom
pripade je to niektory z g; a x | b. Teda = je prvotny.

Na druhu stranu predpokladajme, ze kazdy ireducibilny prvok D je prvotny a
nech st dané dva rozklady x = upip2...pn = vq1q2 . . . Gm, kde p;, g; st ireducibilné
a u, v su delitele jednotky. Budeme postupovat indukciou vzhladom nan. Akn =1,
tak = up1 = vq1¢2 . . . gm a kedZze kazdy ireducibilny prvok je prvotny, p; | ¢; pre
nejaké j (mo7nost p; | v nemoze nastat, lebo by to znamenalo, Ze p; je delitel jed-
notky). No g; su ireducibilné a teda p; je asociované s ¢; (opat, p1 nemoze byt delitel
jednotky). Potom z = up1 = vq1...qj—1(wp1)gj+1 ... gm, w je delitel jednotky a
po vykrateni w = vwqi ... gj—1¢j41 - - - @m- SACN g1 ... ¢j—1¢j+1 - .- gm je delitel jed-
notky, teda kazdé z tychto ¢ je delitel jednotky, ¢o znamend, ze m = 1 = n, teda
x = up; = v'q; atvrdenie plati. Nech teraz tvrdenie plati pre vietky k£, 1 < k < n—1.
Mame vyjadrenie x = up1p2 - ..Pn = Vq1G2 - - - ¢ Opét, kedZe p,, je prvotny, musi
delit niektory prvok g; (delitel jednotky v to byt nemoze). Prezna¢me indexy pri ¢
tak, aby to naSe g; bolo g,,. Potom upips...pn = vq1 ... ¢m—1(wgm) a po vykrateni
UPLP2 .. Pn_1 = VWQ] . ..¢m—1. Teraz mozme pouzit indukény predpoklad, podla
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ktorého n —1 = m — 1 a existuje permutacia © mnoziny {1,2,...,n — 1} taka, 7e p;
je asociované s gr(;). Vidime, Ze n = m a permutaciu 7 mézme rozsirit na permuté-
ciu 7' mnoziny {1,2,...,n}ktora posobi ako 7 a navySe 7'(n) = m. To dokazuje
tvrdenie.

Ak chceme ukazat, Zze okruh celych ¢isel nejakého Ciselného pola je okruh s
jednozna¢nym rozkladom, tak podla predchadzajuceho tvrdenia staci, ak pre kazdy
ireducibilny prvok z O ukdzeme, Ze je prvotny. No ireducibilnych prvkov v O je
nekone¢ne vela (uloha 4.6) a overif pre kazdy z nich, ¢ je prvotny, je nad nase
sily. Preto musime hladat nejaki silnejSiu a efektivnejsiu podmienku, ktora nam
zabezpeti jednoznacnost rozkladu. Predchadzajuce tvrdenie nam vsak (kedze je v
tvare ekvivalencie) poslazi ako charakterizacia okruhov z jednozna¢nym rozkladom,
¢o mozme vyuzit na zjednodugenie dokazov.

V priklade 4.9 sme videli, ze Z [\/——5] nie je okruh s jednoznaénym rozkladom.
A teraz uz aj vieme prefo. Existuju v hom totiz prvky (napriklad 2), ktoré st
ireducibilne, ale nie st prvotné (2 deli suéin (1 + +/=5)(1 — v/=5) = 6, ale nedeli
7iadny z Cinitelov).

Aby neprislo k nedorozumeniu: ak nejaky okruh nie je okruh s jednoznaénym
rozkladom, neznamend to, ze ziadny prvok nemé jednoznacny rozklad. Napriklad
v Z[v/—=5] mame 4 = 2.2 a tento rozklad je jednoznacny, lebo N(4) = 16 a v
/ [\/——5] neexistuja prvky s normou 2 alebo 8 a ani prvky s normou 4, ktoré by
neboli asociované s 2.

V okruhoch s jednozna¢nym rozkladom mézme zaviest podobné pojmy, sivisiace
s delitelnostou, aké pozname v Z. Napriklad, pre a,b € D mozme zadefinovat
najvicsi spoloényj delitel’ a,b ako prvok d € D, ktory splia: d |aAd | baak d' | a,
d' | b, tak d’' | d. Pre a alebo b rovné 0 definujeme najvicsi spoloény delitel a, b ako
to druhé (nenulové) ¢islo. Podobne mézme zaviest pojem najmengieho spolocéného
ndsobku pre a,b ako taky prvok I € D, ze a | IAb |l aaka |, b |1, tak
I | I'. Vsetky vlastnosti najmensich spolo¢nych nasobkov a najvécsich spolo¢nych
delitelov ako ich pozname zo Z platia aj v danom okruhu. Ak méame k dispozicii
rozklady a,b na ireducibilné prvky, teda a = up®'p3?...por, b = vplipl ... pbr,
pi, p; nie su asociované pre ¢ # j a a;,b; > 0 (priptstame moznost, Ze niektory
7z exponentov a;, b; je nulovy. Potrebujeme len vyjadrenie oboch prvkov pomocou
rovnakej mnoziny prvotnych prvkov.), tak d = pmm(al’bl)pgnm(@’b” . .pmm(a"’b")
= p;mm(al bl)p;"aw(az’bz) _pmes(@nbn) AL najvacs spoloeny delitel a,b je 1, tak
hovorime, Ze a, b st nesudelitelné. Samozrejme, kazdy prvok asociovany s d je tiez
najvacsi spolo¢ny delitel danych prvkov a podobne aj kazdy asociovany s [ je ich
najmensi spolo¢ny nasobok.

Treba vsak pripomenit, Ze takéto definicie si mézme dovolit len v okruhu s jed-
noznaénym rozkladom, ako ukazuje nasledujtci priklad:

Priklad 4.12. Poktisme sa v Z [\/75] najst najvacsi spolo¢ny delitel a najmensi
spolo¢ny nasobok &isel 6 a 2(1 4+ 1/—5).

Ozna¢me hladany najvicsi spolocny delitel 6 a 2(1 + /—5) ako d. Z prikladu
4.9 vieme, ze v Z [v/—5] ma prvok 6 dva rozklady: 6 = 2.3 = (1+/=5)(1 — v/=5).
Kedze 2 | 6 a 2| 2(1 ++/—=5), tak 2 | d. Podobne (1 4+ v/=5) deli 6 aj 2(1 4+ v/=5),
teda (1 + v/=5) | d. V tomto okamihu by ndm mohol prist na um argument, Ze
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ked7e dva ireducibilné prvky, 2 a (1 + +/=5) delia akysi prvok, tak aj ich stcin ho
musi delit a z toho by sme uz l'ahko dosli k sporu, teda k zaveru, ze hladané d
neexistuje. Takyto argument je vSak nespravny; spominané ireducibilné prvky totiz
nie st prvotné a neumoznuju takéto, hoci na prvy pohlad prirodzené, operacie.
Musime preto postupovat inak. Pozrime sa na normy: N(2) =4, N(1++/—5) =6
a norma d potom musi byt nasobok oboch tychto ¢isel. Ale zaroven d | 6, teda
N(d) | N(6) = 36 a dostavame jedini moznost, N(d) = 12. Pri predpise pre
normu a? + 5b2 je viak takéto Cosi nemozné, teda hl'adany najvicsi spolo¢ény delitel
neexistuje.

Oznaéme teraz hladany najmensi spoloény nésobok 6 a 2(1++/—5) ako [. Kedze
6 | 1, tak 36 | N(I) a podobne 2(1++/=5) | [, teda 24 | N(I). Spojenim tychto faktov
dostaneme, 7e 72 | N(l). Zrejme 6 | 3.2.(1 + v/=5) a 2(1 + v/=5) | 3.2.(1 + V/=5),
teda | | 3.2.(1 + v/=5) a N(I) | 216. Ak nahradime ¢islo 3.2.(1 + v/—5) ¢islom
(1 4+ +/=5).2.(1 + v/=5), tak pouzitim rovnakého postupu ziskame N () | 144. Teda
musi byt N(I) = 72. To je vSak opét pri predpise pre normu a? + 5b*> nemozné
(ak sa na rovnost pozrieme modulo 5), teda hladany najmensi spolo¢ny néasobok
neexistuje.

4.5 Euklidovské okruhy

Obor integrity D nazveme euklidovsky okruh, ak existuje funkcia ¢ : D — {0} — N
taka, 7e platia dve podmienky: 1. Ak a,b € D — {0} a a | b, tak p(a) < @(b). 2.
Pre a,b € D — {0} existuju q,r € D také, Ze a = gb+ r, pricom ¢(r) < ¢(b) alebo
r = 0. Napriklad pre Z takéto podmienky splha absolutna hodnota prvku alebo pre
okruh polynémov v jednej neuréitej nad nejakym polom mozme polozit p(p(t)) =
st(p), teda stupen polynomu p. Kazdy euklidovsky okruh je okruh s jednozna¢nym
rozkladom, no pri dokazovani tohto tvrdenia budeme postupovat oklukou.

Obor integrity D nazveme okruh hlavnijch idedlov, ak kazdy ideal D je hlavny,
teda I = (a) pre nejaké a € D. Lahko sa ukéZe, Ze okruh hlavnych ideédlov je okruh
s jednozna¢nym rozkladom.

Tvrdenie 4.13. Kazdy okruh hlavnych idealov je okruh s jednozna¢nym rozk-
ladom.

Dokaz. Nech D je okruh hlavnych idedlov. To znamend, Ze kazdy ideal je tvaru I =
(a) pre nejaké a € D. Teda kazdy ideal je kone¢ne generovany a D je noetherovsky.
Tym sme dokézali existenciu rozkladu na ireducibilné prvky. Ostava ukazat, Ze
kazdy ireducibilny prvok D je prvotny. Nech p je ireducibilny prvok D. Potom
podla tvrdenia 4.3.d je (p) maximéalny hlavny ideal, teda maximalny ideal (kazdy
ideal je hlavny). Nech p | ab, a,b # 0 a predpokladajme, Ze p ¥ a. To znamena,
Ze idedl (p,a) D (p) a kedZe (p) je maximélny, tak (p,a) = D. Z toho vyplyva, Ze
1€ (p,a) atedal = kp+la, k,I € D. Po prendsobeni tejto rovnosti b dostaneme
b= kpb+lab. A kedze p | ab, tak p | kbp + lab = b. Teda p | b a p je prvotny.

Po tejto kratkej odbocke sa moézme vratit naspat k euklidovskym okruhom.

Tvrdenie 4.14. Kazdy euklidovsky okruh je okruh hlavnych idealov.
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Dokaz. Nech D je euklidovsky okruh a I idedl D. Ak I = {0}, tak I = (0),
¢o je hlavny ideal. Nech teraz I # (0). Vezmime prvok x € I taky, 7ze p(z) je
minimélne (obor hodnot ¢ je N, teda také x urcite existuje). Pre Tubovolné y € I
mozme pisat y = gx + r, kde ¢(r) < ¢(x) alebo r = 0. KedZe I je ideal, tak ked
y, x patria do I, tak aj r patri do I. LenZe z toho okamzite dostdvame, Ze moZznost
©(r) < () nemodze nastat, lebo x sme vyberali tak, aby ¢(z) bolo minimalne.
Ostala nam len mo7nost r = 0 a teda T'ubovolné y € I je nasobok z, teda I = (z) je
hlavny ideal.

Doésledok 4.15. Kazdy euklidovsky okruh je okruh s jednozna¢nym rozkladom.

Tento vysledok pouZijeme v dalSej casti, kde sa pozrieme na imaginarne kvadrat-
ické polia.

4.6 Euklidovské kvadratické polia

Tvrdenie 4.16. Okruhy celych ¢isel kvadratickych poli Q(v/d) st euklidovské pre
d=-1,-2,-3,-7,—11, s funkciou p(a) = |[N(a)]|.

Dékaz. Musime ukizat, 7e funkcia p(a) = |N(«)| splha podmienky 1 a 2, teda
1. Ak o, € O — {0} a a | B, tak p(a) < ¢(B) a 2. Pre kazdé o, € O — {0}
existuju ¢,r € O také, ze o = ¢ + r, pricom ¢(r) < ¢(8) alebo r = 0.

Ukazat platnost prvej podmienky je lahké, lebo ak « | 3, tak § = a7y pre y € O
a @(B) = [N(B)| = IN(a)N(7)| = [N(a)| [N(7)] = [N(a)] = ¢(a).

Pre druhtt podmienku najprv dokdZzeme s fiou ekvivalentné tvrdenie, s ktorym
sa nam bude T'ahSie pracovat.

3. Pre Tubovolné € € Q(V/d) existuje k € O také, ze |N(e — k)| < 1.

2 = 3. Nech ¢ € Q(vd). Podla lemy 2.11 vieme, ze existuje ¢ € Z,c # 0
také, ze ce € O. Potom mozme pisat ce = gc + r pre q,r € O (o = ce, 5 = ¢).
Mozu nastat dva pripady: » = 0 a ce = qc, teda € = ¢ € O a ked polozime
Kk =€, tak |[N(e — k)] = |[N(e —€)] = IN(0)] = 0 < 1. V druhom pripade r» # 0 a
IN(r)| < [N(c)|, teda |N ()| < 1. Polozme r = q. Potom |N (e — k)| = [N (e — q)| =
[N =g = [N(D)] < 1.

3 = 2. Nech a,3 € O — {0} st pevne zvolené. Potom pre e = § € Q(Vd)
existuje K € O také, ze |[N(e — k)| = ‘N(%—n)‘ < 1. Ak |[N(e— k)| = 0, tak
3 = €=k, teda a = Bk (g = k,r = 0). Ak |[N(e — k)| # 0, tak po upraveni
’N(% - H)’ = N(O‘_Tfﬂ)‘ < 1 apo prenasobeni |N(3)| mame |N (o — &) < |N(5)].
Polozme ¢ = k, r = a — k. Potom ¢ aj r patriado O, « = ¢B+r a ¢(r) = |N(r)| =
N(a— rB)| < INB)| = 9(8).

Teraz dokadzeme platnost podmienky 3, najprv pre pripad d # 1 mod 4 (teda
d = —1,-2). Nech ¢ = r +sVd, r,s € Q. Chceme najst ¢islo k = = + yV/d,
x,y € 7Z také, Ze plati podmienka 3. Zvolme za x racionélne celé ¢islo, ktoré
je najblizsie k r. Podobne zvolme za y také raciondlne celé ¢islo, ktoré je na-

jblizsie k s. Potom zrejme |z —r| < %, ly —s| < L. Po dosadeni do podmienky

5
3 dostavame |N(e — k)| = ‘N(r—ksﬁ—x—y\/;i)’ = ‘N(r—x—!—\/a(s—y)) =
’(r—m)Q —d(s —y)?| < ‘(%)2 —d(%)z‘ < 1 +2% =2 < 1. Teraz uvazujme d = 1

37



mod 4 (teda d = —3,—7,—11). Opif chceme pre € = 7 + sv/d, r,s € Q najst k =
T+ y(HW), x,y € Z také, aby platila podmienka 3. Ak upravujeme |N(e — k)| =

N(r+svd - (1+f))]=‘1v( x—f—|—\[(s—7)‘:‘r—x—%)Q—d(s—

vidime, Ze by mohlo byt vyhodné zvolit za y najblizsie celé ¢islo k 2s, ¢im dostaneme

nerovnost |2s —y| < 3, teda |s — %’ < i. Ked mame zvolené y, zvolme x ako na-

jblizsie celé ¢islo k 7— %, ¢im dostaneme nerovnost ’r -5 - :E} < % a mozme pokraco-
2 2 1)2 142 1 1 _ 15

vaf v upravovani. |(r—x — %) —d(s — )?| < |(3)? —d()?| < j+115 =12 < L.

Teda podmienka 3 plati a tvrdenie je dokizané.

Mohla by vzniknut otézka, ¢i sa predchadzajuce tvrdenie neda dokazat aj pre
d'alsie, mensie hodnoty d. No naSe volby z a y, ktoré boli viac-menej rozumné a
predsa sa nam pomocou nich len tak-tak podarilo dosiahnut hodnotu mensiu ako 1
naznacuju, ze tomu tak pravdepodobne nebude.

Tvrdenie 4.17. Pre d < —11 a bez kvadratickych delitelov okruh celych ¢isel
Q(+/d) nie je euklidovsky.

Dokaz. Sporom. Predpokladajme, Ze okruh celych &isel Q(\/ﬁ) je euklidovsky,
teda existuje nejaka funkcia ¢, ktora splita podmienky 1 a 2 (to vSak nutne nezna-
mend, 7e ¢(a) = |N(a)|). Vezmime nenulové o € O, nie delitel jednotky take, ze
¢(«) je miniméalne moZzné. Potom pre Tubovolné 8 € O mozme pisat 8 = qa + r,
q,r € O, kde ¢(r) < p(a) alebo r = 0. Lenze a sme vyberali tak, ze ¢(a) bolo
minimalne mozné, teda » musi byt 0 alebo delitel jednotky. Podla tvrdenia 4.1
jediné delitele jednotky v OQ(\/E) pre d < —11 st £1. Ak sa na rovnost 3 = qa + r
pozrieme ako rovnost vo faktorovom okruhu O/(«), tak pre Iubovolné § € O méame
B = r mod «, teda kazdé § patri do niektorej z tried 1+ («), 0+ (), —1 + (). Z
toho dostavame, ze |O/(a)| < 3.

Hodnotu |O/(a)| teraz vypocitame inym sposobom. Ak d # 1 mod 4, tak in-

tegralna baza Q(Vd) je {1 Vd }, ¢o je zaroven generujica mnozina O ako volnej
grupy. Hlavny ideal («) je podgrupa O a mnoZina jeho generatorov je {a,a\/E}.

Ked oznacime o = a+bVd, a,b € Z, tak {a, a\/a} = {a +bVd, db + a\/a}. Podl'a
tvrdenia 1.15 je pocet prvkov faktorového okruhu O/(«) rovny absolatnej hod-
note determinantu matice prechodu od bazy {1, \/&} k {a +bVd, db + a\/&} , teda

0/(a

= |a? — ap?| = ‘N(a—kb\/a)‘ — |N(@)|. Ak d = 1 mod 4, tak
1+Vd
2

|_Hdb a‘

generujica mnozia O je {1,

} a generujuca mnozina («) je {a, ‘”%‘/E}, ¢o sa

9

pri oznaceni a = a+b1+2—‘/g d4 upravit na mnozinu {a + ler—z\/E7 @ + (a + b)l'g—‘/g}.

b

+0b
hodnota jej determinantu je ‘a2 +ab+ b — ‘ ‘N( + b1+‘f ‘ = |N(a)|. Teda
v oboch pripadoch dostavame rovnaky vysledok (v dalsej kapitole uvidime, Ze to
nie je ndhoda) a musi platit |N(a)| < 3. To znamen4, ze |a? — dbz‘ <3,apred=1
mod 4 aj ’a2 — db2’ <12, a,b € Z, ¢o v3ak pre d < —11 m4 jediné rieSenia a = £1,
b =0 (d = —12 nie je ¢islo bez kvadratickych delitelov, teda a = 0, b = +1 nie je

Matica prechodu od bazy O k béaze («) je potom < b(da,l) > a absolitna
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pripustné riegenie). Potom a = +1, ¢o su delitele jednotky v O, teda dostavame
spor s predpokladom a (9@( vay bre d < —11 a bez kvadratickych delitelov nie je
euklidovsky okruh.

Samozrejme, to, ze tieto okruhy nie st euklidovské eSte neznamené, Ze nie su s
jednozna¢nym rozkladom. Je znamy vysledok, Ze okruhy celych ¢isel imaginarnych
kvadratickych poli Q(v/d) st okruhy s jednoznatnym rozkladom prave vtedy, ak
d=-1,-2,-3,—-7,—11,-19,—43, —67, alebo —163.

Pre redlne kvadratické polia zatial nie je dokdzané ziadne podobné tvrdenie.
Vlastne sa ani nevie, ¢i mnozina takych d > 0, Ze okruhy celych ¢isel Q(\/E) sa
okruhy s jednozna¢nym rozkladom, je kone¢né alebo nekonecna.

Na konci tejto kapitoly este dokdzeme kratke tvrdenie pochédzajtce od franctuzskeho
matematika Fermata, ktoré hovori: “26 je jediné prirodzené ¢islo, ktoré ma zospodu
Stvorec a zvrchu kocku.” Forméalnejsie povedané:

Tvrdenie 4.18. Rovnica 32 +2 = 23 ma pre z,y € Z jediné riefenia y = £5,z = 3.

Dokaz. Najprv si viimnime, Ze y nemoze byt parne, lebo potom by Tava strana bolo
parne ¢islo delitelné dvoma, ale §tyrmi (a ani 6smimi) uZ nie, kdeZto na pravej strane
by (pre nutne pérne ) bolo ¢islo delitelné 6smimi. Rozlozme teraz y?+2 v Z [\/——2]
(ktory, ako vieme, je okruh s jednoznaénym rozkladom) na (y + v/—2)(y — v—2).
Teda (y + v—2)(y — vV—2) = 3. Teraz ukdzeme, 7e (y +v—2) a (y — v/—2) st
navzéjom nesudelitelné. Ak by mali nejakého spolo¢ného delitela (ozna¢me ho
c+dv-2, ¢,d € Z), tak on musi delif ich stcet aj rozdiel, teda ¢isla 2y a 2v/—2.
Porovnanim noriem dostaneme c? + 2d? | 4y?, ¢* + 2d® | 8 a kedZze y je neparne,
tak ¢? + 2d* | 4. Existuje hned niekolko rieSeni tohto vztahu: ¢ = +1,d = 0,
c=2,d=0,c=0,d = +£1; ale ziadne z nich ndm nedéva netrividlneho delitela
y++v/—2. Teda (y ++v/—2) a (y — v/—2) s navzajom nestdelitelné. Ale kedZze
ich sucin je tretia mocnina nejakého ¢isla, tak obidve musia byt tretie mocniny
nejakych ¢isel. (Tu vyuzivame jednoznatnost rozkladu v Z [M] . Citatel si isto
spomenie na priklad v Q(v/—26) 27 = (1 + v/—26)(1 — v/—26).) Teda dostavame,
7e y + V-2 = (a+ b/-2)3 = a® — 6ab? + v/—2(3a®b — 2b%), a,b € Z. Porov-
nanim koeficientov pri v/—2 dostaneme rovnicu 1 = b(3a? — 2b%). Pre b = 1 musi
byt a = £1 a pre b = —1 nedostavame celociselné a. Ked sa vratime naspit, tak
y+vV=2=(+1++/-2)3 =45+ /-2, teda y = £5 a z toho z = 3, ¢o naozaj si
rieSenia.

4.7 Ulohy

1. Ktoré z nasledujucich prvkov zo Z [i] su ireducibilné?

(a) 1414
(b) 3—Ti
(¢) 5

(d) 7

2. Je grupa delitelov jednotky okruhu celych ¢isel &iselného pola Q(v/3) kone¢na?
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3. Je 10 =2.5 = (3 +)(3 — ¢) priklad nejednozna¢ného rozkladu v Z [i]?

4. Nech D je okruh s jednozna¢nym rozkladom a a,b st dva nesudelitelné prvky
z D, nie delitele jednotky. Dokéazte, zZe ak ab = ¢" pre nejaké ¢ € D, tak existuje
delitel jednotky e € D taky, Ze ea a e~'b stt n—té& mocniny nejakych prvkov z D.

5. Nech K je ciselné pole, O je jeho okruh celych ¢isel a o € O je prvotny pr-
vok. Dokézte (s vyuzitim faktu, ze o | N(«)), Ze jediné racionélne celé ¢isla, ktoré
« deli, st prave celo¢iselné nasobky istého prvocisla zo Z.

6. Dokazte, ze v kazdom okruhu celych ¢isel ¢iselného pola existuje nekonecne
vela ireducibilnych prvkov.

RieSenia

1. S vyuZitim tvrdenia 4.8 (¢) dostaneme, Ze v (a), kde N(1 + i) = 2, ¢o je pr-
vocislo, je 1 + ¢ ireducibilny. V (b) je N(3 — 7i) = 58, ¢o prvocislo nie je. Teda
by mohli by existovat delitele tohto prvku s normami 2 alebo 29. V ¢asti (a) sme
videli jeden prvok s normou 2 a naozaj plati (3 — 7¢) = (1 +4)(—2 — 5i), teda 3 — 74
nie je ireducibilny. V (c) je N(5) = 25, teda pripadny delitel by musel mat normu
5. Riegenim rovnice a? + b?> = 5 je napriklad dvojica @ = 2, b = 1 a naozaj plati
5= (2414)(2—1), teda 5 nie je ireducibilny. Podobne v (d) je N(7) = 49 a pripadny
delitel by musel mat normu 7, ale rovnica a? + b?> = 7 nema pre a,b € Z rieSenie.
Teda 7 je ireducibilny.

2. V tejto tlohe si staci v8imnatf, 7e prvky (2 + v/3) a (2 — V/3) st celé ¢isla
(patria do Z [v/3], €o je okruh celych &isel Q(v/3)) a ich sudin je 1; teda sd to
delitele jednotky. Navyse, I'ubovolna mocnina tychto prvkov je delitel jednotky,
lebo (2+v/3)F(2 —V/3)¥ = 1¥ = 1 pre k € N. A Tahko je vidiet, Ze tieto mocniny st
navzajom rozne prvky, ktoré patria do Z [\/3] , teda mnozina delitelov jednotky v
7 [\/3] je nekonecna.

3. Z tvrdenia 4.16 vieme, 7e Z [i] je okruh s jednozna¢nym rozkladom, teda odpoved
na otazku je nie. Ak chceme najst rozklad 10 na ireducibilné prvky v Z[i], tak
naprikad s vyuZitim prvej tlohy mozme pisat 10 = (1+4)(1 —4)(2+14)(2—1), pri¢om
plati: (1+4)(1—14) =2, (2+14)(2—14) =5, (1+i)(2—i) =34+ia (1—i)(2+i) =3—1.

4. Kedze D je okruh s jednoznacnym rozkladom, tak predpokladajme, Ze ¢ mé
rozklad ¢ = vp{* ... pEm, kde v je delitel jednotky a p; st ireducibilné. Potom plati
ab = (vpft...pSm )™ = v"pit ... pleém. LenZe v okruhu s jednozna¢nym rozkladom
je kazdy ireducibilny prvok prvotny, teda z toho, Ze p; | ab vyplyva p; | a alebo p; | b.

Navyse, a a b st nestdelitelné, teda ak p; | a, tak musi uz platit p;** | a. Z tychto

tvah dostavame, Ze mnozina {p1,...,pm} sa da rozlozit na dve disjunktné podm-
.. - P neq neq
noziny {pay,---sPa.t & {Dby,---,0p,.} také, Ze a ma rozklad a = upg, ' ...pa,"
a b mé rozklad b = wp, " ...p, ", kde u,w si delitele jednotky také, Ze uw =
v™. Polozme teraz e = w. Potom ea = wupg, " ...pa ™ = v"pay "t ... et =
(vpat ... pa** )™ apodobne e~ 1b = w_lwp:fbl R (pZi’l —..py)", €o dokazuje

tvrdenie.
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5. Ak vyuzijeme fakt, 7e o | N(«) (lebo N(«a) je st¢in konjugovanych prvkov k o a
teda « sa v tomto st¢ine nachédza), tak « deli akési racionélne celé ¢islo, lebo norma
celého ¢isla je prvok Z. Tato norma nie je rovnd %1, lebo « nie je delitel jednotky
(je prvotny), teda N(a) = £p7*...pc", kde p; su prvocisla. Potom « | p*...p5» a
z toho, ze « je prvotny dostavame, Ze « | p; pre nejaké i. Ozna¢me si toto p; ako p.
Teda « deli vSetky racionalne celé ¢isla, ktoré st nasobkami p. Ak by v8ak existovalo
nejaké dalsie racionélne celé ¢islo m také, Ze o | m a m nie je nasobok p (teda m a p
st nesudelitelné), tak z Bézoutovej identity dostaneme existenciu nejakych u,v € Z
takych, ze plati um+vp = 1. Ale potom « | um+wvp = 1, teda « je delitel jednotky,
¢o je spor.

6. Vyuzijeme znamy fakt, 7e v Z existuje nekonecne vela prvocisel. Navyse vieme,
7e 7 C Ok pre Tubovolné ¢iselné pole K. Ak [K : Q] =n a p € Z, tak N(p) = p".
Vdaka tomu, ze Ok je noetherovsky okruh a teda je v iom moZny rozklad na ire-
ducibilné prvky mame pre kazdé prvocislo p zaru¢ent existenciu akéhosi ireducibil-
ného prvku z Ok, ktory toto prvocislo deli. Ozna¢me ho ¢,. Norma prvku 7, musi
byt delitel normy p, teda N(i,) = p° kde 1 < e < n. Pre rozne prvocisla p, ¢
st prvky i, a i, rozne, lebo ak by sa rovnali, tak podla noriem by muselo platit
N(ip) = p® = ¢/ = N(i,), ¢o je viak pre rozne prvoéisla p, ¢ nemozné. Mnozina
prvkov i, sice nemusi obsahovat vSetky ireducibilné prvky z Ok, ale je nekonecn4,
¢o dokazuje tvrdenie.
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Kapitola 5

Idealy

V tejto kapitole sa pozrieme na idedly okruhu celych ¢isel ¢iselného pola, ktoré
sa ukdzu byt vhodnymi objektami pre $tudium. Po zov8eobecneni pojmu ideal na
pojem zlomkovy ideal ukdZzeme, ze zlomkové idealy okruhu celych ¢isel tvoria grupu.
A tak ako existovali isté Specidlne prvky okruhu celych &isel, t.j. prvotné, tak po
zavedeni pojmu prvoideédl dokaZzeme, Ze Tubovolny ideél okruhu celych &isel ¢iselného
pol'a sa da jednoznacne rozlozit na su¢in prvoideélov.

5.1 Rozklad idealov na prvoidealy

V predchadzajtcej kapitole sme videli, Ze okruhy celych ¢isel algebraickych ¢iselnych
poli ako zovSeobecnenia okruhu Z si zachovali vlastnost, Ze sa kazdy ich prvok da
rozlozit na suéin ireducibilnych prvkov, no v niektorych okruhoch tento rozklad
nemusi byt jednozna¢ny. Pozrime sa preto opédtf na niektory z tychto pripadov, ¢
nadhodou neobjavime nieco, ¢o sme si predtym nevsimli.

Vezmime dva rozklady na ireducibilné prvky v Q(v/15) : 2.5 = (5++/15)(5—/15).

V oboch rozkladoch sa nachadza ¢islo 5, dokonca aj pod odmocninou a preto
by mohlo byt prirodzené pokusit sa vykonat taka tpravu, Ze na oboch stranach
vyjmeme /5. Problém viak je v tom, ze v/5 nepatri do okruhu Z [\/ﬂ . Prejdime
preto do vécieho okruhu Z [v/3, v/5], v ktorom uz mézme pisat 2v/5v/5 = v/5(v/5 +
V3)V5(v/5 —V/3). Zrejme plati 2 = (v/5 4+ v/3)(v/5 — v/3). Vidime teda, Ze to, ¢o sa
nam pred chvilou zdalo byt ukaZka nejednozna¢ného rozkladu, je v skuto¢nosti len
iné usporiadanie a popérovanie ¢initelov v/5,v/5, v5 + V3, v5 — /3.

Tymto spoésobom sa nam podarilo zachranit nejednoznacénost rozkladu prvku 10
v Z [\/ﬂ tak, Ze sme presli do vacsieho okruhu, v ktorom sa predtym nerozlozitelné
prvky rozlozili na spolo¢né Cinitele a cela zélezitost s nejednoznacnostou rozkladu sa
rychlo vysvetlila. Dalo by sa nie¢o podobné urobit vo vieobecnosti? Teda pre kazdy
pripad nejednozna¢ného rozkladu najst vacsi okruh, v ktorom by tento rozklad uz
bol jednozna¢ny? MoZno ano, ale my sa budeme uberat trochu inym smerom.

Majme prvky z, a, b nejakého okruhu R, pre ktoré plati z = ab. Potom pre hlavné
idealy plati (z) = (a) (b) a zrejme aj vSeobecne, ak mame rozklad = = pips...py,
tak (z) = (p1) (p2) - .. (pn) - Ked sa teraz vratime k nas§mu prikladu, tak z rozkladu
v Z[V3,V5] 10 = V5V5(v5 + V3)(V5 — V/3) dostavame rozklad idedlu (10) =
(\/5) (\/5) (\/5 + \/3) (\f — \/5) . Mohli by sme sa pokusit vratit naspat do nasho
povodného okruhu Z [\/ﬂ tak, Ze urobime prienik kazdého z tychto idedlov so
Z [V15] . Vysledkami bud idealy Z [v/15] .

Ozna¢me I = (\/5—}— \/3) NZ [\/m . Prvok \/5(\/54— \/3) = 54 /15 patri do
(\/5+ \/§) aj do Z [\/ﬂ , teda 5 + v/15 € I. Podobne prvok \/ﬁ(\/ng \/§) =
3+ V15 patri do (V54 v/3) aj do Z [V15], teda 3+ v/15 € I. Potom aj rozdiel
(5++/15) — (3 ++/15) = 2 patri do I. Ak by vsak I bol hlavny ideél s generatorom
a+bV/15, a,b € Z, tak norma tohto generatora musi delit normy prvkov 2 aj 5++/15,
teda a? — 1567 | 4 a 10, z ¢oho vyplyva a? — 1562 | 2. Dostavame $tyri moznosti:

42



norma a + by/15 moéze byt jedno z &isel 2, —2,1, —1. Prvé dve vsak rychlo vylacime,
lebo modulo 5 by muselo platif a? = £2, ¢o je nemozné. Druhé dve moznosti ndm
hovoria, Ze hlTadany generator je delitel jednotky v Z [\/15 a teda idedl I je celé

Z [V15] . To ale znamen4, %e Z [v15] C (V5+V3), teda 1 € (V5 ++/3), z ¢oho

musi byt \/g}m/g = \/55‘/3 € Z [V/3,/5] , to ale zrejme neplati. Vysledok je taky, ze

ideal I nie je hlavny (a nie je fazké ukazat, ze I = (2, 5+ \/ﬁ) , teda je generovany
dvoma prvkami). Samozrejme, aj v Z [v/15] mame (dokonca dva) rozklady idealu
(10) = (2)(5) = (54 V15) (5—V15). Tieto idealy sa ale daji dalej rozlozt a
uplna faktorizacia idealu (10) je (10) = (2,5 + \/ﬁ) (2,5 + \/ﬁ) (5, \/ﬁ) (5, \/ﬁ)
(v8imnime si pritomnost nasho idedlu I v tomto rozklade). A dva rozne rozklady
idealu (10) (a nim odpovedajice rozne rozklady prvku 10 na ireducibilné prvky)
vznikni len odliSnym popéarovanim tychto §tyroch ideélov.

Predchadzajiacimi tavahami sme sa pokusili na¢rtniat hlavni myslienku, ktoru
budeme v tejto kapitole d'alej rozvijat. Vybudujeme trocha tedrie, ktora nadm poskytne
hlbsi pohlad na faktoriziciu prvkov a idedlov a zéaroven doda predchadzajucemu
postupu punc formalnosti a korektnosti.

Pripomeiime si teraz niektoré definicie z prvej kapitoly:

Idedl a je taky podokruh okruhu R, pre ktory plati, Ze pre vietky r € Raa € a:
ra € a,ar € a.

Prvoidedl a je taky idedl, ze ak pre idedly b, ¢ plati bc C a, tak b C a alebo ¢ C a.
Ekvivalentna (a mozno znamejsia) definicia je, Ze a je prvoideal, ak pre ab € a plati
a € a alebo b € a. My vsak nebudeme pracovat s konkrétnymi prvkami, ale s idealmi
ako mnozinami a preto uprednostiiujeme prva definiciu.

Mazimdlny idedl a je taky ideal, ze ak a C b, tak b = a alebo b = R.

7 dosledku 1.3 navySe vieme, ze kazdy maximalny ideal je prvoideal.

Pridajme v8ak este jednu definiciu: Zlomkovyj idedl a okruhu celych &isel ¢isel-
ného pola K je taky O—submodul K, pre ktory plati, Ze existuje nenulové ¢ € K
také, ze ca C O. Zlomkovy ideél je teda podmnozina K uzavretd na scitavanie a na
nasobenie prvkami z O a je dolezité uvedomit si, Ze ca je potom ideal O. Ak totiz
ca,cf € O pre a,f € a, tak a = § € a a potom ca £ ¢f = ¢(a £ B)€ ca, teda ca
je podokruh O. A ak r € O a ca € ca, tak car = c(ar) € ca vdaka tomu, Ze a je
O—modul a teda mnozina uzavreta na nasobenie prvkami z O.

Kazdy ideal O je aj zlomkovy ideal (sta¢i zvolit ¢ = 1). Ale napriklad v Q
moézu byt prikladmi zlomkovych idedlov mnoziny %Z, %Z, .... VSeobecne, ak a je
zlomkovy idedl a b =ca je ideal O, tak a je mnozina ¢~ 'b. Ak by kazdy ideal O bol
hlavny a teda b = (b) = bO, tak a = ¢~ b0 a zlomkové idedly O s prave mnoziny
a0, kde a € K. Samozrejme existuju okruhy celych ¢isel, ktoré nie si okruhmi
hlavnych idedlov (napriklad tie, ¢o nie st okruhmi s jednozna¢nym rozkladom). Pre
ne nemame takéto jednoduché vyjadrenie zlomkovych idealov.

Tvrdenie 5.2. Okruh celych ¢isel O Eiselného pola K ma tieto vlastnosti:
(a) O je obor integrity, s podielovym polom K.

(b) O je noetherovsky okruh.

(c) Ak o € K splha nenulovy polyném s koeficientami z O, tak o € O.

(d) Kazdy nenulovy prvoideal O je maximalny.

Dokaz. Casti (a),(b),(c) st zrejmé alebo uz boli dokézané v predchadzajicom
texte, preto sa obmedzime na ¢ast (d). Nech p je nenulovy prvoideil O. Vezmime
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Tubovolné nenulové a € p a ozna¢me N(a) = ajas. ..o, = N, kde «; st konjugov-
ané prvky k a a a; = a. Kedze « je celé ¢islo, tak N € Z a zaroven sacin sy . . . o, pa-
tri do B. LenZe tento stcin je zaroven rovny Nal_l € K, tedaas...a, € BNK = 0.
Z toho, Ze p je idedl a oy € p dostavame, Ze ayas ..., = N € p a teda (V) C p.
Ideal (N) = NO ma ako volna grupa rovnaky pocet generatorov ako O, preto podla
tvrdenia 1.15 je O/NO kone¢ny okruh. Potom O/p ako jeho faktorovy okruh je tiez
kone¢ny okruh a kedZe p bol prvoideal, tak je to obor integrity. A podla tvrdenia
1.1 je kazdy kone¢ny obor integrity pole, teda p je maximalny ideél.

Okruh, ktory splita podmienky (a)-(d) z predchadzajiceho tvrdenia sa nazyva
Dedekindov okruh. O chvilu dokdZeme tvrdenie, Ze kazdy ideal O sa da rozloZit na
sacin prvoidedlov, a to jednozna¢ne aZz na poradie. Rovnaké tvrdenie plati aj pre
Dedekindove okruhy vSeobecne.

Z casti (d) vidime, Ze pojmy “maximalny ideal” a “prvoideal” znamenaju v okruhu
celych ¢isel ¢iselného pola toisté. Neskor budeme tuto skuto¢nost vyhodne vyuzivat.

Este by snad bolo vhodné vysvetlit, pre¢o budeme (hoci len chvilu) pracovat so
zlomkovymi idealmi a nie len s “obycajnymi”. Dévod je jednoduchy: nepodarilo by
sa nam vytvorit grupu, lebo by sme nemali inverzné prvky. Zatial sice nevieme, ¢o
bude neutradlnym prvkom tejto grupy, ale ked vopred prezradime, Ze nim bude O,
tak napriklad k hlavnému ideélu (a) by sa ndm velmi hodila mnozina a =10, ¢o vsak
nie je idedl O, ale zlomkovy ideal uz ano.

Lema 5.3. Nech a je nenulovy idedl O. Potom existuju prvoidedly pi,po,..., P,
také, ze p1ps...p, C a.

Doékaz. Sporom. Ak existuje taky ideal, Ze preftho neexistuju ziadne také pr-
voidedly p;, tak kedze O je noetherovsky okruh, mézme vd'aka principu maximality
vziat najvacsi vlastny ideal vzhl'adom na neexistenciu takych p;. Oznadme tento
ideal a. Potom a nie je prvoideél, lebo by sme mohli zvolit p; = a a teda z defini-
cie prvoidedlu dostavame existenciu nejakych idedlov b, ¢ takych, ze bc C a ale
b a,cga Oznatme a; = a+ b, ap=a+ c. Potom aya,C a, ale a C ay, a C as.
Teda z principu maximality pre a;,as uz existuja prvoidedly pi,...,Ps,q1,--.,0¢
také, 7e p1...psC ay, q1...q; C ag. Ale potom py...psq1...q; C ajas C a, ¢o je
spor s predpokladom.

Tvrdenie 5.4. Nenulové zlomkové idealy okruhu celych ¢isel O tvoria komutativnu
grupu vzhladom na néasobenie.

Doékaz. Mnozina vSetkych zlomkovych idedlov O je zrejme neprazdna, lebo samotné
O do nej patri. Komutativnost a asociativnost si zrejmé. A vdaka komutativnosti
staci ukazat existenciu neutralneho a inverznych prvkov len z jednej strany. Vezmime
preto Tubovolny nenulovy zlomkovy ideal a =c~'b, ¢ # 0. Potom a® =c~'bO =
¢ 1(b0) = ¢ 'b = a. Teda O je neutralny prvok. Pre a ako nenulovy idedl O defin-
ujme mnozinu a~! = {r € K;za C O}. Uz samotné oznacenie ~! naznacuje, 7e toto
bude nas kandidat na inverzny prvok pre idedl a. Pozrime sa preto na niektoré vlast-
nosti tejto mnoziny: Ak vezmeme I'ubovolné nenulové ¢ € a, tak ca=! C O, teda
a~! je zlomkovy ideal. Z definicie je vidiet, ze aa=! C O, teda aa~! je ide4l. Zrejme
O Ca ', teda a=a0 C aa"'. A ak pre dva ideély plati a C b, tak O C b~! C a~ 1.
(Pre ilustraciu: Nech K = Q, O = Z a a = 3Z. Potom do a~! patria prvky
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1,2,-3,%, 47 ... a nie je tazké ukazat, Ze a~! = 1Z. Pre Tubovolné nenulové ¢ € a,
teda ¢ = 3k je mnozina ca™! = kZ ideal Z. aa~' = Z, ¢o je podmnozina Z. A ak
vezmeme b =127, tak 12Z C 3Z a Z C %Z C %Z)

Existenciu inverznych prvkov teraz dokadzeme v niekolkych krokoch:

1. Ak a je vlastny ideal, tak O C a™'.

Vieme, ze O C a~!, teda chceme ukizaf existenciu nejakého prvku v a=!, ktory
nie je celé &slo. A kedze a C p pre nejaky maximalny idedl p a p~! C a~!, tak staci
ukézat existenciu takého prvku pre maximalny ideal p. Vezmime I'ubovolné nenulové
a € p. Potom podla lemy 5.3 existuju prvoidealy pi,...,p, také, Zze p1...p, C
(a) C p. Vezmime to vyjadrenie, pre ktoré je r minimalne. KedZe p je prvoideal
(kazdy maximalny ideél je prvoideal), tak existuje i také, ze p, C p. Bez ujmy na
v8eobecnosti nech je to p;. Teda p; C p, ale p; je maximélny ideal (v O je kazdy
prvoidedl maximaélny) a teda p; = p. Potom ps ... p, € (a) kvoli minimalite r (ak by
ndhodou bolo r = 1, tak sucin ps...p, = O). To znamend, Ze vieme najst b take,
7zeb€py...p, abé (a). Potom pib=pb C (a) = a0, teda pba~! C O. Vidime, ze
ba~l € p~1. No b ¢ (a), teda ba=! ¢ O a nasli sme hladany prvok.

2. Ak a je nenulovy ideal a pre mnozinu S C K plati aS C a, tak S C O.

Nech ay,as,...,a, st generdtory idedlu a. Vezmime Tubovolné 0 € S. KedZe
afd C a, tak kazdy zo sucinov ai6,as0,...,a,0 patri do a a da sa vyjadrit ako
kombinéacia generatorov ai,as,...,a,. Pre kazdé ¢ = 1...n potom mame a;0 =
2?21 bija;, pre nejaké b;; patriace do Z. Takto dostavame maticu

b1 —0 ... bin 0
. e e . , ktora ma nenulové riesenie (generatory ay, ..., ay),

b1 vir ban—010
teda jej determinant je nulovy. Tento determinant je (po pripadnom prenasobeni
—1) monicky polyném s koeficientami zo Z, ktory 6 spliia. Teda § € BN K = O.

3. Ak p je maximalny ideal, tak pp~—! = O.

Vieme, ze p Cpp~t C O a pp~! je idedl. LenZe p je maximalny ideal, teda
pp~—! = p alebo pp~! = O. Ak by bolo pp~! = p, tak podla predchadzajtceho kroku
je p~! C O, ¢o je viak v spore s tvrdenim v prvom kroku. Teda pp~' = O.

4. Ak a je nenulovy ideal, tak aa=! = O.

Ak by to tak nebolo, tak z principu maximality moézme vziat najvacsi ideal a
taky, ze aa~! # O. Potom existuje maximalny ideal p taky, Ze a C p. Vieme, Ze
OCptCaltedaaCap! Caa ! akedze aa™! C O, tak aj ap~' C O, kde
ap~! je ideal. Pozrime sa teraz na inkltziu a C ap~!. Ak by bolo a = ap~!, tak by
sme z druhého kroku dostali p~* C O, ¢o je v spore s prvym krokom. Teda a C ap~!.
Pretoze a bol vybrany ako najvicsi idedl taky, Ze aa™! # O, tak pre ap~' uZ musi
platit ap~!(ap~1)~! = O. Tato rovnost znamena, 7e p~—* (ap_l)_1 Ca™l. Teda
ap~t(ap~)~! C aa~!. No o ¢lene na l'avej strane inkltzie vieme, ze ap~! (ap~!)~! =
O, a na pravej zase aa~ ! € 0. Teda O C aa~! C O, z ¢oho dostavame, ze aa~! = O,
¢o je spor s predpokladom. Teda a~! naozaj je inverzny prvok k ideélu a.

5. Ku kazdému zlomkovému idealu a existuje inverzny prvok.

Ak a je zlomkovy idedl, tak a =c~'b, kde ¢ € O,c # 0 a b je ideal. Polozme
@’ = cb~'. Potom a’ je zlomkovy idedl a aa’ = ¢~'cbb™' = O. Teda o' je inverzny
prvok k zlomkovému idealu a. Tymto sme ukazali existenciu inverznych prvkov a
dokéazali tvrdenie, ze nenulové zlomkové idedly O tvoria komutativnu grupu.

Tvrdenie 5.5. Kazdy nenulovy zlomkovy idedl O sa da napisat ako sucin pr-
voidealov, a to jednozna¢ne az na poradie.
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Dokaz. Najprv ukdzeme existenciu rozkladu “obycajného” idedlu na prvoidealy
a jednoznac¢nost tohto rozkladu. Nech existuje ideal, ktory sa neda napisat ako
sidin prvoidedlov. Vezmime potom najvicsi ideal taky, ktory sa takto neda napisat
a ozna¢me ho a. Potom a nie je prvoideal, ale urcite je obsiahnuty v nejakom max-
imalnom ideali p. Podobne ako v §tvrtom kroku predchadzajticeho dokazu dostavame
inklazie a C ap~! C O. KedZe ideal ap~! je ostro vii¢si ako a, tak uz sa da napisat ako
stéin prvoidedlov. Teda ap~' = py...p,, kde py,...,p, st prvoidedly. Ale p je tiez
prvoidedl (lebo je maximalny ideal) a potom a = pp; ...p,, €o je silin prvoideédlov
a spor s predpokladom. Tym sme dokéazali existenciu rozkladu na prvoideély pre
ideély.

Nech teraz pre nejaky idedl a existuju dva rozklady: a =p;1...p, =q1...qs, kde
pi,q; s prvoidedly. PretoZe q;...qs C p1 a p1 je prvoidedl, tak niektoré q; C p;.
Ale toto q; je prvoidedl a teda maximalny idedl, teda q; = p;. Teraz mozme povodnua
rovnost p1...p, =q1...qs “prendsobit” pl_l, vdaka ¢omu na kazdej strane ubudne
jeden ¢initel a potom staci pouzit indukciu vzhladom na r. Takto sme dokazali
jednoznac¢nost vyjadrenia kazdého idealu ako sucin prvoidedlov. Ak povolime aj z4-
porné mocniny, tak mézme tento vysledok roz§irit na zlomkové idealy. Pre zlomkovy
ideal a totiz plati a =c~'b, kde b je ideal. Potom ca = b a zarovei aj (c) a = b. Idealy
(¢) a b maju jednoza¢ny rozklad na prvoideédly: nech (¢) =py...p, a b=q1...qs.
Potom a sa da jednoznacne rozlozif ako a = pfl cop s

V predchadzajicich dvoch tvrdeniach sme vyuzili pojem zlomkového ideélu,
vdaka ktorému mohli byt tieto doleZité tvrdenia sformulované a dokézané. Zlomkové
idealy sme v8ak zaviedli trochu ucelovo, ako bolo naznacené uz pred lemou 5.3. Svoju
tlohu ale splnili a teraz sa moéZme vratit k “obyc¢ajnym” idedlom, ktoré su pre nas
z hladiska faktorizacie zaujimavejsie. NavySe, ako bolo ukidzané v dokaze tvrdenia
5.5, rozlozit zlomkovy ideal na sucin prvoidealov nie je ni¢ iné, ako rozlozit na sucin
prvoideédlov dva idealy a potom v jednom z tychto rozkladov zmenit exponenty na
zaporné.

Vdaka existencii a jednoznacnosti rozkladu idedlu mézme zaviest nasledovné
znacenie: Ak a, b st idedly, tak a | b prave vtedy, ked b C a. Pre prvoideél p potom
dostavame alternativne kritérium: ak p | ab, tak p | a alebo p | b.

A podobne ako v okruhoch s jednoznatnym rozkladom, mozme teraz zaviest na-
jvacsi spoloény delitel a najmensi spolo¢ny néasobok ideédlov a, b. Najvdcsi spoloénij
delitel’a, b je taky ideal g, pre ktory plati: g | a, g | b a ak nejaké g’ tiez deli a aj b, tak
g’ | g. Nagmensi spoloéng ndsobok a, b je taky ideal [, pre ktory plati: a | [, b | [ a ak
a, b delia nejaky ideal I, tak [ | . Ak mame k dispozicii rozklady a a b na prvoidealy
(kde opét priptstame nulovy exponent, aby sme ziskali jednu spolotnit mnoZinu pr-
voidedlov), t.j. a=pS' ...pe, b=pi'...pl", tak g = p;nm(el’fl) Lppin(endn) g
[— max(e1,f1) ?ax(en,fn

P, P ). Existuje v8ak aj kratsi zapis:
Lema 5.6. Ak a,b su idedly O, tak pre ich najvacsi spolo¢ny delitel g a naj-
mensi spolo¢ny nasobok [ plati g=a+b, [=anb.

Doékaz. Zrejme plati a Ca+ b, b Ca+ b, ¢o podla nasho nového znacenia zna-
mend a+b|a, a+b|b. A kedZe a+ b je najmensi ideél taky, ktory obsahuje a
aj b, tak pre l'ubovolny iny idedl ¢ s touto vlastnostou (t.j. Ze ¢ |a a ¢ | b) plati
a+bCec teda c|a+b. Teda g=a+b. Podobne anb Ca, anb Cb a pretoze
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kazdy ideal ¢ obsiahnuty stcasne v a aj b je podmnozinou anb, tak z cCanb
dostavame aNb | c. Teda [=anb.

Napriklad, pre a =47 a b =67 ako idealy Z je ich najvacsi spoloény delitel ideal
47 + 67, teda najmensi ideal obsahujici vSetky nasobky Styroch a Siestich, ¢o je 27Z.
A ich najmensi spolo¢ny nasobok je ideal 4Z N 6Z, ¢o je 127Z.

Citatel uz isto otakava nejaky ukézkovy priklad, v ktorom by sme faktorizovali
idedly a ilustrovali tak teoretické vysledky z predchadzajicich tvrdeni. K tomu
aj smerujeme, ale pre praktické acely najprv potrebujeme zadefinovat jeden velmi
dolezity pojem.

V tvrdeni 5.2 v Casti (d) sme dokazovali, Ze kazdy prvoideal je maximalny, pri¢om
predpoklad prvoidedlu sme vyuzili az iplne na konci, totiz ze isty faktorovy okruh je
vdaka tomu obor integrity. Ak teraz vezmeme l'ubovolny ideal a, tak podla tvrdenia
5.2.(d) pre TubovoIné nenulové a € a ¢islo N = N(«) patri do a, faktorovy okruh
O/NQO je kone¢ny okruh a O/a ako jeho podokruh mé tiez kone¢ne vela prvkov.
A préve toto ¢islo, |O/a|, ktoré je teda vidy kone¢né, nazveme normou idedlu a
a budeme ho oznacovat N(a). Pripomefime, Ze s tymto ¢islom sme sa uZ stretli v
dokaze tvrdenia 4.17. Jednoduché, ale pritom doélezité pozorovanie je, ze idedl a ma
normu 1 prave vtedy, ked a = O.

Tvrdenie 5.7. (a) Kazdy nenulovy ideal a mé ako volna grupa Z—béazu {a1, ae, ..., an},

kde n je stupen ¢iselného pola K.
1

(b) N(a) = W 5, kde A je diskriminant K.

Dokaz. (a) Vieme, 7ze O je volna grupa ranku n a |O/al je konetné ¢islo. Po-
tom podla tvrdenia 1.15 je a volné grupa, tiez ranku n. Teda ma nejaka Z—bazu
{a1,q9,...,an}.

(b) Z tvrdenia 1.15 je |O/a| rovné absolitnej hodnote determinantu matice pre-
chodu od bazy O k béaze a. A pred tvrdenim 2.6 sa d& najst vztah medzi diskrim-
inantmi béz, podla ktorého A[aq,s,...,a,] = (det(c;;))?A, kde ¢;; je matica
prechodu od bazy O k béaze a. Ked tieto dve informécie spojime dohromady, tak
dostaneme rovnost A [ag, ag, ..., a,] = (N(a))2A a kedze N(a) je vzdy kladné, tak

1

N(a) = W z

Dosledok 5.8. Ak a = (a) je hlavny ideél, tak N(a) = |N(a)|.

Dokaz. Nech {wi,ws,...,w,} je integralna baza, teda Z—baza O. Potom Z—baza

hlavného idedlu (a) je {awi,aws,...,aw,}. A podla predchadzajiceho tvrdenia
1 1 1
. _ | Alawi,awa,...,awy] 2 (det(o‘i(aw')))2 2 | (I ak(a))z(det(ai(a~)))2 2
je Na) = | A a s Bl e o o
n_or(a))?Al2 3
’(Hk:l Ak( ) — |(N(a))2|2 — |N(a)|

Jednou z najdolezitejich vlastnosti tejto normy, ako sa ostatne da cakat, je jej
multiplikativnost.

Tvrdenie 5.9. Ak a, b st nenulové idealy O, tak N(ab) = N(a)N(b).
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Doékaz. Najprv si véimnime, ze vdaka jednozna¢nému rozkladu na prvoidealy staci
dokazovat toto tvrdenie pre ideél a a prvoidedl p, teda 7e N (ap) = N(a)N(p). Potom
vdaka matematickej indukcii vzhTadom na pocet delitelov b bude tvrdenie platit aj
pre ideal b.

Budeme postupovat v dvoch krokoch: najprv ukdzeme rovnost |O/ap| = |O/a| |a/ap|
a potom [a/ap| = [O/p|.

1. Ak si vezmeme faktorové okruhy O/ap a O/a, tak medzi nimi mozme zadefi-
novat homomorfizmus ¢ : x + ap — x + a. Tento homomorfizmus je surjektivny,
lebo l'ubovolné y + a ma ako vzor triedu y + ap (plati inkltzia ap C a, teda ideal
p sa pri nasom homomorfizme “strati”’). Jadrom tohto homomorfizmu su préave tie
triedy, ktorych reprezentant x patri do a. Teda trieda x+ ap patri do a, ¢o znamena,
7e jadrom je podokruh a/ap. Z vety o faktorovom izomorfizme vieme, 7e obraz sur-
jektivneho homomorfizmu okruhu je izomorfny s faktorovym okruhom pévodného
okruhu podla jadra. Specilne to znamena (ak je na§ okruh konetny), Ze pocet
tried tohto faktorového okruhu je rovnaky ako pocet prvkov obrazu. A pocet tried
je podla Lagrangovej vety podiel po¢tu prvkov okruhu a poctu prvkov jadra, teda
% = 10/uq|, ¢o dokazuje prvii rovnost.

2. Pre dokaz druhej rovnosti si najprv v§imnime, Ze vdaka jednozna¢nému rozk-
ladu idealov na prvoidealy plati a # ap, teda ap C a. NavySe neexistuje ziadny
ideal b medzi ap a a, teda taky ideal, ze by platilo ap C b C a. Ak by totiz taky
existoval, tak vd'aka jednoznac¢nosti rozkladu mame: a = p*ps?...pS, kde p; st
prvoideédly a ap = pp7*ps? ... pS». Potom rozklad b v sebe urcite obsahuje ¢initele
pitps? ... pSr (lebo b C a) akedZe ap C b, tak vSetky prvky rozkladu b st obsiahnuté
v ppitps? .. pSr. Ale idedly sa rozkladaju jednoznacne na sucin prvoidedlov a p je
prvoidedl (teda neméa Ziadneho netriviadlneho delitela) a vdaka tomu nam ostali len
dve moznosti: b= pp§'ps?...pcr = ap alebo b = p{'ps?...pSr = a. Tak & onak b
nie je idedl nachidzajuci sa ostro medzi ap a a, teda sme prigli k sporu.

Vdaka neexistencii takéhoto idealu b mozme tvrdit, ze ak k idedlu ap pridame
Tubovolny prvok z mnoZiny a \ ap a urobime ideal, tak dostaneme a. Formélnejsie:
(ap,a) = a pre lubovolné a € a\ ap. Ideél (ap,a) mozme inak zapisat ako ap+ (a).

Zadefinujme si teraz homomorfizmus 6 medzi okruhmi O a a/ap taky, ze 6(z) =
ax + ap pre Tubovolné (ale pevné) a € a/ap. Podla predchadzajucich uvah je tento
homomorfizmus surjektivny, lebo kazdy prvok z a (a teda kazda trieda) ma vzor.
Jadrom kazdého homomorfizmu je ideal a p zrejme patri do jadra. Lenze p je pr-
voideal, teda maximalny ideal a potom jadro musi byt bud p alebo celé O. Ak by
v8ak jadrom bolo O, tak z vety o faktorovom izomorfizme mame O/O = a/ap,
teda a = ap, ¢o vSak nemoze platit vdaka jednoznacnosti rozkladu. Ostala nam
len moznost, ze jadrom je p a potom |O/p| = |a/ap|, ¢o dokazuje druhd rovnost a
zaroveh aj tvrdenie.

Po tejto teoretickej priprave sa mozme pozriet na niektoré priklady faktorizacie
idealov:

Priklad 5.10. Rozlozme ideal (18) v Z [v/—17] na suéin prvoideslov.

Pripomenime si, ze v Z [v/=17] 18 = 2.3.3 = (1 4+ v/=17)(1 — /=17). Rozklady
(18) = (2)(3) (3) = (1++/—17) (1 — v/=17) nie st rozklady na prvoidealy, preto
musime hladat také idealy, ktoré by delili ¢initele na oboch stranich. Vezmime
preto idedl py = (2,1 + /—17). Zrejme 18 € py, teda (18)C py a py | (18). Prvok
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1—+/—17 = 2—(14+/—17) tiez patri do p1, teda 18 = (1++/—17)(1—+/—17) patri do
p? a p? | 18. Lubovolny prvok z p; je tvaru 2(a+by/—17)+ (1+v/—17)(c+d/—17) =
2a+c¢—17d++/—17(2b+c¢+d), a,b,¢,d € Z. Oznatme r = 2a+c—17d, s = 2b+c+d.
Potom kazdy prvok p; je tvaru r + sy/—17, pricom r — s = 2a — 2b — 18d = 0 mod
2. Cisla r a s teda mozu byt hocijaké celé ¢isla, len s obmedzenim, ze bud st obe
parne alebo obe neparne. Ak vSak k p; pridame nejaky prvok, ktory don nepatri,
teda nejaké m + ny/—17, kde jedno z m,n je parne a druhé neparne a urobime
ideal, tak tento ideal uz bude celé Z [\/—17 . Totiz, ak m je neparne a n parne,
tak nv/—17 € p1 (0 —n =0mod 2), m—1 € py (m—1—-0 = 0 mod 2), a
potom m + ny/—17 — ny/—17 — (m — 1) = 1 patri do (pl,m—i—n\/—l?). Ak m
je parne a n neparne, tak podobnym postupom vieme ukazat, ze \/—17 patri do
(pl,m + n\/—17) a kedze 14+ /—17 € py, tak rozdiel 1 4+ /—17 — /=17 = 1 patri
do (pl,m + m/—l?) a tento idedl je celé O. Tymito Gvahami sme ukézali, Ze p;
je maximéalny idedl, teda prvoidedl. Moézme prikrocit k d'al§iemu kandidatovi na
delitela idedlu (18), a to k po = (3,14 +/—=17). Opét 18 € py a 3 deli &slo 18
dokonca dvakrat, teda 18 € p2 a p3 | (18). Lubovolny prvok z ps sa da vyjadrif ako
3(a+bv/—17)+(1+/—17)(c+d\/—17) = 3a+c—17d++/—17(3b+c+d) = r+sv/—17,
kde r —s = 3a — 3b — 18d = 0 mod 3. Podobne ako pri predchadzajicom ideali je aj
p2 maximéalny ideal, teda prvoidedl. Ostal ndm este treti ideal p3 = (3,1 — /—17).
Aj tento deli (18) az v druhej mocnine a l'ubovolny jeho prvok sa déa vyjadrit ako
3(a+bv/—=17)+(1—/=17)(c+d\/—17) = 3a+c+17d++/—=17(3b—c+d) = r+sv/—17,
kde r + s = 3a + 3b + 18d = 0 mod 3. Dostali sme teda tri idealy, ktoré delia (18)
a ked tieto vysledky spojime dohromady, tak p?p3p3 | (18). Este by snad bolo
vhodné ukazat, 7e tieto idedly si navzajom rozne, ale to sa da okamzite vidiet
podla podmienok na &isla r,s. V tomto okamihu sme uZ vycerpali v8etkych ocivid-
nych kandidatov na prvoideély deliace (18), preto by sme mohli skusit dokazat, Ze
(18) = p3p3p3 je hladany rozklad, teda ze ziadne dalSie prvoideély deliace (18)
neexistuji. Vezmime idedl p; = (2, 1+ \/—17). Chceli by sme najst Z—bazu to-
hto idealu, aby sme mohli podla tvrdenia 5.7 vypocitat jeho normu. Vyjadrime si
Tubovolny prvok z py ako 2(a+by/—17) + (1 4++/—17)(c+dv—17) = 2a+c—17d+
V=172b+c+d)=2(a—b—-9d)+ (1+V-17)(2b+ c+d) =

=2u+ (14++/—17)v, kde u,v € Z st nezavislé a moézu nadobudat vsetky celoc¢iselné
hodnoty. Teda Z—baza p; je {2, 1+ \/—17} (citatel by mohol namietat, ze uz
skor sme Tubovolny prvok p; vyjadrili ako r + sv/—17, teda Z—baza by mala byt
{1,V/=17} , ale tieto r, s boli navzajom viazané vztahom r = s mod 2). Hodnota de-

— 2
terminantu ; 11_\/:—1; je ((—4)v/—17)? = 16.(—17), diskriminant Q(v/—17)
1
je 4.(—17) a podla tvrdenia 5.7 je N(p1) = (14?'((__1177))> * = 2. Poznamenajme, 7e k

tomuto vysledku sme sa mohli dopracovat aj inak: vdaka tomu, ze pre Iubovolné
7+ sv/—17 z p; plati r = s mod 2, tak pri faktorizacii O/p; dostaneme dve triedy
rozkladu: 0+ p; a 1+ p; (mnoziny prvkov r = s mod 2 a r +1 = s mod 2).
Podobne pre druhy idedl po = (3,14 +/—17) dostaneme Z—bazu {3,1+ /—17}
a pomocou nej N(p2) = 3, ¢o koresponduje s obmedzenim pre r,s r = s mod 3.
Ideél p3 ma tiez normu 3, lebo » = —s mod 3. Podl'a désledku 5.8 m4 hlavny ideél
(18) normu 18%. A n43 sidin idedlov p?p3p2 ma normu 22323% = 182. Ak by teda
existoval nejaky prvoideal q taky, ze pZp3p3q | (18), tak norma q musi byt 1, ¢o zna-
men4, 7e q je celé O, teda ideal (18) sa v Z [/—17| rozklad4 na stéin prvoidedlov
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p3p3p3 = (18). Pozrime sa teraz, ako tento rozklad stvisi s dvoma vyjadreniami
(18) = (2) (3) (3) = (1 + v/—17) (1 — v/=17) . KedZe prvok 2 patri do py, ale nepa-
tri do pa, p3 (lebo potom by aj 3 — 2 = 1 patrilo do pa, p3), tak p1 | (2) a (2) = pi.
Zaroven 3 patri do po, ps a nepatri do py, teda (3) = pip3. Po dosadeni do rovnosti
pIp3p3 = (18) = (2)(3) (3) = pip3p2® dostavame, ze ¢ = 2,7 = 1,s = 1. Teda
(2) = p?, (3) = p2ps. Podobne pre druhé vyjadrenie dostaneme (1 + /—17) = p{p},
(1 —+/=17) = p$p4 a po dosadeni a + ¢ = 2,b = 2,d = 2. KedZe exponenty st
nenulové prirodzené ¢isla, tak a =c=1 a (1 + \/—17) = p1p3, (1 — \/—17) = plpg.
Vidime, Ze dve rozne vyjadrenia idedlu (18) ako stéin hlavnych idedlov (a k nim
prislichajtce rozne vyjadrenia &isla 18 ako sucin ireducibilnych prvkov) vznikli len
odlignym popérovanim prvoidedlov z rozkladu (18) = p2p3p3.

Priklad 5.11. Rozlozme ideal (6) v Z [v/—6] na stéin prvoidealov.

Tento priklad budeme riesit inak ako predchadzajuci; budeme postupovat podobne
ako v motiva¢nom priklade na zaciatku kapitoly, kde sme presli do vacgieho okruhu, v
fiom dany prvok rozlozili a potom sa vracali naspat do pévodného okruhu hladanim
prienikov hlavnych ideédlov s tymto okruhom.

Dva réozne rozklady prvku 6 v Z [v/—=6] si 6 = 2.3 = \/—6(—+/—6). Vo viictom
okruhu, Z [v2,+/=3], mozme pisat 6 = (—1).v/2v2y/=3v/=3 a pre idedly (6) =
(-1) (\@)2 (\/773)2 Ideal (—1) je generovany delitefom jednotky, teda (—1) =
Z [V2,v/=3] a(—=1)NZ [\/=6] = Z [/—6] , €o je nevlastny idedl, teda do faktorizécie
ni¢im neprispeje. Néjdime teraz idedl p; = (v/2) NZ [/=6] . Prvok v2v/=3 = /=6
patri do (\/5) ajZ [JTG] , teda, v/—6 € p;. Podobne prvok v/2v/2 = 2 patri do (\/5)
aj Z [vV/—=6], teda 2 € py. Z toho mozme usudit, 7e (2,v/=6) C p1. Cheeli by sme
ukézat aj opacnu inklaziu, preto sa pozrime na vSeobecny prvok z (ﬁ) NZ [\/TG]
Ak a € (\/5) OZ[\/T6] , tak o = v2(a + bv2 4 /=3 + dv/—6) = e + f/—6, pre
a,b,c,d,e, f € Z. Tato rovnost mézme upravit na tvar 2b — e +av/2 +2dv/—3 + (c —
f)v/=6 = 0. Lenze {1,v/2,v/=3,v/—6} je baza vektorového priestoru Q(v/2,v/=3),
teda linearne nezavisla mnozina nad Q a preto jedind moznost, ako pomocou tychto
prvkov ziskat nulu je ta, Zze kazdy koeficient je nulovy. Nam Specialne vyhovuje,
7e a = d = 0 a potom mozme pisat o = 2b + ¢v/—6. Teda « patri do idealu
(2,v/=6) a (2,4/=6) = p1. Ideal p; nie je hlavny, lebo norma pripadného generé-
tora by musela byt +2 (musela by delit normy prvkov 2 a /=6, ¢o st &isla 4 a
6), lenze to je pri predpise pre normu a? + 6b%> nemozné. Vseobecny prvok z p;
je tvaru 2(a + by/—6) + v/—6(c + dy/—6) = 2a — 6d + /—6(2b + ¢) = r + 5/—6,
kde » = 0 mod 2. Teda N(p;) = 2. Este potrebujeme ukazat, Ze p; je maximalny
idedl. Stadi si vSak uvedomit, 7e vietky prvky zo Z [v/—6], ktoré do p; nepatria,
st tvaru a + bv/—6 pre a,b € Z a a neparne. Ak vSak hociktory z nich k idealu
p1 pridédme, tak a + by/—6 — (2% + by/=6) = 1 bude patrit do tohto nového
idedlu a teda (p1,a+by/—6) = Z[/—6] . To znamen4, Ze p; je maximélny ide4l.
Pozrime sa teraz na ideal po = (v/—3) NZ [v/—6] . Zrejme prvky /—3(—v/—3) =3
aj vV—=3v2 = /=6 patria do (vV=3) NZ[v/=6], teda (3,v/=6) C ps. Podobnym
postupom ako pri ideali p; sa da ukizaft, Ze (3, \/j6) = po a ze tento idedl je
maximalny, teda prvoidedl. Nie je v8ak hlavny, lebo pripadny generator by musel
mat normu +3, ¢o je nemoZné. Vseobecny prvok patriaci do ps méa vyjadrenie

3(a+byv/—6)++/—6(c+dv/—6) = 3a—6d++/—6(3b+c) = r+sv/—6, kde r = 0 mod
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3. Z toho dostaneme N (p2) = 3. Rozklad idealu (6) v Z [v/=6] je potom (6) = p?p3
a normy nam ttto skuto¢nost potvrdzuja: N((6)) = 36 = 22.32 = N(p1)2N(p2)%.
Pozrime sa teraz, ako tento rozklad na prvoidealy suvisi s dvoma rozkladmi (6) =
(2) (3) = (v/=6) (—v/—6) . Podobne ako v predchadzajicom priklade by sme mohli
rychlo uréit, podla toho, do ktorych prvoideélov tie-ktoré prvky patria, ze (2) = p?,
(3) =p3 a (V=6) = p1p2 = (—v/—6) . UkéZeme sposob, ako platnost tychto rovnosti
overit, aj keby sme nemali k diskozicii rozklad idedlu (6) na prvoidedly. Vezmime
si napriklad prva rovnost: (2) = (2,v/-6 )2 Zrejme postadi ukizat dve inkluzie:
ak bude prvok 2 patrit do idealu (2, F) tak (2) C (2, F) a ak bude kazdy

generétor idedlu (2,v/—6 ) nésobok 2, tak (2) 2 (2, \/TG) . Vyjadrif generatory
stufinu idedlov je Tahké; su to vSetky mozné suciny generédtorov “idedlov—cinitelov”.
Teda (2, \/776)2 = (4,2v/—6,2/—6,—6) . Niektoré z tychto prvkov su sice zbytocné,
ale je vidiet, ze kazdy generator je nasobkom 2 a 2 = 4 4+ 4 — 6 patri do tohto
idedlu, teda (2) = (2, F) Podobne (3, F) = (9,3v/=6,3v/—6,-6) = (3) a
(2, V=5) (3, V=6) = (6,246, 3v=6, ~6) — (v=0)

Tvrdenie 5.12. Nech a je nenulovy idedl O. Potom plati:

(a) Ak N(a) je prvocislo, tak a je prvoideal.

(b) Cislo N(a) patri do idealu a (alebo ekvivalentne: a | (N (a)).

(c) Ak a je vlastny prvoideal, tak do idedlu a patri prave jedno prvocislo p a
N(a) = p™, kde m < n, n je stupen ¢iselného pola K.

Dokaz. (a) Nech N(a) je prvocislo a a nie je prvoideal. Potom existuji netrividlne
idealy b, ¢ také, 7e bc = a. Porovnanim noriem dostaneme N(b)N(c) = N(a) = p.
KedZe p je prvodislo, tak jedno z ¢isel N(b), N(c) je rovné 1 a druhé p. Avsak jed-
iny ideéal s normou 1 je O, teda bud plati bO =b = a alebo Oc = ¢ = a. Teda a je
prvoideal.

(b) Vieme, 7e N(a) = |O/a|. To znamena, 7e rad grupy O/a je N(a); ak Tubovolnu
triedu s¢itame N(a) krat, tak dostaneme neutralny prvok, teda triedu 0 + a. Ak
teraz vezmeme triedu 1+ a, tak N(a) x (14+a) = N(a)+a =0+ a, teda N(a) patri
do a.

() Podla casti (b) platf a | (N(@) = (B p§= ...p2) = (p1)™ (p2)™ ... (p)™
Kedze a je prvoideal, tak a deli niektory z tychto hlavnych ideélov, teda a | (p;) pre
nejaké ¢ a z toho p; € a. Ak by existovalo este jedno, iné prvocislo p; # p; patriace do
a, tak vdaka Bezoutovej identite existuja u,v € Z také, ze up; +vp; =1, tedal € a
a a = O, ¢o nie je vlastny prvoideal. A pretoze a | (p;), tak N(a) | N((p;)) = p} a
teda N(a) = p™ pre nejaké m < n.

Podla casti (a) predchadzajiuceho tvrdenia si mézme ulahéit pracu pri doka-
zovani, ze nejaky idedl je prvoidedl. V prikladoch sme postupovali tak, ze sme o
danom ideéali ukazali, Ze je maximéalny, teda prvoidedl. Ak vSak budeme mat $tastie
a podari sa nam o danom ideéali ukézat, Ze jeho norma je prvocislo, tak to postatuje
k tomu, aby sme ho mohli prehlasit za prvodieal.

Nie kazdy prvoideal vSak mé prvodiselnt normu. Napriklad v Z [i], ¢o je okruh s
jednozna¢nym rozkladom, je 3 ireducibilny prvok, teda prvotny. Lahko sa d4 ukazat,
Ze ak je prvok p prvotny, tak hlavny ideél (p) je prvoideal. Avsak norma prvoidealu
(3) je 9, o nie je prvocislo.
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Tvrdenie 5.13. (a) Kazdy nenulovy idedl O ma4 len kone¢ne vel'a delitelov.

(b) Nenulové racionélne celé ¢islo k patri len do kone¢ného poctu ideélov.

(c) Ak je dané prirodzené ¢islo m, tak v O existuje len kone¢ne vela idedlov s nor-
mou m.

Dokaz. (a) Vyplyva z jednoznac¢nosti rozkladu idealu na koneény pocet prvoidealov.
(b) Hlavny ideal (k) sa d4 jednoznagne rozlozit na suéin kone¢ného poc¢tu prvoidealov
a k patri do idealu a prave vtedy, ked a | (k). A takychto idealov a je podla (a) len
konec¢ne vela.

(c) Ak mé ideal a normu m, tak m € a a podla (b) je takychto idedlov a len kone¢ne
vela.

Priklad 5.14. Néjdime v Z [v/—17| vietky ideély, do ktorych patri prvok 18 a
vSetky ideéaly, ktoré maji normu 18.

Budeme potrebovat rozklad hlavného idealu (18) na prvoidedly, no tento rozk-
lad sme nagli v priklade 5.18 a je (18) = pIp3p3, kde p1 = (2,1 +/=17) ,p2 =
(3,1+v/—17) ,ps = (3,1 — v/—17) . Ak 18 patri do nejakého idedlu a, tak a | (18) a
z jednoznacnosti rozkladu dostavame, ze a =pip5p3, kde ¢, r, s mozu byt Tubovolné
z Cisel 0,1, 2. Takychto idedlov je potom 3.3.3 = 27. Ak teraz chceme najst vsetky
idealy s normou 18, tak opat musi platit, ze 18 € a, a | (18) a a =p{p5p5. Norma a
je potom N(a) = N(p1)?N(p2)"N(p3)® = 273"3° a to sa mé rovnat 18. Vidime, 7e
q musi byt rovné 1 a r 4+ s musi byt rovné 2, teda v Z [\/—17 existuju tri idealy s
normou 18 : p1p3, p1paps a p1p3.

Pozrime sa teraz na pocet generatorov idealov O. Vdaka tomu, Ze O je noetherovsky
okruh vieme, 7e kazdy ideél je kone¢ne generovany. Slovicko “konecne” je vSak
zadludné a mozu sa za nim skryvat ideély, ktoré by mali neprijemne (hoci kone¢ne)
vela generdtorov a znemoZnovali tak praktické vypocty. Nastastie sa ukazuje, Ze
Tubovolny ideél je bud hlavny (a ma teda jeden generator) alebo je generovany
dvoma prvkami, ako sme videli v prikladoch. Dokazat tento vysledok ndm pomdze
nasledujuca lema:

Lema 5.15. Nech a,b st nenulové idedly O. Potom existuje o € a také, Ze
aa”l+b=0.

Doékaz. Najprv si vimnime, ze aa™! je ideal, lebo o € a. A podla lemy 5.6
je aa”! 4+ b najmensi spolo¢ny nasobok idedlov aa™' a b. Ak ideal b m4 rozklad
b =p'ps?...p¢, tak zrejme bude stafit najst také «, 7e najmensi spoloény nasobok
aa”! ap; je O, teda aa™! +p; = O pre vietky i = 1...r. KedZe tieto p; si pr-
voidedly, tak su to zaroven maximalne idedly a teda postadi k nim pridat Tubovolny
prvok, ktory do nich nepatri. To znamen4, ze musime najst také o, aby aa™! # p;.
Ak b je mocnina prvoidealu, teda b = p{*, tak staci vziat l'ubovolné a € a \ ap, (také
« existuje vdaka tomu, %e a # ap; z jednoznacnosti rozkladu). Ak b nie je mocnina
providedlu, tak musime zvolit « tak, aby patrilo do a\ ap, pre vSetky 7 sucasne. To
urobime nasledovne: Pre kazdé ¢ € 1...r ozna¢me a; = ap;...p;—1Piy1...p,. Po-
tom zvolme Tubovolné «; € a; \ a;p; (to sa opit da vdaka jednoznac¢nosti rozkladu)
a nakoniec polozme o« = a1 + g + ... + a,.. Kazdé z a; patri do a; a a; C a, teda
« patri do a. E§te musime ukazat, Ze takéto o splha podmienku ca=! +b = O. Ak
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by ju nesplhalo, tak existuje prvoideal pj, pj | b taky, 7e a € ap;. Pre vietky i # j
plati a; € a; C ap;. Ale potom aj = — a3 —g — ... —@j_1 — Qj11 — ... — Q, tiez
patri do ap;, €o je spor s vyberom «;. Teda o naozaj vyhovuje podmienke zo zadania.

Tvrdenie 5.16. Nech a je nenulovy idedl O a f € a, § # 0. Potom existuje
o € a také, ze (o, 3) = a.

Doékaz. Ozna¢me b = Sa~'. Potom b je ideédl a podla lemy 5.15 existuje o také, ze
aa"t+b = O. Ak si tiito rovnost rozpiseme, tak ca=t+3a"! = ((a) + (8))a~t = O.
To znamend (vdaka jednoznacnosti inverzného prvku), ze ((«a) + (5)) = a. Teda

ideal (a, ) = a.

Upozorwujeme vsak, Ze treba rozliSovat medzi pojmami “generujica mnozina
idedlu” a “Z—baza idedlu”. Podla predchadzajiceho tvrdenia sa ['ubovolny ideél
z Tubovolného okruhu celych ¢isel O da vygenerovat pomocou dvoch, ¢ pripadne
jedného prvku. Avsak Z—baza idedlu méa vzdy tolko prvkov, aky je stupein ¢iselného
pola.

Doteraz sme v tejto kapitole faktorizovali hlavné ideély, ktorych generédtor bolo
zlozené racionélne celé ¢islo, pricom sme vyuzili existenciu dvoch rozkladov na ire-
ducibilné prvky; jednym rozkladom bol “prirodzeny” rozklad v Z a druhym bol
akysi d'alsi, obsahujici aj prvky z daného ¢iselného pola. Pomocou tychto rozkladov
sme vytvarali prvoidealy a hladali tak faktorizaciu povodného hlavného idedlu. No
mozno najtazsou tlohou, ktorou sme sa my nezaoberali a ktort niekto iny vyriesil
za nas, je prave najdenie tychto rozkladov. Ak by sme ich totiz nemali, tak nemame
ako zacat a nevieme najst prvoidealy, ktoré by sa mohli vyskytovat vo faktorizacii
povodného hlavného idealu.

Pozorny Citatel si isto vSimol, Ze aj pre prvocisla, teda tie vynimoc¢né prirodzené
Gisla, ktoré v Z nemaju ziadnych netrividlnych delitelov, sa v niektorych ¢iselnych
poliach najdu ich netrividlne rozklady. Alebo, ak nie prave rozklady, tak hlavny
ideal generovany prvocislom nemusi byt hlavny a moézu ho delit prvoideily gen-
erované dvoma prvkami, ako sme videli v prikladoch. A napodiv, hoci by sa mohlo
zdat, Ze najst rozklad idealu generovaného prvocislom je pomerne tazka tloha, lebo
v Z 7iadny rozklad nendjdeme a sme teda nuteni hladat delitele tohto prvocisla
medzi prvkami ¢iselného pola (a moZe sa stat, Ze dané prvodislo je ireducibilné ale
jeho hlavny ideal nie je prvoidedl, ako sme videli v prikladoch a potom uz naozaj nie
je jasné, ako treba postupovat), existuje jednoduché tvrdenie, ktoré ndm umoziuje
najst rozklad hlavného idealu generovaného prvocislom pre niektoré okruhy celych
Cisel.

Tvrdenie 5.17. (V [1] sa da najst ako tvrdenie 10.1.) Nech K je ¢iselné pole stupiia
na O =Z[0] pre 8 € O. Nech p je prvocislo zo Z a f je minimélny polynoém pre
0 nad Q. Ak f = fi“"... /. je rozklad polynému f na ireducibilné polynémy v
Zyt], kde f je obraz polynému f v zobrazeni zo Z[t] do Z, [t], ktoré zobrazuje
a € Z na a mod p, tak idedl p; = (p, f:(9)) je prvoidedl, kde f; € Z[t] je lubovolny

€r

vzor polynému f;. Rozklad idedlu (p) na prvoideély potom je (p) = pS*...per.

Dékaz. Ozna¢me 6; koreir polynému f;. Potom Z, [0;] = Z, [t] / (f;) . Navyse ex-
istuje homomorfizmus v; : Z[0] — Z, [¢;], urceny predpisom v;(g(0)) = §(0;) (pre
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a € Z vi(a) = a mod p a v;(0) = 6;). Tento homomorfizmus je surjektivny a jeho
obrazom je pole; jadro je potom maximdélny ideél, teda prvoideal. Zrejme p patri
do jadra a zaroven aj f;(0) patri do jadra; teda plati inkluzia (p, f;(0)) C ker v;.
Na druhu stranu, ak g(#) patri do jadra, teda g(6;) = 0, tak ked sa na v; pozrieme
ako na zobrazenie zo Z[0] do Z, [t] / (ﬁ) , tak vidime, ze g patri do idealu (ﬂ) ,
teda musi byt nasobkom f;. To znamend, Ze existuje h € Z, [t] také, ze § = fih.
Potom g — f;h = 0 a teda g — f;h ako polyném zo Z [t] musi mat vietky koeficienty
delitelné prvocislom p, kedZe sa v zobrazeni “pruzok” zobrazil na nulu. Vdaka tomu
mozme pisat: g(0) = (g(0) — fi(0)h(0)) + fi(0)h(0) = p.k(0) + fi(0)h(0) pre nejaké
k(0) € Z10]. Teda g(0) patri do idedlu (p, fi(¢)); tym sme ukazali druha inklaziu
a rovnost (p, f;(0)) = ker v;. Ak oznatime p; = (p, f;:(0)), tak p; je prvoidedl a
p € pi, teda p; | (p). Pre idedly (p, fi), (p, f;) plati (p, fi) (p, f3) € (p fifj), preto
mozme s pouzitim matematickej indukcie pisat p7*...psr C (p, f71(0) ... fe(6)) C
(b, £(8)) = (p). Teda (p) | 95" ...pe" a kedze kazde p; | (p), tak (p) — P’ ... pl
pre nejaké k;, 0 < k; < e;, ¢ = 1...r. Potrebujeme eSte ukizat, ze k; = e;. Ideél
p; bol jadrom homomorfizmu v;, teda O/p; = ZI[0] /p; = Z,[0;]. Potom norma
pi je N(p:) = |O/pil = |Z,[0:]] = p%, kde d; je stupenr f; zaroven aj stupeii
fi- Pre normu hlavného idealu (p) plati N((p)) = p” a potom p" = N((p)) =
N(pht .. pkr) = phditAkedr teda n = kydy + ... + kyd,. LenZe n je stupei
polynéomu fa f=fi" ... [, tedan = eidi +...+eqd, avidime, ze k; = e;. Tym
sme dokazali tvrdenie.

Sice nie kazdy okruh celych ¢isel musi byt tvaru Z [f], ako pozaduje predchadza-
juce tvrdenie, no v tretej kapitole sme ukézali, Ze okruhy celych ¢isel kvadratickych
a cyklotomickych poli tvaru Z [0] st; teda toto tvrdenie v nich moZzme pouZit.

Navy8e si mozme vSimnuf, Ze pri faktorizacii hlavnych idealov generovanych
prirodzenym ¢islom (v kvadratickych a cyklotomickych poliach) uz nepotrebujeme
mat k dispozicii dva rozklady tohto &isla, pomocou ktorych by sme vytvérali idealy.
Postadi nam “prirodzeny” rozklad na prvocisla, z ktorého potom mozme ziskat pr-
voidedly a teda hladanu faktorizaciu.

Uvedomme si v8ak, ze predchadzajice tvrdenie ndm sice hovori o tom, akymi
dvoma prvkami je ten-ktory prvoidedl generovany, ale zostava na nas sa zamysliet,
¢i ndhodou niektory z generatorov nie je nasobkom druhého alebo ¢ nie je dany
prvoideal generovany jedinym, inym prvkom. Napriklad, ak by sme chceli v Z [i]
rozfaktorizovat idedl (5), tak modulo 5 plati t2 + 1 = (¢ + 2)(t + 3), teda (5) =
(5,2 +1) (5,3 + i) . My v8ak vieme (napriklad z tlohy 4.1), ze v Z [i] 5 = (244)(2—1).
Teda prvy ideal je v skuto¢nosti (2 4 ¢) a druhy je (2 — i), lebo 3+i = (2—4)(1+1).

Preto na konci tejto kapitoly este dokaZzeme tvrdenie, ktoré bude jednak hovorit
o tom, v ktorych okruhoch celych ¢isel by sme sa mali ur¢ite zamyslat nad genera-
tormi prvoidedlov ziskanych pomocou predchédzajiceho tvrdenia, a zaroven bude
jednoduchym sposobom charakterizovat tie okruhy celych ¢isel, ktoré st okruhmi s
jednozna¢nym rozkladom.

Tvrdenie 5.18. Okruh celych ¢isel O je okruh s jednoznaénym rozkladom prave
vtedy, ked kazdy idedl O je hlavny.

Dokaz. Jedna implikicia je zrejmé; v tvrdeni 4.13 sme dokézali, Ze okruh hlavnych

idealov je okruh s jednozna¢nym rozkladom. Predpokladajme teraz, ze O je okruh
s jednozna¢nym rozkladom. Tvrdenie posta¢i ukizat pre prvoidealy, lebo potom
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Tubovolny ideal ako sucin prvoidedlov bude tiez hlavny idedl. Nech teda p je
nenulovy prvoideal. Podla tvrdenia 5.12(b) ¢islo N(p) patri do p, teda p | (N(p)).
Cislo N(p) mozme v O jednoznagcne rozlozit na sucin ireducibilnych prvkov: N(p) =
ptps? ... p2n. Potom p | (p1)™ (p2)™ ... (pn)"" a kedZze p je prvoideal, tak p | (p;)
pre nejaké i. LenZze v okruhu s jednozna¢nym rozkladom je kazdy ireducibilny pr-
vok prvotny, a hlavny ideal generovany prvotnym prvkom je prvoideal (aloha 5.1).
Teda (p;) je prvoidedl, p | (p;) a kedZe v O sa da kazdy ideal da rozlozit na sucin
prvoidedlov jednoznacne, tak p = (p;). Teda p je hlavny ideal.

Spomenme si v suvislosti s tymto tvrdenim na priklady, v ktorych sme fak-
torizovali hlavné idealy a vysledné prvoidealy neboli hlavné. Tento fakt ma svoje
opodstatnenie: ak a je ireducibilny prvok z O, ale nie je prvotny, tak ideal (a) nie je
prvoidedl, ale da sa rozlozif na sacin prvoidedlov (a) = p$* ...p¢r. Ziadny z tychto
idealov p; vSak nemdze byt hlavny, lebo to by znamenalo, Ze ak p; = (p), tak potom
pi = (p) | (a), teda p | a. Jediné delitele ireducibilného prvku a su delitele jednotky
alebo prvky s a asociované, ale prvad moznost znamend, ze p; = O a v druhej zase
p; = (p) = (a), lebo asociované prvky generuji rovnaké idealy. Ziadna z moznosti
zrejme nie je spravna.

Predoslé ivahy moézme zhrnat do niekolkych viet: Ak O je okruh s jednoznacnym
rozkladom, tak kazdy ireducibilny prvok je prvotny, kazdy ideal hlavny a rozklad
prvku na ireducibilné prvky je rovnaky ako rozklad prislusného hlavného ideilu na
(hlavné) prvoideédly. Ak ale O nie je okruh s jednoznaénym rozkladom, tak v fiom
existuja ireducibilné prvky, ktoré nie st prvotné, a hlavné ideély tychto prvkov sa
rozkladaju na siacin prvoidealov, ktoré nie si hlavné, ale generované dvoma prvkami.

Samozrejme, tedria sa da budovat do ovela vicsej hibky a délezitym pojmom
sa ukazuje byt ¢islo class number, ktoré je definované ako pocet prvkov faktorovej
grupy zlomkovych idedlov podla normalnej podgrupy hlavnych zlomkovych ideélov.
Toto &islo je vzdy koneéné a rovné sa jednej prave vtedy, ked okruh celych ¢&isel
daného c¢iselného pola je okruh s jednozna¢nym rozkladom. Ale to uZ zabiehame
kamsi velmi d'aleko a mimo rdmec tejto prace.

5.2 Ulohy

1. Dokazte, ze ak D je obor integrity, tak ideal (p) je prvoideal prave vtedy, ked p
je prvotny prvok alebo nula.

2. VZ [V/=5] definujme idedly p = (2,1+v/=5),q = (3,1++v/=5)atr= (3,1 — /-5).

Dokazte, 7e tieto idedly su prvoidedly a nie si hlavné. Potom ukéazte platnost

rovnosti p? = (2), qt = (3), pg = (1 ++/=5), pr = (1 — V=5).

3. Rozlozte 14 = 2.7 = (24 /—10)(2 — v/—10) v Z [\/=5, /2] a pomocou prienikov
vhodnych idealov s Z [\/—10 najdite rozklad idealu (14) na prvoidealy v Z [\/—10] .

4. Nech p a q st dva rozne prvoidedly v okruhu celych ¢isel O. Ukazte, ze p+q = O
apng=pq.

5. Nijdite Z—bazu idealu (27 1+ \/—5) v Z [\/——5] a vypocitajte jeho normu po-
mocou tvrdenia 5.7.
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6. Najdite rozklad na prvoideély ideédlu (30) v Z [v/—29] .

RieSenia

1. Predpokladajme, Ze (p) je hlavny ideél a p | zy pre x,y € D. Potom pre idealy
plati (z) (y) C (p). Teraz s vyuzitim predpokladu, Ze (p) je prvoidedl dostaneme
(z) C (p) alebo (y) C (p), teda p | z alebo p | y. Teda p je prvotny prvok alebo nula
(lebo D je obor integrity a neexistuju v fom netrividlne delitele nuly). Na druhua
stranu, predpokladajme, Ze p = 0 alebo p je prvotny. Ak p = 0, tak (p) = {0}, teda
ak pre dva idealy I, J plati I.J C {0}, tak niektory s tychto idedlov musi byt rovny
{0}, lebo v obore integrity sa neda st¢inom dvoch nenulovych prvkov ziskat nula.
Teda I = (0) C (p) alebo J = (0) C (p) a (p) je prvoidedl. Nech teraz p # 0 je
prvotny a pre tcely sporu predpokladajme, Ze (p) nie je prvoideal; potom existuju
ideély I,J také, ze IJ C (p) ale I € (p) a J ¢ (p). To znamen4, Ze existuji x € [
a y € J, ktoré nepatria do (p). LenZe potom ich stdin zy € IJ C (p), teda xy je
nasobok p, ¢o je prvotny prvok, teda p | = alebo p | y. Toto je vSak spor s tym, Ze
x,y nepatria do (p) a teda (p) je prvoideal.

2. Budeme postupovat tak, ze ndjdeme normy idealov p,q,t, ¢o budu prvodisla,
teda tieto idealy budd prvoidedlmi. Lubovolny prvok patriaci do p = (2,1 + v/=5)
mé tvar 2(a+by/—5)+(1+v/=5)(c+dv/=5) = 2a+c—5d++v/—5(2b+c+d) = r++/=5s,
kder,s € Zar—s = 2a—2b—6d = 0 mod 2. Teda pri faktorizacii O/p dostaneme dve
triedy rozkladu: 0-+p a 1+p (v prvej triede st prvky a+by/—5 splhajiice kongruenciu
a = b mod 2, v druhej st prvky spliajice a + 1 = b mod 2). Norma idealu p je po-
tom 2, ¢o je prvocislo, teda podla tvrdenia 5.12. je p prvoideal. Podobne Tubovolny
prvok patriaci do g = (3,1 + v/=5) ma tvar 3(a+bv/=5)+ (1 ++v=5)(c+dv/-5) =
3a+c—>5d++vV=5Bb+c+d) =r++/-5s, kde r — s =0 mod 3. Teda N(q) = 3
a q je prvoideal. Nakoniec, Tubovolny prvok patriaci do v = (3,1 —v/=5) m4 tvar
3(a+by=5)+ (1 —/=5)(c+dyv/=5) = 3a+c+5d++/=5(3b — c+d) = r ++/—bs,
kde r + s = 0 mod 3. Opét, N(r) = 3 a t je prvoideal. Ak by p bol hlavny ideal,
tak kedZze dofi patria prvky 2 a 1 + /=5, teda prvky s normou 4 a 6, tak norma
generatora by musel byt delitel oboch tychto ¢isel, teda +1 alebo +2. MoZnost +1
hned vylu¢ime, lebo takéto normy maja len delitele jednotky, ktoré generuju celé
O, ale p # O. AvSak moznost +2 moédzme vylacit tiez, lebo pri predpise pre normu
N(a + b\/=5) = a® + 5b% st rovnosti a? + 56> = +2 pre a,b € Z nesplnitelné. Teda
hladany generator neexistuje a p nie je hlavny ideal. Podobne, norma generatora
idealu q by musel byt delitel noriem prvkov 3 a 1++/—5, ¢o st ¢isla 9 a 6. Lenze opéf,
rovnost a? +5b% = £3 je pre a, b € Z nesplnitelna, teda q nie je hlavny ideal. Postup
pre idedl t je analogicky. Rovnosti, ktoré mame dokézat, budeme dokazovat ako dve
inkluzie; ukadzeme, ze generatory sicinu idealov na l'avej strane st nasobky genera-
tora hlavného ideédlu na pravej strane, a zarovei zZe tento generator patri do stcinu
idedlov. V prvom pripade: p? = (2,1 + \/—75)2 = (4,21 +v=5),(1 +/-5)?) =
(4,2(1 + v/=5), =4+ 2/=5) . Vidime, Ze kazdy generator tohto idealu je nasobok 2,
teda p? C (2), a zaroveit 2 = 2.4—2(1++/=5)+(—4+2y/=5) € p?, €0 ndm dava druhi
inklziu a teda aj rovnost p? = (2). Podobne, qt = (9,3(1 — v/=5),3(1 + v/=5),6).
Je vidiet, Ze kazdy generator tohto idealu je nésobok 3 a 3 = 9 — 6 € gr, teda
qe = (3). Idedl pg = (6,2(1 +v/=5),3(1 +v=5), (1 +/=5)?), teda je vidiet, Ze
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pqg = (1++/=5). Nakoniec, pr = (6,2(1 —+/=5),3(1 ++/=5),6) a s vyuZitim
rovnosti 3(14++v/=5) = (1—v/=5)(—2++v/-5) a1—v/—5 = 6—-2(1—/—5)—3(1++/=5)
dostaneme (pr =1 —/=5).

3.VZ [\/—757 \/i] mozme pisat 14 = v/2(v/2 +v/—5)v2(v/2 — v/=5), preto budeme
hladat prieniky idealov (\/5) , (\@Jr \/j5) a (\ff \/j5) s Z [\/710 . Ozna¢me
P = (\@) NZ[v—=10] . Zrejme 2 = V2v2 aj /=10 = v/2/=5 patria do p;, teda
(2, \/—10) C p1. Ak vSak nejaky prvok x patri do (\/ﬁ) NZ [\/—10 ,tak ¢ = \/§(a+
bv2 + c/=5 + dy/—10) = e + f/—10 pre a,b,c,d, e, f € Z, ¢o mdzme prepisat ako
av2+2dy/=5 = e —2b++/=10(f — ¢). Mnozina {1, v2,v/—=5,v/—10} je vak bazou
priestoru Q(v/2, v/—5), teda jedina moznost ako moze byt splnena posledna rovnost
je, ze a,2d,e—2b aj f —c st nulové. Specialne vdaka tomu, Zze a = d = 0 dostaneme
r = v2(bv2+cy/=5) = 2b+cy/—10, teda x € (27 \/—10) a (27 \/—10) = p;. Podobne,
ak oznacime py = (V2++/—=5) NZ [V—10] , tak V2(V2 + V/=5) = 2+ /=10 aj
V=5(V2 + v/=5) = =5 + /=10 patria do po, teda (2 + /=10, -5 +/—10) C po.
Pre dokazanie opatnej inklizie si opét zapisme ubovolny prvok z (\/5 + Jj5) N
Z [v/=10] ako = = (V2++/=5)(a+bv2+ cy/=5+dy/—10) = e + f/—10 pre nejaké
a,b,c,d, e, f € Z. Po roznasobeni tejto rovnosti a porovnani prislusnych koeficientov
sa da ukazat, ze a = d = 0 a teda z = (V2 + v/=5)(bv/2 + cv/=5) = 2b + by/—10 —
5¢+ ¢y/=10 € (2++/=10,-5 + v/=10) . Teda (24 /=10, -5+ v/=10) = po. Pre
nazornost moze byt vyhodné pretransformovat generédtory tohto idedlu z mnoziny
{a,b} na {a —b,a}; potom (2 + /—10, -5+ /—10) = (7,2 4+ /—10) . Zostal ndm
na najdenie efte posledny prienik: ozna¢me ps = (V2 — v/=5) NZ [/—=10]. Zrejme
prvky v2(vV2—+v/=5) = 2—v/—10 a /=5(v/2—+/=5) = 5++/—10 patria do p3, preto
(2 —+/—10,5+ \/—10) C ps. Rovnakym postupom ako pri idedli ps sa da ukazat
rovnost (2 —+v/—=10,5+ \/—10) = p3 a aj teraz si kvoli ndzornosti pretransformujme
generatory ps3 na mnozinu {7, 2 — \/710}. Nagli sme teda rozklad (14) = p?pops.
To, ze idealy p1,po,p3 st prvoidedly mozme dokéazat Standardnym postupom: vy-
jadrime si v8eobecny prvok patriaci do tychto idedlov v tvare r + sv/—10, kde r
a s budu viazané akymsi vztahom. Pre p; bude tento vztah r = 0 mod 2, pre
p2 7+ 5s = 0 mod 7 a pre ps r + 2s = 0 mod 7. Z toho vidime, Ze normy st
N(p1) =2, N(p2) = N(ps) =7, ¢o su prvocisla, teda tieto idealy su prvodiealy. To,
7e nie st hlavné sa tiez da ukazatf uz niekolkokrat pouZitym argumentom: norma
pripadého generatora by musela byt +2, resp. +7 (ako jediné netrividlne delitele
noriem prvkov, o ktorych vieme, Ze do danych ideélov patria), lenZe pri predpise pre
normu N (a + by/—10) = a? + 10b? prvky s takymito normami existovat nemozu.

4. Kedze p je prvoidedl, teda maximéalny ideél, tak kazdy idedl od p ostro vAcsi
je uz celé O. Lenze p # q a potom existuje nejaké x € q také, ze x ¢ p (a viimnime
si, ze vdaka tomu, Ze q a p st rozne prvoidedly nemoéze nastat inklazia g C p, kedy by
hladané z neexistovalo). Potom p + q C p+ (z) = O, tedap + q = O. Druht rovnost
ukazeme ako dve inkluzie, pri¢om jedna z nich je Tahka: zrejme pgq C p, pq C g, teda
pg C pNg. Na druht stranu, nech = patri do p N g. Potom = € p a staéasne x € q,
teda () C p a z toho p | (z), podobne (z) C g, q | (). To znamena, Ze prvoidealy
p aj g sa vyskytujua v rozklade idedlu (z). Vdaka jednoznac¢nosti rozkladu idealov
na prvoidedly mozme pisat pq | (x), teda x € pq, ¢im sme ukéizali druht inklaziu a
rovnost p N q = pq.
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5. Ak z patri doidedlu (2,14 +/=5) , tak = 2(a+bv/=5)+(1++v/=5)(c+dv/=5) =
2a +c¢—5d+V/=5(2b+c+d) = 2(a—3d)+ (1 ++/-5)(2b + d + ¢). Kazdy pr-
vok Z vieme vyjadrit v tvare a — 3d a 2b 4+ d + ¢ pre vhodné a,b,c,d € Z a ti-
eto vyjadrenia st nezévislé, preto {2,1+ =5} je Z—béza idedlu (2,1+ +/=5).
Diskriminant Q [v/=5] je 4.(=5) a podla tvrdenia 5.7. je N((2,1++/=5)) =

1
2 1++=5 "]
2 1-v-5 _ ‘(—4(\/—*5»2
(=5) = | )

1
2

- [t =2

6. Pre néjdenie rozkladu idedlu (30) na prvoidealy v Z [v/—29] by sme mohli vyuzit
dva rozklady 30 = 2.3.5 = (1 +v/—29)(1 — v/—29). Radsej vSak pouzijeme tvrdenie
5.17 a ndjdeme rozklady na prvoideély ideélov (2), (3), (5) . Minimalny polyném pre
V=29 je t? + 29. Modulo 2 mé7me pisat t2 +29 = t2 + 1 = (t + 1)?, teda (2) =
(2,1+ \/—29)2 .Idedl (2,1 + v/=29) nie je hlavny, lebo pripadny generator by musel
maf normu +2 (delitel noriem prvkov 2 a 14+/—29, teda ¢isel 4 a 30), ¢o je vSak pri
predpise pre normu N (a+by/—29) = a?+29b% nemozné. Modulo 3 mézme pisat >+
29 =2 +2 = (t+1)(t+2), teda (3) = (3,1 + v/—29) (3,2 + v/—29) . Pretransformu-
jme si kvoli ndzornosti generatory tohto druhého ideélu z mnoziny {a, b} na mnozinu
{a,a —b}. Potom (3) = (3,1 +v/—29) (3,1 — v/—29) aTahko sa da ukéizat, Ze aj ti-
eto idealy nie st hlavné. Nakoniec modulo 5 mozme pisaf t2+29 = t2+4 = (t+1)(t—
1), teda (5) = (5, 1+ \/729) (5, 1-— \/729). Ani tieto idealy nie st hlavné. Podla
tvrdenia 5.17 st v8etky najdené idealy prvoidedly a rozklad idealu (30) je (30) =
(2,14 v=29)° (3,1 +v/=29) (3,1 — v/=29) (5,1 4+ v=29) (5,1 — v/—29) . Mozmessi
vE&imnit, Ze sme dostali prave tie prvoidealy, s ktorymi by sme pracovali pri hfadani
rozkladu idealu (30) prvym sposobom.
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Abstrakt

Praca sa zaobera zakladmi algebraickej tedrie ¢isel. Najprv st definované zakladné
pojmy ako ¢iselné pole, baza, okruh celych &isel, integralna baza, diskriminant ¢isel-
ného pola, norma a stopa prvku. Na jednoduchych prikladoch je ilustrované vyuZitie
tychto pojmov. V tretej kapitole si charakterizované okruhy celych ¢isel a diskrimi-
nanty kvadratickych a cyklotomickych poli. V §tvrtej kapitole sa buduje teéria rozk-
ladu prvkov okruhu na stéin ireducibilnych prvkov, pricom je tato teéria interpre-
tovana v okruhoch celych ¢isel ¢iselného pola a st uvedené priklady okruhov celych
¢isel, v ktorych rozklad na ireducibilné prvky nie je jednozna¢ény. Piata kapitola sa
venuje idedlom; su zavedené pojmy zlomkovy ideal, norma idealu a je dokédzané tvr-
denie o jednozna¢nom rozklade idealov okruhu celych ¢isel na stcin prvoidealov. V
niekolkych prikladoch je ukdzany postup na hladanie rozkladu hlavného idealu gen-
erovaného prirodzenym ¢islom pomocou nejednoznac¢ného rozkladu prvku na sicin
ireducibilnych prvkov, pricom je ukizané existencia idealov, ktoré nie st hlavné a
naznaceny sivis existencie takychto idedlov s nejednoznacnostou rozkladu prvkov.
Préca si dava za ciel poskytnut zadujemcovi o §tudium algebraickej tedrie ¢isel zék-
lady pristupné v slovenskom jazyku, ktoré mu mozu pomoct pri Gitani dalsich,
pokrocilejsich textov.
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