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Úvod
Ako je napísané uº v názve, táto práca sa zaoberá algebraickou teóriou £ísel. Pri
analýze tohto pojmu slovo po slove by sme mohli prís´ k záveru, ºe by to mohla
by´ akási teória, ktorá sa na £ísla pozerá algebraicky. Takéto vysvetlenie ani nebude
¤aleko od pravdy; algebraická teória £ísel skúma algebraické roz²írenia racionálnych
£ísel. Teda k po©u racionálnych £ísel sa pridajú akési nové prvky, konkrétnej²ie
nejaké algebraické komplexné £ísla, a s nimi aj v²etky ¤al²ie prvky potrebné k tomu,
aby výsledná ²truktúra, ktorú budeme skúma´, bola opä´ po©om. Mnoºina celých
£ísel ako podmnoºina racionálnych £ísel sa v týchto roz²íreniach taktieº obohacuje
o nové prvky, získava nové zaujímavé vlastnosti alebo niektoré vlastnosti stráca;
ukazuje sa, ºe práve takýto poh©ad �zvrchu�, pri ktorom celé £ísla vystupujú ako
najjednoduch²í a základný prípad, nám umoº¬uje nahliadnu´ hlb²ie do ²truktúry
£ísel a pomáha pochopi´ a uvedomi´ si známe fakty v novom svetle. Navy²e, niektoré
intuitívne jasné a zrejmé fakty, ktoré v celých £íslach platia, v týchto roz²íreniach
plati´ nemusia a práve podobné �zádrhele� nás nútia zamý²©a´ sa a h©ada´ súvislosti
aj tam, kde by sme ich vôbec ne£akali.

Prvé nápady a my²lienky vedúce k algebraickej teórii £ísel sa za£ali objavova´
pribliºne v 19. storo£í; spome¬me napríklad Kummerov dôkaz Ve©kej Fermatovej
vety pre isté ²peciálne prípady. Taktieº niektoré tvrdenia týkajúce sa celých £ísel sa
dajú pomocou metód algebraickej teórie £ísel ©ahko a elegantne dokáza´.

Dnes uº je algebraická teória £ísel do h¨bky rozpracovanou £as´ou matematiky, so
svojimi vlastnými významnými tvrdeniami a dôsledkami. A nevyhýbajú sa jej ani
praktické aplikácie; napríklad v sú£asnosti (r. 2010) najrýchlej²í známy algoritmus
na faktorizáciu ve©kých £ísel, tzv. number �eld sieve, vyuºíva práve algebraickú
teóriu £ísel.

My sa v²ak budeme zaobera´ len základmi algebraickej teórie £ísel; úplná teória
je ve©mi bohatá a dôleºité £i významné tvrdenia nielen ºe nevyslovíme, ale nebudeme
ma´ ani dôvod £i nástroje na to, aby sme sa mohli pýta´ tie správne otázky, ktoré
k významným tvrdeniam vedú. Uspokojíme sa s vysvetlením základov, ktoré môºu
zvedavému a o danú teóriu sa zaujímajúcemu £itate©ovi pomôc´ pochopi´ niektoré
hlb²ie my²lienky. A práve to je cie©om tejto práce; poskytnú´ £itate©ovi úvod do
algebraickej teórie £ísel a zárove¬ na£rtnú´ my²lienky, ktoré si dokáºu nájs´ rôzne
aplikácie v teórii £ísel.

Hlavným zdrojom informácií pre túto prácu bola kniha [1] ; pä´ kapitol tejto práce
vo©ne sleduje prvých pä´ kapitol spomínanej knihy. Pre úspe²né pochopenie textu
predpokladáme, ºe £itate© je oboznámený so základnými poznatkami z teórie grúp,
okruhov, polí a lineárnej algebry. Takmer v²etko potrebné sa dá nájs´ v knihách [2]
a [3] .

Na konci kaºdej kapitoly sa nachádza nieko©ko rie²ených úloh, v ktorých ilus-
trujeme vyuºitie nových pojmov a tvrdení na jednoduchých príkladoch. �itate© sa
môºe pokúsi´ vyrie²i´ tieto úlohy najprv sám; preverí tak svoju úrove¬ pochopenia
nových pojmov a zárove¬ si môºe uvedomi´ nové súvislosti, ktoré by mu inak zostali
skryté.
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Kapitola 1

Pomocné tvrdenia
V tejto prvej kapitole zbeºne pripomenieme potrebné de�nície a tvrdenia, ktoré
budeme v ¤al²om texte vyuºíva´. Vä£²ina tvrdení v nej v²ak bude bez dôkazov,
len s odkazom, kde sa daný dôkaz dá nájs´. Jednak preto, ºe niektoré z nich budú
moºno £itate©ovi uº známe, a jednak je na²ím hlavným cie©om algebraická teória
£ísel a tvrdenia z tejto kapitoly budeme vyuºíva´ len ako prostriedok na dosiahnutie
tohto cie©a. Samozrejme, zvedavý £itate© si môºe vyh©ada´ v odkazoch dôkazy, ktoré
ho zaujímajú a £o-to sa z nich nau£i´.

V texte budeme pouºíva´ zna£enie: Z pre celé £ísla, Q pre racionálne £ísla a C
pre komplexné £ísla.

1.1 Okruhy, ideály

Okruhom nazývame ²truktúru (R,+, .) kde R je neprázdna mnoºina, (R,+) je ko-
mutatívna grupa, . je asocivatívna binárna operácia na R a pre v²etky a, b, c ∈ R
platia distributívne zákony: a.(b+ c) = a.b+ a.c a (b+ c).a = b.a+ c.a.

Neutrálny prvok operácie + ozna£ujeme 0. Ak k operácii . existuje neutrálny
prvok, ozna£ujeme ho 1 a okruh nazývame okruh s jednotkou. Vyºadujeme v²ak,
aby 0 6= 1.

Charakteristikou okruhu R nazývame najmen²í spolo£ný násobok rádov prvkov
grupy (R,+). Ak tento najmen²í spolo£ný násobok neexistuje, charakteristika je
nekone£no (niektorí autori hovoria o charakteristike nula).

Okruh celých £ísel Z, s ktorým budeme £asto pracova´, je oborom integrity; teda
je to komutatívny okruh, v ktorom má operácia . neutrálny prvok a v ktorom neex-
istujú nenulové a, b také, ºe a.b = 0. Ak v obore integrity ku kaºdému nenulovému
prvku existuje inverzný, teda k a ∈ R existuje také b ∈ R, ºe a.b = 1, tak takúto
²truktúru nazývame pole. Príkladmi môºu by´ Q, C, alebo zvy²kové triedy Zp pre
p prvo£íslo.

Tie prvky okruhu R, ku ktorým existuje inverzný prvok, tvoria grupu, ktorú
ozna£ujeme U(R) a nazývame grupa delite©ov jednotky.

Tvrdenie 1.1. Ak R je obor integrity s kone£ne ve©a prvkami, tak R je pole.

Dôkaz. Nech a je ©ubovo©ný nenulový prvok R. Chceme ukáza´ existenciu in-
verzného prvku k a. Utvorme preto sú£iny ab cez v²etky b z R. Tieto sú£iny sú
rôzne, lebo ak by ab = ac pre b 6= c, tak a(b− c) = 0, £o je spor s tým, ºe R je obor
integrity. Teda mnoºina sú£inov ab pokryje celú kone£nú mnoºinu R a nutne pre
nejaké b bude ab = 1. Teda R je pole.

�al²ím dôleºitým pojmom je pojem ideálu okruhu.
Ideál I je taký podokruh okruhu R, pre ktorý platí, ºe pre v²etky a ∈ R a i ∈ I :

ai ∈ I, ia ∈ I.
Faktorový okruh R/I je mnoºina tried rozkladu a + I pre a ∈ R s operáciami
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de�novanými ako (a+I)+(b+I) = (a+b)+I a (a+I)(b+I) = ab+I. Sú£et dvoch
ideálov I a J, teda mnoºina {i+ j, i ∈ I, j ∈ J} je ideál a ozna£ujeme ho I + J.
Podobne sú£in dvoch ideálov, teda mnoºina {ij, i ∈ I, j ∈ J} je ideál a ozna£ujeme
ho IJ. Ideál generovaný mnoºinou A ⊆ R ozna£ujeme (A). Je to najmen²í ideál
obsahujúci túto mnoºinu. Ideál generovaný jedným prvkom nazývame hlavný.

Prvoideál P je taký ideál, ºe ak pre ideály I, J platí IJ ⊆ P, tak I ⊆ P alebo
J ⊆ P.

Maximálny ideál M je taký ideál, ºe ak M ⊆ I, tak I = M alebo I = R.

Tvrdenie 1.2. Nech R je komutatívny okruh s jednotkou. Potom platí:
(a) Faktorový okruh R/I je obor integrity práve vtedy, ke¤ I je prvoideál.
(b) Faktorový okruh R/I je pole práve vtedy, ke¤ I je maximálny ideál.

Dôkaz. Dá sa nájs´ v [2] , str. 190 alebo v [3] , str. 383.

Dôsledok 1.3. Kaºdý maximálny ideál je prvoideál.

1.2 Polynómy

Pod pojmom polynómu f v neur£itej t s koe�cientami z nejakého okruhu R rozu-
mieme prvok okruhu R [t] , teda f(t) =

∑n
i=0 ait

i, ai ∈ R. Ak R je obor integrity,
tak aj tento okruh je obor integrity. Stupe¬ nenulového polynómu je najvy²²í ex-
ponent i, pri ktorom je nenulový £len ai. Hovoríme, ºe polynóm f(t) delí polynóm
g(t), ak existuje polynóm h(t) taký, ºe f(t)h(t) = g(t). Ak α je kore¬ polynómu
f(t), tak (t − α) | f(t). Najvä£²ie také £íslo m, ºe (t − α)m | f(t) sa nazýva ná-
sobnos´ kore¬a α. Pre polynómy p(t), q(t) nad po©om F môºme de�nova´ ich na-
jvä£²í spolo£ný delite© ako polynóm d(t) taký, ºe d(t) | p(t), d(t) | q(t) a ak nejaký
polynóm r(t) tieº delí p(t) aj q(t), tak r(t) | d(t). Navy²e existujú polynómy u(t), v(t)
také, ºe u(t)p(t) + v(t)q(t) = d(t). H©ada´ polynóm d(t) môºme pomocou Eukli-
dovho algoritmu, z ktorého zárove¬ vieme získa´ polynómy u(t) a v(t). Ireducibilný
polynóm f(t) je taký polynóm, pre ktorý pri kaºdom rozklade f(t) = g(t)h(t)
je g(t) alebo h(t) delite© jednotky. Ak f(t) je polynóm nad nejakým po©om F ,
tak je ireducibilný práve vtedy, ke¤ nemá delite©ov stup¬a men²ieho, ako je jeho
stupe¬. Pre polynóm f(t) =

∑n
i=0 ait

i môºme de�nova´ jeho formálnu deriváciu
ako Df(t) =

∑n
i=1 i × ait

i−1. Táto de�nícia sa zhoduje s de�níciou z matemat-
ickej analýzy a zárove¬ platia rovnaké pravidlá pre deriváciu sú£tu a sú£inu, teda
D(f + g) = Df +Dg a D(fg) = gDf + fDg.

Tvrdenie 1.4. Nech F je pole s charakteristikou nekone£no. Nenulový polynóm
f(t) s koe�cientami z F má násobné korene práve vtedy, ke¤ stupe¬ najvä£²ieho
spolo£ného delite©a f a Df je aspo¬ 1.

Dôkaz. Dá sa nájs´ v [1] , str. 17 alebo v [2] , str. 245.

Dôsledok 1.5. Kaºdý polynóm ireducibilný nad Q nemá v C násobné korene.

Dôkaz. Ak f(t) je ireducibilný polynóm nad Q, tak najvä£²í spolo£ný delite© f
a Df je 1 (lebo f nemá ºiadnych netriviálnych delite©ov). Existujú teda polynómy
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u a v také, ºe uf + vDf = 1. Ak sa v²ak na túto rovnos´ pozrieme ako na rovnos´ v
poli C, tak hovorí, ºe najvä£²í spolo£ný delite© f a Df je 1. Teda pod©a predchádza-
júcej vety nemá polynóm f v poli C násobné korene.

Ak chceme polynóm zo Z [t] rozloºi´ na sú£in polynómov nad Q, tak nám sta£í
h©ada´ delitele len zo Z [t], ako hovorí nasledujúca lema:

Lema 1.6. (Gaussova) Nech f ∈ Z [t] a f = g.h, kde g, h ∈ Q [t] . Potom ex-
istuje nenulové λ ∈ Q také, ºe λg aj λ−1h patria do Z [t] .

Dôkaz. Dá sa nájs´ v [1] , str. 18 alebo (pre vetu v trochu inom znení) v [2] ,
str. 304 alebo v [3] , str. 86.

Na dokázanie ireducibility niektorých polynómov môºme vyuºi´ lemu:

Lema 1.7. (Eisensteinovo kritérium) Nech je daný polynóm f(t) = ant
n +

. . .+ a1t+ a0 ∈ Z [t] . Ak existuje prvo£íslo p také, ºe
1. p delí ai pre i = 0 . . . n− 1
2. p nedelí an
3. p2 nedelí a0,
tak polynóm f(t) je ireducibilný nad Z (a teda aj nad Q).

Dôkaz. Dá sa nájs´ v [1] , str. 19, v [2] , str. 305 alebo v [3] , str. 90.

Budeme taktieº vyuºíva´ fakt, ºe pole C je algebraicky uzavreté; teda ºe kaºdý
polynóm stup¬a aspo¬ 1 s reálnymi koe�cientami v ¬om má kore¬.

1.3 Roz²írenia polí

Základným prvkom na budovanie algebraickej teórie £ísel je pojem roz²írenia po©a.
Ak je dané pole F, tak pole L sa nazýva roz²írením po©a F, ak F je podpole L.
Pôvodná motivácia k zavedeniu takéhoto pojmu bolo h©adanie kore¬ov polynómov
s koe�cientami z daného po©a. Ak máme polynóm f(t) s koe�cientami z po©a F,
ktorý v tomto poli nemá kore¬, ozna£íme symbolom u kore¬ tohto polynómu v
akomsi nadpoli F a vytvoríme roz²írenie F (u), teda najmen²ie pole obsahujúce pole
F a prvok u. V tomto poli uº polynóm f(t) má kore¬.

Napríklad polynóm t2 + 1 nemá kore¬ v poli racionálnych £ísel Q. Ak v²ak
vytvoríme roz²írenie Q (i) , kde i2 = −1, tak v tomto poli uº má polynóm t2 + 1 dva
korene a dá sa napísa´ ako f(t) = (t− i)(t+ i).

Ak pole L je roz²írenie F, tak prvok u ∈ L sa nazýva algebraický nad F, ak sp¨¬a
nenulový polynóm s koe�cientami z F. Roz²írenie F (u) potom nazývame jednoduché
algebraické roz²írenie. Podobne roz²írenie L nazveme k−násobné algebraické roz²íre-
nie po©a F , ak existujú prvky u1, u2, . . . , uk ∈ L a postupnos´ jednoduchých alge-
braických roz²írení F1 = F (u1), F2 = F1(u2), . . . Fk = Fk−1(uk) = L.

Minimálny polynóm pre u ∈ L je nenulový monický polynóm najmen²ieho stup¬a,
ktorý u sp¨¬a. Tento polynóm je vºdy ireducibilný. Napríklad £íslo i je algebraické
nad Q, lebo sp¨¬a polynóm t4− 1 s koe�cientami z Q, ale tento polynóm nie je jeho
minimálnym polynómom. Existuje totiº monický polynóm men²ieho stup¬a, t2 + 1,
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ktorý i sp¨¬a.
Ak pre prvok v ∈ L neexistuje nenulový polynóm s keo�cientami z F , ktorý by

v sp¨¬al, tak v sa nazýva transcendentný nad F. Dá sa ukáza´, ºe £íslo π (pomer
obvodu kruºnice k jej priemeru) je transcendentné nad Q.

Tvrdenie 1.8. Nech u je algebraický prvok nad po©om F a f(t) je jeho min-
imálny polynóm. Potom F (u) ∼= F [t] /(f(t)).

Dôkaz. Dá sa nájs´ v [2] , str. 311.

Dôleºitým pozorovaním je, ºe roz²írenia polí sú vlastne vektorové priestory nad
pôvodným po©om. Teda v nich má zmysel de�nova´ pojmy bázy a dimenzie. My
sa budeme zaobera´ len kone£nými roz²íreniami, teda takými, ktoré majú kone£nú
dimenziu. Nie je ´aºké ukáza´, ºe kaºdé kone£né roz²írenie je algebraické, teda ºe
kaºdý prvok patriaci do takéhoto roz²írenia je algebraický.

Tvrdenie 1.9. Nech F (u) je roz²írenie po©a F a n je stupe¬ minimálneho polynómu
pre u. Potom mnoºina

{
1, u, u2, . . . , un−1

}
je báza F (u) ako vektorového priestoru

nad F a tento priestor má dimenziu n.

Dôkaz. Dá sa nájs´ v [2] , str. 311.

Dimenziu roz²írenia L ako vektorového priestoru nad F nazývame stup¬om
roz²írenia a ozna£ujeme [L : F ] .

Tvrdenie 1.10. Nech pole L je roz²írením K a K je roz²írením F. Potom [L : F ] =
[L : K] [K : F ] a ak {u1, . . . , un} je báza K nad F a {v1, . . . , vm} je báza L nad F,
tak {uivj ; i = 1 . . . n , j = 1 . . .m} je báza L nad F.

Dôkaz. Dá sa nájs´ v [2] , str. 315 alebo v [3] , str. 411.

Ak pole K je roz²írenie po©a F , tak vnorenie K do nejakého po©a L je injektívny
homomor�zmus f taký, ºe f zúºené na F je identita.

1.4 Symetrické polynómy

Polynóm f(t1, t2, . . . , tn) z okruhu polynómov v n premenných R [t1, t2, . . . , tn] , kde
R je komutatívny okruh s jednotkou, nazveme symetrický, ak sa nezmení pri ºiadnej
permutácii neur£itých. Teda f(t1, t2, . . . , tn) = f(tπ(1), tπ(2), . . . , tπ(n)) pre kaºdú
permutáciu π ∈ Sn.

Napríklad, polynóm t21+t22+t23+5t1t2t3 je symetrický ako polynóm zo Z [t1, t2, t3],
ale nie je symetrický nad Z [t1, t2, t3, t4].

Podobne môºme zade�nova´ jednoduché symetrické polynómy nadR [t1, t2, . . . , tn]
ako:
s1(t1, . . . tn) = t1 + t2 + . . .+ tn
s2(t1, . . . tn) = t1t2 + t1t3 + . . .+ tn−1tn
. . .
sn(t1, . . . tn) = t1t2 . . . tn
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Ak je daný polynóm f(t) = ant
n + . . . + a1t + a0 z C [t], tak po rozloºení na

lineárne £initele dostaneme f(t) = an(t − α1) . . . (t − αn), kde αi sú korene f. Po
roznásobení dostaneme f(t) = an(tn − s1t

n−1 + s2t
n−2 + . . . + (−1)nsn), kde si =

si(α1, . . . , αn). Vidíme teda, ºe koe�cienty daného polynómu sa dajú vyjadri´ ako
hodnoty jednoduchých symetrických polynómov v jeho kore¬och.

Zrejme kaºdý polynóm v s1, . . . , sn sa dá upravi´ na symetrický polynóm v
t1, . . . , tn. Platí v²ak aj obrátené tvrdenie:

Tvrdenie 1.11. Nech R je komutatívny okruh s jednotkou. Potom sa kaºdý
symetrický polynóm z R [t1, . . . , tn] dá napísa´ ako polynóm v s1, . . . , sn.

Dôkaz. Dá sa nájs´ (aj s príslu²ným algoritmom) v [1] , str. 23 alebo v [2] , str. 260.

Dôsledok 1.12. Nech L je roz²írenie po©a K, p(t) je polynóm stup¬a n z K [t]
a θ1, . . . , θn ∈ L sú korene polynómu p(t). Ak h(t1, . . . , tn) je symetrický polynóm z
K [t1, . . . , tn] , tak h(θ1, . . . , θn) ∈ K.

1.5 Moduly

Moduly sa £asto popisujú ako zov²eobecnenia vektorových priestorov. Vektorový
priestor je ²truktúra nad po©om, ktorá sp¨¬a akési axiómy�modul je ²truktúra, ktorá
sp¨¬a rovnaké axiómy, ale namiesto po©a nám posta£í komutatívny okruh s jed-
notkou. Teda formálne: ak R je komutatívny okruh s jednotkou, M je komutatívna
grupa a α je zobrazenie z R ×M → M de�nované ako α(r,m) = rm a sú splnené
axiómy
(a) (r + s)m = rm+ sm
(b) r(m+ n) = rm+ rn
(c) r(sm) = (rs)m
(d) 1.m = m
pre v²etky r, s ∈ R a m,n ∈ M, tak grupu M nazveme R-modul. Podobne môºme
poveda´, ºe N je R-submodul modulu M, ak N je podgrupa M a pre v²etky n ∈ N,
r ∈ R platí rn ∈ N.

Jednoduchými príkladmi modulov sú uº spomínané vektorové priestory. Pre nás
bude dôleºité pozorovanie, ºe ak I je ideál okruhu S, tak I je S−modul.

1 1.5 Vo©né komutatívne grupy

Vo©ná komutatívna grupa je, jednoducho povedané, Z−modul; £iºe £osi podobné
vektorovému priestoru nad Z. Samozrejme, pouºitie slovného spojenia �vektorový
priestor� je v tomto prípade nesprávne, ale pre vytvorenie analógie výhodné.

Ak G je kone£ne generovaná komutatívna grupa, t.j. existuje mnoºina generá-
torov {g1, g2, . . . , gn} taká, ºe ©ubovo©ný prvokG sa dá napísa´ akom1g1+. . .+mngn
pre mi ∈ Z a ak je mnoºina {g1, g2, . . . , gn} navy²e lineárne nezávislá nad Z,
teda m1g1 + . . . + mngn = 0 práve vtedy, ke¤ m1 = . . . = mn = 0, tak túto
grupu G nazveme kone£ne generovanou vo©nou komutatívnou grupou ranku n a
mnoºinu {g1, g2, . . . , gn} nazveme bázou (alebo aj Z−bázou) G. Kaºdý prvok G
sa potom dá vyjadri´ práve jedným spôsobom ako kombinácia bázových prvkov a
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G je izomorfná s grupou Zn, kde kaºdému prvku g = m1g1 + . . .+mngn priradíme
n−ticu [m1,m2, . . . ,mn] .

Pojem ranku vo©nej komutatívnej grupy je dobre de�novaný, lebo kaºdá báza
vo©nej komutatívnej grupy má rovnako ve©a prvkov. Pre dôkaz tohto tvrdenia uvaºu-
jme grupu v²etkých prvkov g + g, g ∈ G a ozna£me ju 2G. Po£et prvkov faktorovej
grupy G/2G zrejme nezávisí od bázy. Ale ak existuje nejaká n−prvková báza G, tak
G/2G má 2n prvkov a teda kaºdá báza musí ma´ n prvkov.

Podobne ako vo vektorových priestoroch, aj vo vo©ných komutatívnych grupách
môºme meni´ bázy a prechádza´ medzi nimi pomocou matíc. Ak {x1, . . . , xn} a
{y1, . . . , yn} sú dve bázy, tak zrejme existujú £ísla aij ∈ Z také, ºe yi =

∑n
j=1 aijxj

a £ísla bij ∈ Z také, ºe xi =
∑n
j=1 bijyj . Od bázy {x1, . . . , xn} môºme potom prejs´

k báze {y1, . . . , yn} pomocou matice A = (aij) a naspä´ pomocou matice B = (bij).
Z toho je vidie´, ºe AB = In, teda identická matica. Determinanty matíc A aj B
sú celé £ísla a ke¤ºe ich sú£in je 1, tak det(A) = det(B) = ±1. Maticu typu n × n
s celo£íselnými koe�cientami a determinantom ±1 nazveme unimodulárna. Potom
platí tvrdenie:

Tvrdenie 1.13. Nech G je vo©ná komutatívna grupa ranku n s bázou {x1, . . . , xn}
a nech (aij) je matica typu n × n s celo£íselnými koe�cientami. Potom prvky
yi =

∑n
j=1 aijxj tvoria bázu G práve vtedy, ke¤ (aij) je unimodulárna.

Dôkaz. Dá sa nájs´ v [1] , str. 28.

Ke¤ sa neskôr stretneme s vo©nými komutatívnymi grupami, budeme potrebova´
e²te nieko©ko tvrdení:

Tvrdenie 1.14. Nech G je vo©ná komutatívna grupa ranku n. Potom kaºdá jej
podgrupa H je vo©ná komutatívna grupa ranku s ≤ n. Navy²e existuje báza G
{x1, . . . , xn} a kladné celé £ísla α1, . . . , αs také, ºe {α1x1, . . . , αsxs} je báza H.

Dôkaz. Dá sa nájs´ v [1] , str. 29.

Tvrdenie 1.15. Nech G je vo©ná komutatívna grupa ranku n a H jej podgrupa.
Potom faktorová grupa G/H je kone£ná práve vtedy, ke¤ G a H majú rovnaký rank.
V tom prípade, ak {x1, . . . , xn} je báza G, {y1, . . . , yn} báza H a yi =

∑n
j=1 aijxj ,

tak grupa G/H má |det(aij)| prvkov.

Dôkaz. Dá sa nájs´ v [1] , str. 30.

Tvrdenie 1.16. Podgrupa kone£ne generovanej komutatívnej grupy (nie nutne
vo©nej) je kone£ne generovaná.

1.6 Úlohy

1. Ktoré z nasledujúcich polynómov sú nad Z ireducibilné?
(a) t2 + 3
(b) t2 − 169
(c) t3 + t2 + t+ 1
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2. Nájdite minimálne polynómy nad Q pre prvky:
(a) 1+i√

2

(b) i+
√

2
(c) e

2πi
3 + 2

3. Nájdite stupne roz²írení:
(a) Q(

√
7) : Q

(b) C(
√

7) : C
(c) Q(

√
5,
√

7,
√

35) : Q

4. Nájdite po£et prvkov grupy G/H, ak G je vo©ná komutatívna grupa so Z−bázou
{x, y, z} a H je jej podgrupa generovaná prvkami:
(a) 2x, 3y, 7z
(b) x+ 3y − 5z, 2x− 4y, 7x+ 2y − 9z
(c) x

Rie²enia

1. (a) Polynóm t2 +3 je ireducibilný nad Z pod©a Eisensteinovho kritéria pre p = 3.
(b) Polynóm t2 − 169 nie je ireducibilný nad Z, lebo t2 − 169 = (t+ 13)(t− 13).
(c) V tomto prípade, pre polynóm t3 + t2 + t + 1 nám Eisensteinovo kritérium
nepomôºe. Sta£í si v²ak v²imnú´, ºe hodnota tohto polynómu v −1 je 0, teda t+ 1
je delite© t3 + t2 + t+ 1 a t3 + t2 + t+ 1 = (t+ 1)(t2 + 1).

2. (a) Naj£astej²í postup na h©adanie minimálnych polynómov prvkov je vyuºitie
faktu, ºe n+ 1 prvková mnoºina vektorov je v n−rozmernom vektorovom priestore
lineárne závislá. Zvolíme si preto roz²írenie Q, ktoré obsahuje daný prvok α, vy-
jadríme jeho mocniny 1, α, α2, . . . , αn v báze tohto roz²írenia a potom vyrie²ením
akejsi sústavy nájdeme h©adanú závislos´. Konkrétne pre ná² prípad α = 1+i√

2
=

√
2+
√

2i
2 , vezmime si preto roz²írenie Q(

√
2, i) s bázou

{
1,
√

2, i,
√

2i
}
. Vyjadrenia

mocnín α v tejto báze potom sú:

1
√

2 i
√

2i
1 1 0 0 0
α

√
2

2 0 0 1
2

α2 0 0 1 0
α3 0 − 1

2

√
2

2 0
α4 −1 0 0 0

. Rie²ením sústavy


1

√
2

2 0 0 −1 0
0 0 0 − 1

2 0 0
0 0 1

√
2

2 0 0
0 1

2 0 0 0 0

 (nad Q) je priestor (t, 0, 0, 0, t) pre t ∈ Q. Pre t = 0

dostaneme nulový polynóm, ale pre t = 1 dostaneme monický polynóm t4 + 1, ktorý
α sp¨¬a. Tento polynóm je ireducibilný, lebo prípadný delite© by sa prejavil v sús-
tave ako závislos´ men²ieho stup¬a. Teda t4 + 1 je minimálny polynóm pre 1+i√

2
.

(b) Pre prvok i+
√

2 = α môºme opä´ vyuºi´ roz²írenie Q(
√

2, i). Vyjadrenia moc-
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nín tohto prvku v báze
{

1,
√

2, i,
√

2i
}
sú

1
√

2 i
√

2i
1 1 0 0 0
α 0 1 1 0
α2 1 0 0 2
α3 0 −1 5 0
α4 −7 0 0 4

, rie²ením sústavy


1 0 1 0 −7 0
0 1 0 −1 0 0
0 1 0 5 0 0
0 0 2 0 4 0

 je priestor (9t, 0,−2t, 0, t), t ∈ Q a teda t4 − 2 + 9 je

minimálny polynóm pre i+
√

2.
(c) Aj tento príklad by sa dal vyrie²i´ podobne ako predchádzajúce, ukáºeme v²ak
istú skratku. Minimálnym polynómom pre e

2πi
3 je f(t) = t2 + t+1. Pre α = e

2πi
3 +2

potom musí plati´ f(α−2) = 0. Teraz sta£í rozpísa´ f(t−2), £o je t2−3t+ 3 a teda
t2 − 3t+ 3 je minimálny polynóm pre e

2πi
3 + 2.

3. (a) Minimálny polynóm pre
√

7 nad Q je t2 − 7, ktorý je druhého stup¬a,
teda

[
Q(
√

7) : Q
]

= 2.
(b) Nad C je minimálnym polynómom pre

√
7 polynóm t −

√
7, ktorý je stup¬a

jedna, teda C(
√

7) = C a
[
C(
√

7) : C
]

= 1.
(c) Pod©a tvrdenia 1.10 je[
Q(
√

5,
√

7,
√

35) : Q
]

=
[
Q(
√

5,
√

7,
√

35) : Q(
√

5,
√

7)
]
.
[
Q(
√

5,
√

7) : Q(
√

5)
]
.
[
Q(
√

5) : Q
]
.

Prvý £inite© v tomto sú£ine je jedna;
√

35 patrí do Q(
√

5,
√

7) a teda jeho minimálny
polynóm, t −

√
35, je stup¬a jedna. Tretí £inite© je dva, lebo minimálny polynóm

pre
√

5 nad Q je t2 − 5. Minimálny polynóm pre
√

7 nad Q(
√

5) musí by´ delite©
jeho minimálneho polynómu nad Q, teda delite© t2 − 7. Ale nad C môºme písa´
t2 − 7 = (t+

√
7)(t−

√
7) a ºiadny z týchto delite©ov nepatrí do Q(

√
5), teda t2 − 7

je minimálny polynóm pre
√

7 aj nad Q(
√

5) a druhý £inite© v sú£ine je dva. Stupe¬[
Q(
√

5,
√

7,
√

35) : Q
]
je potom rovný 1.2.2 = 4.

4. Ve©kosti faktorových grúp vo©ných komutatívnych grúp môºme ©ahko hlada´
pomocou tvrdenia 1.15; samozrejme, ak daná grupa aj podgrupa sú generované

rovnakým po£tom prvkov. Preto v (a) |G/H| =

∣∣∣∣∣∣
2 0 0
0 3 0
0 0 7

∣∣∣∣∣∣ = 42, v (b) |G/H| =∣∣∣∣∣∣
1 3 −5
2 −4 0
7 2 −9

∣∣∣∣∣∣ = 70 a v prípade (c) je podgrupa H generovaná len jedným prvkom,

teda G/H je nekone£ná grupa.
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Kapitola 2

Algebraické £ísla
V predchádzajúcej kapitole sme zaviedli pojem algebraického £ísla nad ©ubovo©ným
po©om F . Teraz sa podrobnej²ie pozrieme na algebraické prvky nad konkrétnym
po©om; po©om racionálnych £ísel. Zade�nujeme algebraické £íselné pole a uvedieme
nástroje, pomocou ktorých budeme môc´ £íselné polia skúma´ a popisova´ ich vlast-
nosti. Bude nás hlavne zaujíma´ istá ²peciálna podmnoºina algebraických £ísel;
algebraické celé £ísla. Ukáºeme, ºe algebraické celé £ísla tvoria podokruh daného
£íselného po©a. A práve tento okruh sa neskôr stane stredobodom ná²ho záujmu.

2.1 Algebraické £ísla

Komplexné £íslo α nazývame algebraické, ak sp¨¬a nenulový polynóm s koe�cien-
tami z Q. Nech A je mnoºina v²etkých algebraických £ísel. Potom platí:

Tvrdenie 2.1. A je podpole C.

Dôkaz. Ke¤ºe A je neprázdna podmnoºina C (0 ∈ A, 1 ∈ A), sta£í ukáza´
uzavretos´ na operácie a inverzné prvky. Nech α, β∈ A. Vezmime si dve algebraické
roz²írenia: Q (α, β) a Q (α). Potom [Q (α, β) : Q] = [Q (α, β) : Q (α)] [Q (α) : Q].
Prvok α je algebraický nad Q, β je algebraický nad Q a teda aj nad Q (α). Teda
obidva £initele na pravej strane rovnosti sú kone£né £ísla, tak aj na©avo je kone£né
£íslo. Kaºdé kone£né roz²írenie je algebraické a kaºdý prvok, patriaci do algebraick-
ého roz²írenia, je algebraický, teda aj α + β, α − β, αβ a αβ−1 pre β 6= 0, ke¤ºe
patria do Q (α, β), sú algebraické.

Máme teda pole v²etkých algebraických £ísel nad Q; bude to v²ak pre nás len
akýsi zdroj objektov pre ²túdium a budeme sa rad²ej venova´ jeho podmnoºinám
ako v²etkým algebraickým £íslam naraz. A má totiº jednu pre nás nevýhodnú vlast-
nos´: [A : Q] nie je kone£né £íslo. Preto nám príde vhod nasledujúca de�nícia: Pole
K ako roz²írenie Q nazveme algebraické £íselné pole, ak [K : Q] = n je kone£né
£íslo. K môºme povaºova´ za vektorový priestor nad Q, ktorý má nejakú bázu
{α1, α2, . . . , αn}. Teda K= Q (α1, α2, . . . , αn). Existuje v²ak aj �úspornej²ie� vyja-
drenie:

Tvrdenie 2.2. Ak K je £íselné pole, tak K = Q (θ) pre nejaké algebraické £íslo θ.

Dôkaz. Najprv ukáºeme, ºe ak L = Q (α, β), tak L = Q (γ) pre nejaké γ.
Nech p je minimálny polynóm nad Q pre α, q je minimálny polynóm pre β. Nad
C sa tieto polynómy dajú napísa´ ako p(t) = (t − α1)(t − α2) . . . (t − αn), q(t) =
(t − β1)(t − β2) . . . (t − βm), kde bez ujmy na v²eobecnosti α1 = α, β1 = β. Pod©a
dôsledku 1.5 sú v²etky αi navzájom rôzne, podobne aj v²etky βj . Teda existuje na-
jviac jedno x ∈ Q také, ºe pre pevné i, j platí αi + xβj = α + xβ. Ke¤ºe máme
len kone£ne ve©a takýchto rovníc, môºeme zvoli´ také nenulové c ∈ Q, ºe pre v²etky
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i = 1 . . . n, j = 1 . . .m bude αi + cβj 6= α + cβ. Zvo©me γ = α + cβ. Zrejme
Q (γ) = Q (α+ cβ) ⊆ Q (α, β). Potrebujeme e²te ukáza´ opa£nú inklúziu. Posta£í
ukáza´, ºe β ∈ Q (γ), lebo potom α = γ− cβ tieº patrí do Q (γ). Vezmime polynóm
r(t) = p(γ − ct)∈ Q (γ) [t]. Zrejme r(β) = p(γ − cβ) = p(α) = 0 a máme teda dva
polynómy, q a r, ktorých kore¬om je β. Toto je ich jediný spolo£ný kore¬, lebo
prípadný ¤al²í δ by musel sp¨¬a´ δ = βj a sú£asne γ − cδ = αi pre nejaké i, j, £o
je v spore s vo©bou c. Ak h(t) je minimálny polynóm pre β nad Q (γ), tak h | q a
h | r. Z toho, ºe nad C majú q a r len jeden spolo£ný kore¬ vyplýva, ºe st(h) = 1.
Teda h(t) = t + µ pre µ ∈ Q (γ) a h(β) = β + µ = 0. Vidíme, ºe β = −µ a teda
patrí do Q (γ). Tým sme ukázali druhú inklúziu. Teraz ak K= Q (α1, α2, . . . , αn),
tak K= Q (α1 + c1α2, α3, . . . , αn) = Q (α1 + c1α2 + c2α3, α4, . . . , αn) = . . . =
= Q (α1 + c1α2 + . . .+ cn−1αn) = Q (θ).

Príklad. Nájdime vyjadrenie Q
(√

2, 3
√

5
)
ako Q (θ).

Máme α1 =
√

2, α2 = −
√

2, β1 = 3
√

5, β2 = ω 3
√

5, β3 = ω2 3
√

5, kde ω = −1+
√
−3

2 je
komplexná tretia odmocnina z jednej. Sta£í nám zvoli´ c = 1, lebo αi + βj nie je
reálne £íslo v ºiadnom z prípadov pre i = 1, 2, j = 2, 3 a α1 + β1 reálne je. Teda
θ =

√
2 + 3
√

5 a Q
(√

2, 3
√

5
)

= Q
(√

2 + 3
√

5
)
, no v²etkých vyjadrení je nekone£ne

ve©a, lebo napríklad Q (θ) = Q(−θ) = Q(θ + 1) = Q( θ3 ) = . . .

2.2 Konjugované prvky, diskriminanty

Tvrdenie 2.3. Nech K = Q(θ) je £íselné pole stup¬a n. Potom existuje práve n
vnorení σi : K → C a prvky σi(θ) = θi sú korene minimálneho polynómu pre θ nad
Q.

Dôkaz. Nech θ1, θ2, . . . , θn sú korene minimálneho polynómu p pre θ. Pod©a
dôsledku 1.5 sú v²etky navzájom rôzne a p je ich minimálny polynóm, lebo p(θi) = 0
a p je ireducibilný. Ke¤ºe Q(θ) ∼= Q [x] / (p(x)) ∼= Q(θi), dostávame n rôznych
izomor�zmov σi : Q(θ) → Q(θi) takých, ºe σi(θ) = θi. Ak σ je nejaké vnorenie
Q(θ)→ C, tak je to identita na Q a musí plati´ 0 = σ(0) = σ(p(θ)) = p(σ(θ)). Teda
σ(θ) = θi pre nejaké i a σi, i = 1 . . . n sú v²etky vnorenia.

Sná¤ neza²kodí podotknú´, ºe medzi spomínanými vnoreniami sa vºdy nachádza
aj identita na Q(θ).

Zobrazenia z predchádzajúcej vety vyuºijeme na nasledovné de�nície:
Pre α ∈ Q(θ) de�nujme po©ný polynóm (�eld polynomial v angli£tine) ako fα(t) =∏n
i=1(t − σi(α)). Prvky σi(α) budeme nazýva´ K-konjugované prvky k α. Tieto

prvky ale vo v²eobecnosti nemusia patri´ do K. Napríklad pre K = Q( 4
√

2) ⊆ R
sú ku 4

√
2 konjugované prvky 4

√
2, i 4
√

2,− 4
√

2,−i 4
√

2, pri£om dva z nich nie sú reálne,
teda nepatria do K.

Tvrdenie 2.4. Koe�cienty po©ného polynómu sú racionálne £ísla.

Dôkaz. Ak α ∈ Q(θ), tak sa dá práve jedným spôsobom vyjadri´ pomocou bázy{
1, θ, θ2, . . . , θn−1

}
ako α = a0 + a1θ + . . . + an−1θ

n−1 = r(θ), ai ∈ Q. Po©ný
polynóm je potom tvaru fα(t) =

∏n
i=1(t − σi(r(θ))) =

∏n
i=1(t − r(θi)). Jeho ko-

e�cienty sú symetrické polynómy v r(θ1), . . . , r(θn) (tzv. Viètove vz´ahy) a teda
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aj symetrické polynómy v θ1, . . . , θn, ktoré sú kore¬mi minimálneho polynómu pre
θ, ktorý má koe�cienty v Q. Teda pod©a dôsledku 1.12 patria koe�cienty fα(t) do Q.

Tvrdenie 2.5. (a) Po©ný polynóm fα je mocninou minimálneho polynómu pα.
(b) K-konjugované prvky k α sú korene jeho minimálneho polynómu, kaºdý s ná-
sobnos´ou n

m , kde m = st(pα) je delite© n.
(c) α ∈ Q práve vtedy, ke¤ v²etky K-konjugované prvky k α sa rovnajú.
(d) Q(α) = Q(θ) práve vtedy, ke¤ v²etky K-konjugované prvky k α sú rôzne.

Dôkaz. (a) Minimálny polynóm pα je ireducibilný, fα(α) = 0 a teda pα | fα.
Toto môºeme zapísa´ aj ako fα = psαh pre nejaké s ∈ N, kde pα a h sú navzájom
nesúdelite©né monické polynómy. Chceme ukáza´, ºe h = 1. Ak by to tak nebolo,
a teda st(h) ≥ 1, tak existuje nejaké αi = σi(α), ºe h(αi) = 0. Opä´ ozna£me
α = r(θ) a teda αi = r(θi). Vezmime polynóm g(t) = h(r(t)). Potom g(θi) =
h(r(θi)) = h(αi) = 0. Z toho vyplýva, ºe minimálny polynóm pre θi (a teda aj pre
θ) delí g. Potom g(θ) = 0, g(θ) = h(r(θ)) = h(α) = 0. α je zrejme kore¬om oboch
polynómov, pα aj h, £o je v spore s tým, ºe sú nesúdelite©né. Teda skuto£ne h = 1
a po©ný polynóm je mocninou minimálneho polynómu.
(b) Priamy dôsledok tvrdenia (a) a de�nície po©ného polynómu.
(c) Ak α ∈ Q, tak ke¤ºe σi sú vnorenia, σi(α) = α ∈ Q. Na druhú stranu, ak
v²etky K-konjugované prvky k α sa rovnajú, tak fα(t) = (t − α)n a z ireducibility
minimálneho polynómu máme pα = (t− α) a teda α ∈ Q.
(d) Q(α) = Q(θ) práve vtedy, ke¤ minimálny polynóm pre α je stup¬a n, £o je práve
vtedy, ke¤ fα = pα, £o je práve vtedy, ke¤ v²etky prvky σi(α) sú navzájom rôzne.

Teraz si zade�nujeme ¤a©²í pojem: Pre mnoºinu {α1, α2, . . . , αn} ako bázu K =
Q (θ) vektorového priestoru nad Q nazveme £íslo ∆ [α1, α2, . . . , αn] = (det (σi(αj)))2

diskriminant tejto bázy. Pri prechode od bázy {α1, α2, . . . , αn} k báze {β1, β2, . . . , βn}
pomocou matice prechodu (cjk), teda βk =

∑n
j=1 cjkαj pre k = 1 . . . n, cjk ∈ Q,

det(cjk) 6= 0 dostávame ∆ [β1, β2, . . . , βn] = (det (σi(βk)))2 = (det(σi(
∑n
j=1 cjkαj)))

2 =
(det(

∑n
j=1 σi(cjk)σi(αj)))2 = (det(

∑n
j=1 cjkσi(αj)))

2 =
(det(cjk)det(σi(αj)))2 = (det(cjk))2∆ [α1, α2, . . . , αn] .

Tvrdenie 2.6. Diskriminant ©ubovo©nej bázy pre K = Q(θ) je nenulové racionálne
£íslo. Ak sú v²etky K-konjugované prvky k θ reálne, tak diskriminant ©ubovo©nej
bázy je kladný.

Dôkaz. Vezmime si bázu
{

1, θ, θ2, . . . , θn−1
}
. Jej diskriminant je

∆
[
1, θ, θ2, . . . , θn−1

]
= (det(σi(θj)))2 = (det(θji ))

2. Dostávame druhú mocninu tzv.
Vandermondovho determinantu, ktorý má hodnotu det(θji ) =

∏
1≤i<j≤n(ti − tj) a

jeho druhá mocnina je symetrický polynóm v θ1, θ2, . . . , θn. Pod©a dôsledku 1.12 po-
tom diskriminant patrí do Q a ke¤ºe θ1, θ2, . . . , θn sú navzájom rôzne, je nenulový.
Diskriminant ©ubovo©nej bázy sa dá vyjadri´ ako (det(cjk))2∆

[
1, θ, θ2, . . . , θn−1

]
,

pri£om obidva £initele sú nenulové racionálne £ísla, teda aj ich sú£in je taký. Navy²e,
ak sú v²etky K-konjugované prvky k θ reálne, tak ∆

[
1, θ, θ2, . . . , θn−1

]
je druhá

mocnina nenulového reálneho £ísla, teda kladné reálne £íslo, £o spolu s tým, ºe
(det(cjk))2 je kladné, dáva poºadovaný výsledok.
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2.3 Algebraické celé £ísla

Ako sme nazna£ili uº v úvode, dôleºitú úlohu budú pre nás neskôr hra´ algebraické
celé £ísla. Algebraické celé £íslo je také α ∈ C, ktoré sp¨¬a monický polynóm s
koe�cientami zo Z. Teda αn + an−1α

n−1 + . . . + a0 = 0, kde ai ∈ Z pre v²etky i.
Napríklad, α =

√
−2 je algebraické celé £íslo, lebo α2 + 2 = 0. β = 1+

√
5

2 je tieº
algebraické celé £íslo, lebo β2 − β − 1 = 0. No γ = 3

2 celé nie je. Polynóm 2t − 3
nie je monický a t− 3

2 nemá koe�cienty zo Z. Na rozhodnutie, £i nejaké algebraické
£íslo je celé alebo nie, nám môºe poslúºi´ lema:

Lema 2.7. Algebraické £íslo α je celé práve vtedy, ke¤ jeho minimálny polynóm
nad Q má koe�cienty zo Z.

Dôkaz. Nech p je minimálny polynóm pre α nad Q. Ak má koe�cienty zo Z,
tak α je z de�nície celé £íslo (minimálny polynóm je monický). Na druhú stranu, ak
α je algebraické celé £íslo, tak existuje monický polynóm q ∈ Z [t] taký, ºe q(α) = 0.
Zrejme p | q. Z Gaussovej lemy dostávame, ºe nejaký λ-násobok p patrí do Z [t] a
delí q a ke¤ºe p aj q sú monické, máme λ = 1.

V záujme jednoduch²ieho vyjadrovania budeme na miestach, kde by nemalo prís´
k nedorozumeniu, pouºíva´ krat²í výraz �celé £íslo� a myslie´ pod tým �algebraické
celé £íslo�. Prvky okruhu Z budeme výhradne ozna£ova´ ako �racionálne celé £ísla�.

Nech teraz B je mnoºina v²etkých algebraických celých £ísel. K tomu, aby sme
ukázali, ºe B tvorí podokruh A, nám pomôºe tvrdenie:

Lema 2.8. �íslo α je algebraické celé £íslo práve vtedy, ke¤ aditívna grupa gen-
erovaná v²etkými mocninami 1, α, α2, . . . je kone£ne generovaná.

Dôkaz. Ak α je celé £íslo, tak sp¨¬a nejaký polynóm αn+an−1α
n−1 + . . .+a0 = 0,

kde ai ∈ Z pre v²etky i. Nech Γ je aditívna grupa generovaná 1, α, α2, . . . , αn−1.
Potom aj αn = −an−1α

n−1− . . .− a0 patrí do Γ. Ak pre v²etky m ≤ n αm patrí do
Γ, tak aj αm+1 = αm+1−nαn = αm+1−n(−an−1α

n−1 − . . . − a0) patrí do Γ. Teda
kaºdá mocnina α patrí do kone£ne generovanej grupy Γ. Predpokladajme teraz, ºe
v²etky mocniny α patria do nejakej kone£ne generovanej grupy G. Potom aj jej pod-
grupa

(
1, α, α2, . . .

)
generovaná práve v²etkými mocninami α je kone£ne generovaná,

s generátormi v1, v2, . . . , vn.. Tieto generátory sa dajú vyjadri´ ako kombinácie moc-
nín α, teda sú to polynómy v α s celo£íselnými koe�cientami. Prvok αvi je tieº
taký polynóm a dá sa vyjadri´ pomocou generátorov ako αvi =

∑n
j=1 bijvj , bij ∈ Z,

i = 1 . . . n. Dostávame systém rovníc
b11 − α b12 . . . b1n 0
b21 b22 − α . . . b2n 0
. . . . . . . . . . . . 0
bn1 bn2 . . . bnn − α 0


v neznámych vi. V²imnime si, ºe determinant tejto sústavy je vlastne determinant
matice (bij −αI) a α je teda kore¬ charakteristického polynómu matice (bij). Tento
charakteristický polynóm má zrejme koe�cienty zo Z, teda α je celé £íslo.

Tvrdenie 2.9. Algebraické celé £ísla tvoria podokruh po©a algebraických £ísel.
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Dôkaz. Zrejme 0 ∈ B, teda B je neprázdna mnoºina. Potrebujeme e²te ukáza´
uzavretos´ na operácie a opa£né prvky. Nech teda α, β ∈ B. Pod©a lemy 2.8 moc-
niny α patria do kone£ne generovanej grupy Γα s generátormi v1, . . . , vn a podobne
mocniny β patria do Γβ s generátormi w1, . . . , wm. Vezmime grupu ΓαΓβ , gen-
erovanú v²etkými sú£inmi generátorov grúp Γα a Γβ , teda prvkami viwj , i = 1 . . . n,
j = 1 . . .m. Ak sa nám podarí ukáza´, ºe táto grupa je kone£ne generovaná a patria
do nej v²etky mocniny prvkov α+β a αβ, tak pod©a predchádzajúcej lemy a tvrde-
nia 1.16 budú α + β a αβ celé £ísla. Ukáza´, ºe ΓαΓβ je kone£ne generovaná nie je
´aºké; zade�novali sme ju ako grupu generovanú prvkami viwj , teda n.m prvkovou
mnoºinou. V grupe Γα vieme pomocou generátorov v1, . . . , vn vyjadri´ jednotku a
©ubovo©nú mocninu α, podobne v Γβ vieme pomocou w1, . . . , wm vyjadri´ jednotku
a ©ubovo©nú mocninu β. Teda pomocou mnoºiny viwj vieme vyjadri´ ©ubovo©ný
sú£in αkβl, kde k, l sú nezáporné celé £ísla. Ale mocniny prvkov α+ β a αβ vieme
s pouºitím binomickej vety napísa´ ako sú£ty prvkov tvaru αkβl, ktoré v²ak v²etky
patria do ΓαΓβ . Teda kaºdá mocnina α + β a αβ patrí do ΓαΓβ a α + β a αβ sú
celé £ísla. Nakoniec, ak α je celé £íslo, tak aj −α je celé £íslo, lebo sa dá napísa´ ako
sú£in dvoch celých £ísel (−1) a α a teda B je naozaj podokruh C.

Týmto tvrdením sme získali ¤a©²ie kritérium na rozhodnutie, £i je nejaké alge-
braické £íslo celé alebo nie. Napríklad môºme s istotou tvrdi´, ºe £ísla 4

√
7 + 11

√
11i

alebo 2 3
√
−5
√

10 sú celé, bez toho, aby sme museli h©ada´ ich minimálne polynómy.
Lema 2.8 v²ak v sebe e²te skrýva potenciál, ktorý by bola ²koda nevyuºi´.

Tvrdenie 2.10. Ak α ∈ C sp¨¬a monický polynóm s koe�cientami, ktoré sú alge-
braické celé £ísla, tak α je algebraické celé £íslo.

Dôkaz. Nech αn +ψn−1α
n−1 + . . .+ψ0 = 0, kde ψi ∈ B pre i = 1 . . . n− 1. Potom

pod©a lemy 2.8 pre kaºdé ψi existuje kone£ne generovaná grupa Γi s generátormi
γi1, γi2, . . . , γiki obsahujúca v²etky mocniny ψi. Ozna£me Θ aditívnu grupu gen-
erovanú prvkami 1, α, α2, . . . , αn−1. Vytvorme teraz grupu Γ = Γ1Γ2 . . .Γn−1Θ, teda
grupu generovanú v²etkými sú£inmi generátorov grúp Γi a istých mocnín α. For-
málne môºme generátory grupy Γ zapísa´ ako mnoºinu prvkov γ1j1γ2j2 . . . γn−1jn−1α

m,
kde ji = 1 . . . ki a m = 0 . . . n−1. Z toho je vidie´, ºe Γ je kone£ne generovaná grupa;
po£et jej generátorov je (najviac) (n−1)

∏n−1
i=1 ki. Podobne ako v tvrdení 2.9, v¤aka

tomu, ako je Γ zade�novaná, patria do nej v²etky sú£iny tvaru ψe11 ψ
e2
2 . . . ψ

en−1
n−1 α

m,
kde ei sú nezáporné celé £ísla a m = 0 . . . n − 1. Ukáºeme, ºe v²etky mocniny
α patria do tejto kone£ne generovanej grupy Γ, teda α bude pod©a lemy 2.8 celé
£íslo. Prvky 1, α, α2, . . . , αn−1 do Γ zrejme patria. A αn do Γ patrí tieº, lebo
αn = −ψn−1α

n−1 − . . . − ψ0 a na pravej strane tejto rovnice sú prvky z Γ. Na
základe tohto pozorovania môºme tvrdi´, podobne ako v leme 2.8, ºe ak pre v²etky
k ≤ l αk patrí do Γ, tak aj αl+1 = αl+1−n(−ψn−1α

n−1 − . . .−ψ0) patrí do Γ. Teda
kaºdá mocnina α patrí do kone£ne generovanej aditívnej grupy Γ a α je celé £íslo.

Opä´ sa nám trochu roz²íril obzor, lebo napríklad môºme tvrdi´, ºe korene
polynómu t17 +

√
2t5 − 2it2 + 3

√
3 sú celé £ísla. Pravda, nevieme ako presne tieto

korene vyzerajú, vieme len, ºe sú to algebraické celé £ísla.
Zade�nujme si teraz mnoºinu OK = K ∩ B pre £íselné pole K. OK budeme

nazýva´ okruh celých £ísel v K. �ahko vidie´, ºe OK je naozaj okruh a Z ⊆ OK .
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Lema 2.11. Pre ©ubovo©né α ∈ K existuje nenulové c ∈ Z také, ºe cα ∈ OK .

Dôkaz. αn + an−1α
n−1 + . . . + a0 = 0 pre ai ∈ Q. Nech c je najmen²í spolo£ný

násobok menovate©ov ai. Zrejme c 6= 0. Po vynásobení rovnosti £íslom cn dostávame
cnαn+cnan−1α

n−1 + . . .+cna0 = 0, £o môºme prepísa´ ako (cα)n+an−1c(cα)n−1 +
. . .+ cna0 = 0, £o je monický polynóm s koe�cientami zo Z, teda cα patrí do OK .

Dôsledok 2.12. Ak K je £íselné pole, tak K = Q(θ) pre algebraické celé £íslo
θ.

Dôkaz. Sta£í pouºi´ tvrdenie 2.2 a predchádzajúcu lemu.

Ak θ je algebraické celé £íslo v K= Q(θ), tak zrejme θ patrí do OK . Spolu s
tým, ºe Z ⊆ OK a OK je okruh dostávame, ºe Z [θ] ⊆ OK . Vo v²eobecnosti v²ak
nemusí plati´ rovnos´; napríklad uº spomínané celé £íslo 1+

√
5

2 síce patrí do Q(
√

5),
ale nepatrí do Z

[√
5
]
. Problému, ako vyjadri´ OK trochu kraj²ie neº prienik dvoch

mnoºín, sa budeme venova´ v ¤a©²ej £asti.

Lema 2.13. Algebraické celé £íslo je racionálne práve vtedy, ke¤ patrí do Z. Inak
povedané, B ∩Q = Z.

Dôkaz. InklúziaB ∩Q ⊇ Z je zrejmá. Nech teraz α ∈ B ∩Q.Ke¤ºe α je racionálne,
jeho minimálny polynóm je t− α. A ke¤ºe je aj celé, koe�cienty jeho minimálneho
polynómu patria do Z. Teda α ∈ Z.

2.4 Integrálne bázy

Ako sme s©úbili a ako nazna£uje aj samotný názov, pozrieme sa teraz na ¤a©²í
dôleºitý pojem: integrálnu bázu. Integrálna báza pre K (alebo pre O) je taká
mnoºina α1, . . . , αs prvkov z O, ºe kaºdý prvok O sa pomocou nej dá jednozna£ne
vyjadri´ ako a1α1+. . .+asαs, kde ai ∈ Z. Z lemy 2.11 dostávame, ºe kaºdá integrálna
báza je zárove¬ aj bázou K ako vektorového priestoru nad Q, teda s = [K : Q] .

De�níciu máme vyslovenú, zostáva v²ak ukáza´, ºe integrálne bázy vôbec exis-
tujú.

Lema 2.14. Ak α1, . . . , αn je báza K a kaºdé αi je algebraické celé £íslo, tak
jej diskriminant je nenulové £íslo zo Z.

Dôkaz. Pod©a lemy 2.6 vieme, ºe diskriminant ©ubovo©nej bázy je racionálne
nenulové £íslo. Ke¤ºe v²etky αi sú celé £ísla, aj diskriminant je celé £íslo. Teda
pod©a lemy 2.13 patrí do Z.

Tvrdenie 2.15. Kaºdé £íselné pole K má integrálnu bázu. (OK ,+) je vo©ná
komutatívna grupa ranku n, kde n je stupe¬ K.

Dôkaz. Spomedzi v²etkých báz K ako vektorového priestoru nad Q, ktorých prvky
sú celé £ísla vezmime tú, ktorá má najmen²iu hodnotu diskriminantu v absolútnej
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hodnote, teda |∆ [ω1, . . . , ωn]| je minimálna. Takáto báza existuje; existuje totiº
aspo¬ jedna báza z celých £ísel (napríklad pre vyjadrenie K = Q (θ) , kde θ je
celé £íslo je ¬ou mnoºina

{
1, θ, θ2, . . . , θn−1

}
) a absolútne hodnoty diskriminantov

sú prirodzené £ísla, ktoré sú zospodu ohrani£ené nulou; teda ur£ite existuje báza
z celých £ísel s najmen²ím diskriminantom. Tvrdíme, ºe takto vybraná mnoºina
{ω1, . . . , ωn} je integrálna báza. Ak by to tak nebolo, tak existuje nejaké celé £íslo
α z OK také, ºe α = a1ω1 + . . . + anωn, kde ai ∈ Q, ale nie v²etky ai patria do Z.
Preusporiadajme si prvky ω1, . . . , ωn tak, ºe a1 /∈ Z. Potom a1 = a+ r, kde a ∈ Z a
0 < r < 1. Zvo©me si novú bázu: {α− aω1, ω2, . . . , ωn} . Prvky tejto bázy sú opä´
celé £ísla a matica prechodu od bázy {ω1, . . . , ωn} k báze {α− aω1, ω2, . . . , ωn} je

a1 − a a2 a3 . . . an
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1


Jej determinant je r a teda ∆ [α− aω1, ω2, . . . , ωn] = r2∆ [ω1, . . . , ωn] . Lenºe 0 <
r < 1 a dostávame spor s tým, ºe |∆ [ω1, . . . , ωn]| bola minimálna. Dokázali sme,
ºe {ω1, . . . , ωn} naozaj je integrálna báza a (OK ,+) potom je vo©ná komutatívna
grupa ranku n.

Integrálne bázy teda existujú; otázne v²ak je, ako ich h©ada´. Videli sme, ºe
báza

{
1,
√

5
}
pre Q(

√
5) nie je integrálna. Odpove¤ pre tento konkrétny prípad

a mnohé ¤a©²ie nám môºe da´ nasledujúce tvrdenie, ktorému predchádza de�ní-
cia: Racionálne celé £íslo k nazveme £íslo bez kvadratických delite©ov, ak neexistuje
prvo£íslo, ktorého druhá mocnina by delila k. Napríklad kaºdé prvo£íslo je bez
kvadratických delite©ov, ale aj £ísla 6 alebo 15 sú také.

Tvrdenie 2.16. Nech {α1, . . . , αn} , αi ∈ OK je báza K. Ak ∆ [α1, . . . , αn] je
bez kvadratických delite©ov, tak {α1, . . . , αn} je integrálna báza.

Dôkaz. Nech {β1, . . . , βn} je ©ubovo©ná integrálna báza. Od nej môºeme prejs´ k
báze {α1, . . . , αn} pomocou matice prechodu (cij) a ∆ [α1, . . . , αn] = (det(cij))2∆ [β1, . . . , βn].
Pretoºe ∆ [α1, . . . , αn] je bez kvadratických delite©ov, máme det(cij) = ±1 a (cij)
je potom unimodulárna matica. Pod©a tvrdenia 1.13 je potom {α1, . . . , αn} báza
vo©nej aditívnej grupy OK , teda integrálna báza K.

Vrá´me sa teraz k £íselnému po©u Q(
√

5). Vieme, ºe
{

1, 1+
√

5
2

}
je báza pozostá-

vajúca z celých £ísel; vypo£ítajme teda jej diskriminant.∣∣∣∣∣ 1 1+
√

5
2

1 1−
√

5
2

∣∣∣∣∣
2

= 5

5 je £íslo bez kvadratických delite©ov, teda
{

1, 1+
√

5
2

}
je integrálna báza Q(

√
5).

V tvrdení 2.16 sme videli, ºe v²etky integrálne bázy K majú rovnaký diskrimi-
nant. Preto si môºme dovoli´ nazva´ túto spolo£nú hodnotu diskriminant £íselného
po©a K.
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2.5 Norma, stopa

V tejto £asti si vytvoríme nástroje, ktoré sa nám budú neskôr ve©mi hodi´ pri
rozhodovaní o vlastnostiach algebraických £ísel. Ako uº názov napovedá, budú to
norma a stopa prvku. Ke¤ σ1, . . . , σn sú vnorenia z K do C, tak normou prvku α z
K nazveme £íslo NK(α) =

∏n
i=1 σi(α) a stopou prvku α £íslo TK(α) =

∑n
i=1 σi(α).

Pojmy normy a stopy konkrétneho prvku sa vºdy viaºu k danému £íselnému po©u a
ich hodnota môºe by´ pre rovnaký prvok, ale rôzne £íselné polia, rôzna.

Z predchádzajúcich £astí vieme, ºe po©ný polynóm pre α, ako mocnina minimál-
neho polynómu pre α má koe�cienty zo Z práve vtedy, ke¤ α je algebraické celé
£íslo. A ke¤ºe N(α) je (po prípadnom prenásobení −1) absolútny £len po©ného
polynómu a T (α) je mínus koe�cient pri tn−1, dostávame, ºe norma a stopa alge-
braického celého £ísla sú prvky Z. Toto je pre nás ve©mi dôleºité pozorovanie, ktoré
nám umoºní previes´ niektoré otázky týkajúce sa algebraických celých £ísel do re£i
racionálnych celých £ísel, kde sa nám bude ove©a ©ah²ie h©ada´ odpove¤.

Z toho, ºe σi sú homomor�zmy dostávame, ºe N(αβ) = N(α)N(β) a pre p, q ∈ Q
T (pα+ qβ) = pT (α) + qT (β). Zrejme N(α) 6= 0 pre α 6= 0.

Vezmime si jednoduchý príklad: Pre Q(
√
−5) máme σ1(a+ b

√
−5) = a+ b

√
−5

a σ2(a+ b
√
−5) = a− b

√
−5. Teda N(a+ b

√
−5) = a2 + 5b2 a T (a+ b

√
−5) = 2a.

Tvrdenie 2.17. Nech K = Q(θ) je £íselné pole a θ má minimálny polynóm p
stup¬a n. Potom báza

{
1, θ, θ2, . . . , θn−1

}
má diskriminant ∆

[
1, θ, θ2, . . . , θn−1

]
=

(−1)
n(n−1)

2 N(Dp(θ)), kde Dp je derivácia polynómu p.

Dôkaz. Vieme, ºe ∆
[
1, θ, θ2, . . . , θn−1

]
=
∏

1≤i<j≤n(θi − θj)2, kde θi sú K-
konjugované prvky k θ. Pomocou nich vyjadrime p(t) =

∏n
i=1(t−θi). Po zderivovaní

dostávame Dp(t) =
∑n
j=1

∏n
i=1, i 6=j(t− θi) a konkrétne Dp(θj) =

∏n
i=1, i 6=j(θj − θi).

Ke¤ teraz vynásobíme v²etky tieto rovnice pre j = 1 . . . n, dostaneme
∏n
j=1Dp(θj) =∏n

i,j=1 i6=j(θj − θi). �avá strana je N(Dp(θ)). Na pravej strane máme pre i < j

£initele (θi − θj) aj (θj − θi), ktorých sú£in môºme zapísa´ ako (−1)(θi − θj)2.

Rôznych dvojíc i, j, 1 ≤ i < j ≤ n je
(
n
2

)
= n(n−1)

2 , teda pravá strana je rovná

(−1)
n(n−1)

2
∏

1≤i<j≤n(θi − θj)2 = (−1)
n(n−1)

2 ∆
[
1, θ, θ2, . . . , θn−1

]
.

Tvrdenie 2.18. Ak {α1, . . . , αn} je báza K, tak ∆ [α1, . . . , αn] = det(T (αiαj)).

Dôkaz. Ozna£me A =


σ1(α1) σ1(α2) . . . σ1(αn)
σ2(α1) σ2(α2) . . . σ2(αn)
. . . . . . . . . . . .

σn(α1) σn(α2) . . . σn(αn)


∆ [α1, . . . , αn] = (det(σi(αj)))2 = (det(σi(αj)))(det(σj(αi))) = det(A)det(AT ) =

= det(AAT ) = det(
∑n
r=1 σr(αi)σr(αj)) = det(

∑n
r=1 σr(αiαj)) = det(T (αiαj)).

2.6 Okruhy celých £ísel

V predchádzajúcom texte sme dokázali tvrdenie, ºe ak diskriminant nejakej bázy
£íselného po©a zloºenej z celých £ísel je bez kvadratických delite©ov, tak táto báza
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je integrálna. �o v²ak v prípade, ak tento diskriminant nie je bez kvadratických
delite©ov? Kaºdopádne to neznamená, ºe daná báza nie je integrálna, ako uvidíme
v ¤al²ej kapitole. Ale potom o danej báze, aj ke¤ tu²íme alebo vieme, ºe je inte-
grálna, nevieme túto skuto£nos´ dokáza´. V tejto £asti preto uvedieme postup, ako
integrálne bázy h©ada´ aj pre v²eobecnej²ie situácie. Pomôºe nám k tomu tvrdenie:

Tvrdenie 2.19. Nech G je aditívna podgrupa O ranku n, kde n je stupe¬ K
a nech {α1, . . . , αn} je Z−báza G. Potom |O/G|2 delí ∆ [α1, . . . , αn] .

Dôkaz. Pod©a tvrdenia 1.14 existuje Z−báza {β1, . . . , βn} O taká, ºe {µ1β1, . . . , µnβn}
je Z−báza G pre nejaké µi ∈ Z. Potom ∆ [α1, . . . , αn] = ∆ [µ1β1, . . . , µnβn] , lebo
obe sú Z−bázy G. Lenºe ∆ [µ1β1, . . . , µnβn] = µ2

1 . . . µ
2
n∆ [β1, . . . , βn] = µ2

1 . . . µ
2
n∆,

£o je racionálne celé £íslo. Z tvrdenia 1.15 vieme, ke¤ºe {µ1β1, . . . , µnβn} je báza
G, ºe |O/G| = µ1 . . . µn. Teda ∆ [α1, . . . , αn] = |O/G|2 ∆ a tvrdenie platí.

Tvrdenie 2.20. Nech G je podgrupa O so Z−bázou {α1, . . . , αn} a G 6= O. Potom
existuje celé £íslo tvaru 1

p (λ1α1 + . . .+λnαn), kde 0 ≤ λi ≤ p− 1, λi ∈ Z a p je také
prvo£íslo, ºe p2 delí ∆ [α1, . . . , αn] .

Dôkaz. Ak G 6= O, tak |O/G| > 1 a existuje prvo£íslo p deliace |O/G|. Po-
tom existuje prvok u ∈ O/G taký, ºe pu = g patrí do G. Toto u je zrejme celé £íslo,
lebo patrí do O. Pod©a predchádzajúceho tvrdenia |O/G|2 delí ∆ [α1, . . . , αn], teda
aj p2 delí ∆ [α1, . . . , αn] . A u má potom vyjadrenie u = 1

pg = 1
p (λ1α1 + . . .+λnαn),

pre nejaké λi ∈ Z, lebo pomocou Z−bázy {α1, . . . , αn} vieme vyjadri´ kaºdý prvok
G. Nakoniec, ak 1

p (λ1α1 +. . .+λnαn) je celé £íslo, tak aj 1
p (λ1α1 +. . .+λnαn)−αi =

1
p (λ1α1 + . . .+ (λi − p)αi + . . .+ λnαn) je celé £íslo, teda naozaj existuje celé £íslo
tvaru 1

p (λ̄1α1 + . . .+ λ̄nαn), kde pre kaºdé λ̄i platí 0 ≤ λ̄i ≤ p− 1.

Tvrdenie 2.16 je ²peciálnym prípadom práve dokázaného tvrdenia; ak je diskrim-
inant nejakej Z−bázy grupy G bez kvadratických delite©ov, tak zrejme neexistuje
prvo£íslo deliace tento diskriminant v druhej mocnine a teda G = O.

Získali sme teda akýsi návod, ako h©ada´ integrálne bázy £íselných polí:
1. Zvolíme si nejakú za£iato£nú mnoºinu, o ktorej predpokladáme, ºe je integrálnou
bázou.
2. Vypo£ítame jej diskriminant a ke¤ je bez kvadratických delite©ov, tak máme
integrálnu bázu nájdenú.
3. Ak diskriminant nie je bez kvadratických delite©ov, tak pre kaºdé prvo£íslo p
deliace tento diskriminant preskúmame £ísla tvaru, o akom sa hovorí v tvrdení. Ak
ºiadne z nich nie je celé £íslo, tak máme integrálnu bázu.
4. Ak niektoré z nich celé £íslo je, tak ho pridáme do na²ej mnoºiny, diskriminant
vydelíme £íslom p2 a pokra£ujeme krokom 2.

Tento �algoritmus� v²ak nie je ve©mi efektívny a univerzálne pouºite©ný, lebo
jednak treba nájs´ prvo£íslo p, ktoré v druhej mocnine delí diskriminant, a potom,
ak je £íselné pole stup¬a n, treba preskúma´ pn prvkov. Preto budeme h©ada´ inte-
grálne bázy len £íselných polí s malým diskrimantom a malého stup¬a.

Príklad 2.21. Nájdime integrálnu bázu po©a K = Q
(

3
√

5
)
.
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Ozna£me θ = 3
√

5 a pre za£iatok si zvo©me ako kandidáta na integrálnu bázu mnoºinu{
1, 3
√

5, 3
√

25
}
. Potrebujeme vypo£íta´ diskriminant tejto bázy. Mohli by sme ho zis-

ti´ priamo z de�nície, teda ako determinant akejsi matice, no ke¤ºe táto mnoºina je
tvaru

{
1, θ, θ2

}
, môºme vyuºi´ tvrdenie 2.17. (Samozrejme, vypo£íta´ determinant

matice 3× 3 nie je ni£ zloºité, ale ke¤ máme moºnos´ u©ah£i´ si prácu, tak pre£o ju
nevyuºi´.) Minimálny polynóm prvku 3

√
5 je t3 − 5, jeho derivácia je 3t2, stupe¬ K

je 3 a vnorenia z K do C sú popísané obrazmi σi(
3
√

5) = ωi 3
√

5, kde ω = −1+
√
−3

2

je komplexná tretia odmocnina z jednej. Teda diskriminant ∆
[
1, 3
√

5, 3
√

25
]

=
(−1)

3.2
2 N(3. 3

√
25) = (−1).33.N( 3

√
25) = −3352. (�itate© si môºe pre overenie vypo£í-

ta´ diskriminant z de�nície, teda ako determinant

∣∣∣∣∣∣
1 3

√
5 3

√
25

1 ω 3
√

5 ω2 3
√

25
1 ω2 3

√
5 ω 3

√
25

∣∣∣∣∣∣
2

.) Preskú-

majme prípad p = 5. Ak α = 1
5 (λ1 + λ2θ + λ3θ

2) je celé £íslo, tak jeho stopa a
norma patria do Z. Lenºe T (α) = 3. 15λ1 ∈ Z, teda λ1 musí by´ nula. Po krat²om
výpo£te sa dá ukáza´, ºe norma prvku λ2θ + λ3θ

2 je 5λ3
2 + 25λ3

3. Toto £íslo musí
by´ kongruentné 0 mod 125, ak α′ = λ2θ + λ3θ

2 je celé £íslo. Teda 5λ3
2 + 25λ3

3 = 0
mod 125. Táto kongruencia musí plati´ aj modulo 25, teda 5λ3

2 = 0 mod 25. To ale
znamená, ºe λ3

2 = 0 mod 5, teda λ2 = 0 mod 5 a λ2 = 0. Následne v²ak 25λ3
3 = 0

mod 125, teda opä´ λ3
3 = 0 mod 5 a λ3 = 0. �iadne nenulové celé £íslo v OK tvaru

1
5 (λ1 + λ2θ + λ3θ

2) teda neexistuje. Prípad p = 3 je zloºitej²í, lebo výpo£et stopy
nám nepomôºe. Totiº T ( 1

3 (λ1 +λ2θ+λ3θ
2)) = 3. 13λ1 = λ1 ∈ Z. Norma v²eobecného

prvku λ1 + λ2θ + λ3θ
2 je λ3

1 + 5λ3
2 + 25λ3

3 − 15λ1λ2λ3, £o musí by´ kongruentné 0
mod 27. Modulo 3 dostaneme λ3

1 − λ3
2 + λ3

3 = 0 mod 3, teda jedna z lámbd musí
by´ nulová. Tým sme dostali kongruenciu λ3

1 + 5λ3
2 + 25λ3

3 = 0 mod 27. Je vidie´,
ºe ak by boli aspo¬ dve lambdy nulové, musí by´ nulová aj tretia. No teraz nám
nezostáva iné, ako vyskú²a´ v²etky moºnosti; poloºi´ niektoré λi rovné nule, zvy²né
dve môºu nadobúda´ hodnoty 1 alebo 2 a potom sa pozrie´, £i je splnená daná kon-
gruencia. Po ©ahkom overení týchto dvanástich moºností zistíme, ºe splnená nie je
a teda

{
1, 3
√

5, 3
√

25
}
je integrálna báza Q

(
3
√

5
)
.

Príklad 2.22. Nájdime integrálnu bázu K = Q( 3
√

175) a dokáºme, ºe neexis-
tuje integrálna báza tvaru

{
1, θ, θ2

}
.

Najprv si v²imnime, ºe 175 = 52.7 a
(

3
√

52.7
)2

=
3√

5.72

5 . Ozna£me t = 3
√

175,

u = 3
√

245. Potom u = 3
√

5.72 = 3
√

245 je celé £íslo patriace do K a preto si
zvo©me za kandidáta na integrálnu bázu mnoºinu

{
1, 3
√

175, 3
√

245
}
. Táto báza nie je

tvaru
{

1, θ, θ2
}
, teda tvrdenie 2.17 nám k vypo£ítaniu jej diskriminantu nepomôºe.

Vyuºime preto tvrdenie 2.18 a fakt, ºe stopa prvku neobsahujúceho �£isto racionálny�
£len je nulová, lebo T (a + bt + cu) = 3a. Diskriminant bázy

{
1, 3
√

175, 3
√

245
}
je

potom determinant matice

 3 0 0
0 0 3.5.7
0 3.5.7 0

 , £o je −325272. Preskúmajme prí-

pad p = 5. Podobne ako v predchádzajúcom príklade pomocou stopy zistíme, ºe v
h©adanom celom £ísle 1

5 (λ1 + λ2t + λ3u) je λ1 nulové. Pomocou normy dostaneme
kongruenciu 175λ3

2+245λ3
3 = 0 mod 125, teda 35λ3

2+49λ3
3 = 0 mod 25. Toto prepí²me

ako 10λ3
2−λ3

3 = 0 mod 25. Ak λ2 je nulové, tak aj λ3 musí by´ nulové. Môºme preto

predpoklada´, ºe λ2 je nenulové a písa´ 10 =
(
λ3
λ2

)3

mod 25. To znamená, ºe 10 je
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kubický zvy²ok mod 25; lenºe potom 10 = (5k)3 mod 25, teda 10 = 0 mod 25, £o je
zrejme nepravda. Prípad p = 7 sa dá vyrie²i´ analogickým postupom. Ostala nám
teda len posledná moºnos´, p = 3. Opä´ nám stopa nepomôºe a musíme sa pozrie´
na normu prvku λ1 + λ2t + λ3u, ktorá je tvaru λ3

1 + 175λ3
2 + 245λ3

3 − 105λ1λ2λ3.
Modulo 3 dostaneme kongruenciu λ3

1 + λ3
2 − λ3

3 = 0 mod 3, teda niektoré lambda je
nulové a tak ako v predchádzajúcom príklade nám zostalo overi´ dvanás´ moºností
pre kongruenciu λ3

1 + 175λ3
2 + 245λ3

3 = λ3
1 + 13λ3

2 + 2λ3
3 = 0 mod 27. �iadne nové

celé £ísla v²ak nevzniknú a teda
{

1, 3
√

175, 3
√

245
}
je integrálna báza K.

Teraz ukáºeme, ºe neexistuje ºiadna integrálna báza tvaru
{

1, θ, θ2
}
. Najprv si

v²imnime, ºe ak mnoºina
{

1, θ, θ2
}
je integrálna báza, tak aj

{
1, θ + 1, (θ + 1)2

}
je integrálna báza a môºme preto predpoklada´, ºe θ = bt + cu, b, c ∈ Z. Ak by
mnoºina

{
1, bt+ cu, (bt+ cu)2

}
bola integrálnou bázou Q( 3

√
175), tak matica pre-

chodu od {1, t, u} k
{

1, bt+ cu, (bt+ cu)2
}
musí by´ unimodulárna, teda musí ma´

determinant rovný ±1. Táto matica je

 1 0 0
0 b c

70bc 7c2 5b2

 a jej determinant je

5b3 − 7c3. Modulo 7 rovnica 5b3 − 7c3 = ±1 prejde do tvaru 5b3 = ±1 mod 7,
teda b3 = ±3 mod 7, £o sa v²ak preskúmaním v²etkých moºností pre b ukáºe ako
nemoºné. Teda ºiadna integrálna báza tvaru

{
1, θ, θ2

}
pre Q( 3

√
175) neexistuje.

Príklad 2.23. Nájdime integrálnu bázu Q(
√

2, i).

Zvo©me si ako kandidáta na integrálnu bázu mnoºinu
{

1,
√

2, i,
√

2i
}
. Diskriminant

tejto bázy vypo£ítame opä´ s pomocou tvrdenia 2.18. Podobne ako v predchádza-
júcom príklade je stopa prvku neobsahujúceho �£isto racionálny� £len nulová; na²a
matica preto bude obsahova´ ve©a nulových prvkov a jej determinant vypo£ítame

©ahko. Vlastne, vyzerá takto:


4 0 0 0
0 4.2 0 0
0 0 4.(−1) 0
0 0 0 4.(−2)

. Diskriminant tejto

matice je 210, musíme teda preskúma´ prípad p = 2. Predpis pre normu prvku
a+ b

√
2 + ci+ d

√
2i je (a2 − c2 − 2b2 + 2d2)2 + 4(ac− 2bd)2. Ke¤ºe a, b, c, d môºu

nadobúda´ len hodnoty 0 a 1, môºme vyskú²a´ v²etkých 16 moºností a overova´, £i
nie je (a2− c2− 2b2 + 2d2)2 + 4(ac− 2bd)2 rovné 0 mod 16. Takáto situácia nastane
len pre a = b = c = d = 0 a a = c = 0, b = d = 1. Prvý prípad nie je zaujímavý,
v druhom v²ak vidíme, ºe prvok

√
2+
√

2i
2 má celo£íselnú normu, teda to môºe by´

celé £íslo. Samozrejme, ma´ celo£íselnú normu e²te nie je posta£ujúca podmienka
na to, aby dané £íslo bolo celé; ale je nutná. Ke¤ sa pozornej²ie zah©adíme na tento
prvok

√
2+
√

2i
2 , alebo ke¤ si vypo£ítame jeho minimálny polynóm, tak zistíme, ºe

√
2+
√

2i
2 je celé £íslo. Totiº,

(√
2+
√

2i
2

)2

= i a teda
√

2+
√

2i
2 sp¨¬a polynóm t4 +1 = 0.

Pridáme ho preto do na²ej mnoºiny
{

1,
√

2, i,
√

2i
}
. Musíme ju ale upravi´ tak, aby

mala ²tyri prvky; napríklad si v²imneme, ºe 2
√

2+
√

2i
2 =

√
2 +
√

2i a teda mnoºiny{
1,
√

2, i,
√

2i,
√

2+
√

2i
2

}
a
{

1,
√

2, i,
√

2+
√

2i
2

}
generujú tie isté grupy. Teraz pred-

chádzajúci postup zopakujeme: máme bázu
{

1,
√

2, i,
√

2+
√

2i
2

}
, jej diskriminant je
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210

22 = 28 a opä´ sa musíme pozrie´ na prípad p = 2. Av²ak v¤aka tomu, ºe sme v
predchádzajúcom kroku preskúmali v²etky moºnosti pre a, b, c, d môºme predpok-
lada´, ºe prípadné nové celé £íslo je tvaru 1

2 (a+b
√

2+ci+
√

2+
√

2i
2 ), teda ºe

√
2+
√

2i
2 sa

v ¬om vyskytuje s nenulovým koe�cientom. Opä´ musíme preskúma´ nieko©ko prí-
padov (tentokrát v²ak len osem) a overova´, £i (a2−c2−2(b+ 1

2 )2+ 1
2 )2+4(ac−(b+ 1

2 ))2

je celé £íslo delite©né ²estnástimi. Takýto prípad v²ak nenastane; ºiadne ¤al²ie celé
£ísla v Q(

√
2, i) teda neexistujú a

{
1,
√

2, i,
√

2+
√

2i
2

}
je integrálna báza.

2.7 Úlohy

1. Rozhodnite o nasledujúcich £íslach, £i sú algebraické. Ktoré z nich sú algebraické
celé £ísla?
(a) 355

113

(b) e
2πi
23

(c) e
πi
23

(d)
√

17 +
√

19
(e) 1+

√
17

2
√
−19

(f)
√

1 +
√

2 +
√

1−
√

2

2. Vyjadrite Q(
√

3, 3
√

5) ako Q(θ).

3. Nájdite v²etky vnorenia z Q( 3
√

7) do C.

4. Nech K = Q( 4
√

2). Nájdite v²etky vnorenia z K do C, minimálne polynómy
nad Q a po©né polynómy nad K pre prvky:
(a) 4
√

2
(b)
√

2
(c) 2
(d)
√

2 + 1

Rie²enia

1. (a) �íslo 355
113 sp¨¬a polynóm 113t − 355 ∈ Q [t] , teda je algebraické. Aby bolo

celé, musel by jeho minimálny polynóm by´ monický delite© polynómu 113t − 355
patriaci do Z [t] ; taký polynóm v²ak neexistuje a teda 355

113 nie je celé £íslo.
(b) Sp¨¬a polynóm t23 − 1 ∈ Z [t] , teda e

2πi
23 je celé (a teda aj algebraické) £íslo.

(c) Sp¨¬a polynóm t23 + 1 ∈ Z [t] , teda e
πi
23 je celé (a teda aj algebraické) £íslo.

(d) Obe £ísla,
√

17 aj
√

19 sú algebraické celé a ke¤ºe celé £ísla tvoria okruh, tak aj
ich sú£et je celé £íslo.
(e) 1+

√
17

2
√
−19

je algebraické £íslo, lebo algebraické £ísla tvoria pole a 1 +
√

17 aj 2
√
−19

do tohto po©a patria. Ak by v²ak bolo celé, tak po vynásobení celým £íslom 1−
√

17
by sme mali dosta´ opä´ celé £íslo. Lenºe 1+

√
17

2
√
−19

(1−
√

17) = −8√
−19

, £o celé £íslo nie

je, lebo jeho minimálny polynóm je t2 + 64
19 . Teda

1+
√

17
2
√
−19

nie je celé £íslo.

(f)
√

2 je celé £íslo, potom aj 1 ±
√

2 je celé £íslo, a pod©a tvrdenia 2.10 aj korene
polynómov t2 − (1±

√
2) sú celé £ísla. Teda

√
1 +
√

2 +
√

1−
√

2 je celé £íslo.
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2. Minimálny polynóm pre
√

3 je t2 − 3, pre 3
√

5 je t3 − 5. Podobne ako v prík-
lade za tvrdením 2.2 nám na základe rovnakého argumentu posta£í zvoli´ c = 1,
teda Q(

√
3, 3
√

5) = Q(
√

3 + 3
√

5).

3. Minimálny polynóm pre 3
√

7 je t3 − 7. V²etky korene tohto polynómu v C sú
α1 = 3

√
7, α2 = ω 3

√
7, α3 = ω2 3

√
7, kde ω = e

2πi
3 je komplexná tretia odmocnina z

jednej. Teda v²etky (tri) vnorenia z Q( 3
√

7) do C sú ur£ené obrazmi σi(
3
√

7) = ωi 3
√

7,
i = 1, 2, 3, kde kaºdé σi zúºené na Q je identita.

4. Minimálny polynóm pre 4
√

2 je t4 − 2; tento polynóm je ireducibilný nad Q
pod©a Eisensteinovho kritéria pre p = 2. V²etky ²tyri korene tohto polynómu v C sú
4
√

2, i 4
√

2, − 4
√

2, −i 4
√

2 a teda vnorenia z K do C sú ur£ené obrazmi σj(
4
√

2) = ij 4
√

2,
j = 1, 2, 3, 4, kde kaºdé σj zúºené na Q je identita.
(a) Minimálny polynóm pre 4

√
2 sme uº na²li; je to t4−2. Jeho po©ný polynóm musí

by´ stup¬a 4 (lebo K je roz²írenie Q stup¬a 4) a musí by´ mocninou minimálneho
polynómu; teda je to t4 − 2.
(b) Minimálny polynóm pre

√
2 je t2−2. Vypo£ítajme jeho po©ný polynóm z de�nície

ako f(t) =
∏4
j=1(t−σj(

√
2)) = (t−

√
2)(t−i

√
2)(t+

√
2)(t+i

√
2) = (t2−2)(t2−2) =

(t− 2)2.
(c) 2 je racionálne celé £íslo, teda jeho minimálny polynóm je t−2 a po©ný polynóm
je (t− 2)4.
(d) Minimálny polynóm pre

√
2+1 môºme nájs´ pomocou niektorého postupu z prvej

kapitoly; je ním polynóm t2 − 2t− 1. Jeho po©ný polynóm je potom (t2 − 2t− 1)2.
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Kapitola 3

Kvadratické a cyklotomické polia
V tejto kapitole pomocou uº známych pojmov popí²eme dva druhy £íselných polí:
kvadratické a cyklotomické. Kvadratické polia sú roz²írenia stup¬a 2 a cyklotomické
polia sú roz²írenia o odmocninu z jednej, teda o komplexný kore¬ rovnice tn = 1,
no my sa obmedzíme len na prípad, ke¤ n je prvo£íslo. Pre obidva druhy £íselných
polí nájdeme okruhy celých £ísel, integrálne bázy a diskriminanty.

3.1. Kvadratické polia

Kvadratické polia sú roz²írenia stup¬a 2, teda roz²írenia o prvok, ktorého minimálny
polynóm je kvadratický. Nech K = Q(θ) je kvadratické pole a θ je celé £íslo. Potom
θ je kore¬om nejakého polynómu t2 + at + b, a, b ∈ Z. Pomocou známych vzorcov
získame vyjadrenie θ = −a±

√
a2−4b

2 . Ke¤ napí²eme £íslo a2−4b ako r2d, r, d ∈ Z a d

je bez kvadratických delite©ov, tak dostávame θ = −a±r
√
d

2 a z toho Q(θ) = Q(
√
d).

Tým sme dokázali tvrdenie:

Tvrdenie 3.1. Kvadratické polia sú roz²írenia Q(
√
d), kde d je racionálne celé

£íslo bez kvadratických delite©ov.

Teraz uº môºme pre kaºdé kvadratické pole nájs´ okruh celých £ísel.

Tvrdenie 3.2. Nech d ∈ Z je £íslo bez kvadratických delite©ov. Potom okruh
celých £ísel Q(

√
d) je

(a) Z
[√

d
]
ak d 6= 1 mod 4

(b) Z
[

1+
√
d

2

]
ak d = 1 mod 4.

Dôkaz. Kaºdý prvok Q(
√
d) sa dá zapísa´ ako α = r + s

√
d, r, s ∈ Q. To prepí²me

ako α = a+b
√
d

c , a, b, c ∈ Z, c > 0 a ºiadne prvo£íslo nedelí a, b aj c sú£asne. Min-
imálny polynóm pre

√
d je t2−d, teda konjugované prvky k

√
d sú
√
d a −

√
d. Z toho

vidíme, ºe vnorenia z Q(
√
d) do C sú σ1(r+s

√
d) = r+s

√
d, σ2(r+s

√
d) = r−s

√
d.

Teda minimálny polynóm pre α je (t− a+b
√
d

c )(t− a−b
√
d

c ) = t2 − 2act+ a2−b2d
c2 a α

je celé £íslo práve vtedy, ke¤ oba koe�cienty, 2a
c aj a

2−b2d
c2 , patria do Z. �ísla a, c sú

nesúdelite©né, lebo prípadné prvo£íslo deliace obe by muselo v druhej mocnine deli´
aj b2d, d môºe deli´ najviac v prvej mocnine, lebo d je bez kvadratických delite©ov
a teda prvo£íslo delí b, £o je v spore s na²ou poºiadavkou na a, b, c. Teda ke¤ 2a

c má
patri´ do Z, musí by´ c = 1 alebo c = 2. Ak c = 1, tak α = a+ b

√
d, a, b ∈ Z je celé

£íslo pre v²etky d. Ak c = 2, tak a, b musia by´ nepárne a dostávame a2−b2d
4 ∈ Z,

teda a2−b2d = 0 mod 4. Druhá mocnina ©ubovo©ného nepárneho £ísla 2k+1, k ∈ Z
je rovná (2k+1)2 = 4k2+4k+1 = 1 mod 4 a teda 1−d = 0 mod 4. Naopak, ak d = 1
mod 4, tak pre a, b nepárne je a+b

√
d

2 celé £íslo, lebo koe�cienty jeho minimálneho
polynómu patria do Z. Dostávame výsledok, ºe pre d 6= 1 mod 4 sú celé £ísla Q(

√
d)
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prvky tvaru a + b
√
d, a, b ∈ Z a pre d = 1 mod 4 navy²e aj prvky tvaru a+b

√
d

2 pre

a, b nepárne, £o môºme zapísa´ ako mnoºinu Z
[

1+
√
d

2

]
.

Tvrdenie 3.3. Integrálna báza kvadratického po©a Q(
√
d) je

{
1,
√
d
}

pre d 6= 1

mod 4 a
{

1, 1+
√
d

2

}
pre d = 1 mod 4.

Dôkaz. Priamo z tvrdenia 3.2.

Tvrdenie 3.4. Diskriminant kvadratického po©a Q(
√
d) je rovný 4d pre d 6= 1

mod 4 a d pre d = 1 mod 4.

Dôkaz. Ke¤ vieme, ako vyzerajú integrálne bázy, sta£í spo£íta´ determinanty:∣∣∣∣ 1
√
d

1 −
√
d

∣∣∣∣2 = 4d pre d 6= 1 mod 4 a

∣∣∣∣∣ 1 1+
√
d

2

1 1−
√
d

2

∣∣∣∣∣
2

= d pre d = 1 mod 4.

Kvadratické pole Q(i) (s diskriminantom −4) má ²peciálny názov: je to Gaussovo
pole a jeho okruh celých £ísel, Z [i], sa volá Gaussove celé £ísla.

A e²te jedna poznámka k pomenovaniu: kvadratické pole nazveme reálne, ak
v²etky jeho prvky sú reálne £ísla (teda d > 0). Podobne pre d < 0 obsahuje Q(

√
d)

aj nejaké vlastné imaginárne £ísla, teda také pole nazývame imaginárne.

3.2 Cyklotomické polia

Cyklotomické pole je roz²írenie Q o komplexnú odmocninu z jednej, teda kore¬
rovnice tn = 1, ktorý sa dá inak zapísa´ ako ζ = e

2πi
n . My si vysta£íme s moºnos´ou,

ºe n = p je nepárne prvo£íslo. Pre p = 2 dostávame Q(−1) = Q, £o je nezaujímavý
prípad.

Lema 3.5. Minimálny polynóm prvku ζ = e
2πi
p , kde p je nepárne prvo£íslo, je

f(t) = tp−1 + tp−2 + . . .+ t+ 1.

Dôkaz. Zrejme platí f(t) = tp−1
t−1 a teda f(ζ) = 0. E²te zostáva ukáza´, ºe

polynóm f(t) je ireducibilný. Platí f(t + 1) = (t+1)p−1
t+1−1 =

tp+
Pp−1
i=1 (pi)ti+1−1

t =
tp−1 +

∑p−1
i=1

(
p
i

)
ti−1 =

∑p
i=1

(
p
i

)
ti−1. Ke¤ºe p delí kaºdý koe�cient okrem vedúceho

£lena a p2 nedelí absolútny £len, tak polynóm f(t + 1) je pod©a Eisensteinovho
kritéria ireducibilný. Teda aj f(t) je ireducibilný a je minimálnym polynómom pre
ζ.

Polynóm f(t) = tp−1 + tp−2 + . . .+ t+ 1 vystupujúci v predo²lej leme sa nazýva
p-ty cyklotomický polynóm pre prvo£íslo p a z toho, ºe je stup¬a p − 1 dostávame,
ºe
[
Q(e

2πi
p ) : Q

]
= p− 1.

Mocniny ζ, teda prvky ζ, ζ2, . . . ζp−1 tieº sp¨¬ajú rovnos´ tp = 1 a teda f(t) je
ich minimálny polynóm. Ten môºme potom napísa´ ako f(t) = (t−ζ)(t−ζ2) . . . (t−
ζp−1) a konjugované prvky k ζ sú práve jeho mocniny. Pomocou nich môºme vyjadri´
vnorenia Q(ζ)→ C ako σi(ζ) = ζi, i = 1 . . . p− 1. Kaºdý prvok Q(ζ) sa dá vyjadri´
pomocou bázy

{
1, ζ, ζ2, . . . ζp−2

}
ako α = ao+a1ζ+ . . .+ap−2ζ

p−2, ai ∈ Q a potom
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σi(α) = a0 + a1ζ
i + . . .+ ap−2ζ

i(p−2).
Nájdime teraz normu a stopu ζ. Zrejme N(ζ) = ζζ2 . . . ζp−1 =

= (ζζp−1)(ζ2ζp−2) . . . (ζ
p−1
2 ζ

p+1
2 ) = 1 = N(ζi). T (ζ) = ζ+ζ2 + . . . ζp−1 a s vyuºitím

rovnosti ζp−1 + ζp−2 + . . .+ ζ + 1 = 0 dostávame T (ζ) = −1 = T (ζi), i = 1 . . . p− 1.
Pre v²eobecný prvok Q(ζ) máme T (

∑p−2
i=0 aiζ

i) =
∑p−2
i=0 T (aiζi) = T (a0) +∑p−2

i=1 T (ai)T (ζi) = (p − 1)a0 −
∑p−2
i=1 ai = pa0 −

∑p−2
i=0 ai. Normu vo v²eobecnosti

nevypo£ítame, ale pri nasledujúcom tvrdení sa nám bude hodi´ jeden ²peciálny prí-
pad.

Ozna£me λ = 1− ζ. Zrejme −λ = ζ − 1 sp¨¬a polynóm f(t+ 1) z tvrdenia 3.5.,
ktorý je ireducibilný. λ potom sp¨¬a polynóm f̂(t) stup¬a p−1, ktorý má pri párnych
mocninách t rovnaký koe�cient ako f(t + 1) a pri nepárnych mocninách koe�cient
z f(t+ 1) vynásobený (−1). Ireducibilita zostane zachovaná a monickos´ tieº, lebo
p−1 je pre nepárne prvo£ísla párne £íslo. Môºme teda tvrdi´, ºe

{
1, λ, λ2, . . . , λp−2

}
je báza Q(ζ). Norma λ sa rovná

∏p−1
i=1 σi(1− ζ) =

∏p−1
i=1 (1− ζi) = f(1) = p = N(λ).

Tvrdenie 3.6. Okruh celých £ísel Q(ζ) je Z [ζ].

Dôkaz. Nech α = a0 + a1ζ + . . . + ap−2ζ
p−2, ai ∈ Q, je celé £íslo v Q(ζ). Chceme

ukáza´, ºe v²etky ai ∈ Z, teda O ⊆ Z [ζ] . Opa£ná inklúzia je zrejmá. Ke¤ºe
ζi, i = 0 . . . p − 2, sú celé £ísla, tak aj αζ−k − αζ, k = 0 . . . p − 2, je celé £íslo
(ζ−k = ζp−k = ζi, i = 2 . . . p). Stopa celého £ísla je prvok Z, teda T (αζ−k − αζ) =
T (a0ζ

−k+a1ζ
k−1 + . . .+ak+ . . .+ap−2ζ

p−2−k−a0ζ−a1ζ
2− . . .−ap−2ζ

p−1) =−a0−
a1−. . .−ak−1+(p−1)ak−ak−1−. . .−ap−2+a0+. . .+ak+. . .+ap−2 = pak = bk ∈ Z.
Ak sa nám podarí ukáza´, ºe p | bk, tak z toho bude vyplýva´, ºe ak nie je zlomok
s menovate©om p ale racionálne celé £íslo, £o dokazuje na²e tvrdenie. Z pred-
chádzajúcej rovnosti dostávame, ºe pα = b0 + b1ζ + . . . + bp−2ζ

p−2 a po sub-
stitúcii ζ = 1 − λ máme pα = c0 + c1λ + . . . + cp−2λ

p−2, kde pre koe�cienty
platí ci =

∑p−2
j=i (−1)i

(
j
i

)
bj . Pri ¤a©²om pouºití tej istej substitúcie λ = 1 − ζ

sa dostaneme k pôvodnému vyjadreniu pomocou bi, teda pre ne tieº musí plati´
bi =

∑p−2
j=i (−1)i

(
j
i

)
cj . Matematickou indukciou dokáºeme, ºe p | ci pre v²etky i. Pre

c0 =
∑p−2
j=0 bj =

∑p−2
j=0 paj = −p(pa0 −

∑p−2
j=0 aj) + p2a0 = −pT (α) + pb0 tvrdenie

platí. Predpokladajme teraz, ºe platí pre v²etky i, 0 ≤ i ≤ k − 1. Pomocou vz´ahu
f(1) = p = N(λ) =

∏p−1
i=1 (1 − ζi) = (1 − ζ)p−1

∏p−1
i=1 (1 + ζ + . . . + ζi−1) = λp−1κ,

kde κ ∈ Z [ζ] ⊆ O, sa pozrime na rovnos´ pα = c0 + c1λ + . . . + cp−2λ
p−2 ako na

rovnos´ vo faktorovom okruhu O/(λk+1). Ke¤ºe p = λk+1(λp−k−2κ), teda patrí do
ideálu (λk+1) a pod©a induk£ného predpokladu p | ci, 0 ≤ i ≤ k − 1 dostávame
0 = 0 + ckλ

k + 0 mod λk+1 a teda ckλk ∈ (λk+1). Potom ckλ
k = µλk+1, pre µ ∈ O

a z toho ck = µλ. Porovnaním noriem získame cp−1
k = N(µ)p a teda p | ck. Dokázali

sme, ºe p | ci pre v²etky i, z £oho vyplýva, ºe delí aj bi pre v²etky i, teda ai ∈ Z pre
v²etky i.

Z tohto tvrdenia zárove¬ dostávame, ºe integrálna báza cyklotomického po©a
Q(ζ) je

{
1, ζ, ζ2, . . . , ζp−2

}
.

A nakoniec nám ostal výpo£et diskriminantu:

Tvrdenie 3.7. Diskriminant Q(e
2πi
p ) pre nepárne prvo£íslo p je rovný (−1)

p−1
2 pp−2.

Dôkaz. Vieme, ºe
{

1, ζ, . . . , ζp−2
}
je integrálna báza, teda pod©a tvrdenia 2.17
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má diskriminant rovný (−1)
(p−1)(p−2)

2 N(Df(ζ)). Zderivujme f(t) = tp−1
t−1 . Df(t) =

ptp−1(t−1)−(tp−1)
(t−1)2 . Potom Df(ζ) = pζp−1(ζ−1)

(ζ−1)2 = pζp−1

−λ a N(Df(ζ)) = N(p)N(ζp−1)
N(−1)N(λ) =

pp−1.1
1.p = pp−2, £o spolu s tým, ºe pre nepárne p je aj p − 2 nepárne a teda

(−1)
(p−1)(p−2)

2 = (−1)
(p−1)

2 , dáva poºadovaný výsledok.

�itate© iste ©ahko dokáºe nájs´ £íselné pole, ktoré je cyklotomické aj kvadratické
zárove¬. Pre p = 3 dostávame cyklotomický polynóm t2 + t+1, ktorý má kore¬ ω =
−1+

√
−3

2 a teda Q(ω) = Q(
√
−3). Ak sa na toto pole pozrieme ako na kvadratické,

tak má integrálnu bázu
{

1, 1+
√
−3

2

}
, lebo −3 = 1 mod 4 a diskriminant má −3. Ak

ho budeme povaºova´ za cyklotomické, tak integrálna báza je {1, ω} a diskriminant
je (−1)133−2 = −3.

3.3 Úlohy

1. Nájdite integrálne bázy a diskriminanty pre:
(a) Q(

√
3)

(b) Q(
√

11)
(c) Q(

√
−11)

(d) Q(
√

6)
(e) Q(

√
−6)

(f) Q(
√

18)

2. Nech K = Q(ζ), kde ζ = e
2πi
p a p je prvo£íslo. Dokáºte, ºe α ∈ Z [ζ] je

delite© jednotky práve vtedy, ke¤ N(α) = ±1.

3. Nech K = Q(ζ), kde ζ = e
2πi
5 . Dokáºte správnos´ vzorca pre výpo£et normy

N(a + bζ) = a5+b5

a+b , nájdite normy a stopy nasledujúcich prvkov a ur£te, ktoré z
nich nemajú v Z [ζ] ºiadneho vlastného delite©a (teda takého, ktorý by nebol delite©
jednotky):
(a) ζ2

(b) ζ + ζ2

(c) 1 + ζ + ζ2 + ζ3 + ζ4

(d) 2 + ζ
(e) −2 + ζ

4. Nech K = Q(ζ), kde ζ = e
2πi
7 . Ukáºte, ºe 3 je generátor multiplikatívnej

grupy Z∗7. Ak teraz zade�nujeme vnorenie σ z K do C dané obrazom σ(ζ) = ζ3 a
funkciu c(α) = ασ2(α)σ4(α), tak dokáºte, ºe vnorenia z K do C sú práve zobrazenia
σi, i = 1 . . . 6 a ºe platí N(α) = c(α)σ(c(α)) a c(α) = σ2(c(α)) = σ4(c(α)).

Rie²enia

1. Integrálne bázy a diskriminanty kvadratických polí ©ahko nájdeme pomocou tvr-
dení 3.3 a 3.4, teda:
(a) integrálna báza je

{
1,
√

3
}
s diskriminantom 12,

(b)
{

1,
√

11
}
a diskriminant je 44,
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(c)
{

1, 1+
√
−11

2

}
a diskriminant je −11,

(d)
{

1,
√

6
}
a diskriminant je 24,

(e)
{

1,
√
−6
}
a diskriminant je −24,

(f)
{

1,
√

2
}
, lebo 18 = 2.32 a teda Q(

√
18) = Q(

√
2) a diskriminant je 8.

2. Ak je α delite© jednotky, tak existuje β ∈ Z [ζ] také, ºe αβ = ±1. Potom porov-
naním noriem dostaneme N(α)N(β) = 1 a ke¤ºe normy celých £ísel sú racionálne
celé £ísla, takN(α) = ±1.Na druhú stranu, akN(α) = 1, takN(α) = σ1(α)σ2(α) . . . σp(α) =
±1, kde σi sú vnorenia z K do C a bez ujmy na v²eobecnosti σ1(α) = α. Teraz si
treba uvedomi´, ºe vnorenie z K do C je pre cyklotomické polia zobrazenie z K
do K (automor�zmus) a sú£in σ2(α) . . . σp(α) = γ je potom celé £íslo z OK . Teda
αγ = ±1 a α je delite© jednotky.

3. Vnorenia z K do C sú ur£ené obrazmi σi(ζ) = ζi, i = 1, . . . 4 a potom pod©a
de�nície N(a+bζ) = (a+bζ)(a+bζ2)(a+bζ3)(a+bζ4). Ak vynásobíme prvý £inite© s
posledným, druhý s tretím a vyuºijeme fakt, ºe ζ+ζ2 +ζ3 +ζ4 = −1, tak dostaneme
(a2 + b2 + ab(ζ + ζ4))(a2 + b2 + ab(ζ2 + ζ3)) = a4 − a3b+ a2b2 − ab3 + b4 = a5+b5

a+b .
Normy a stopy prvkov potom sú:
(a) N(ζ2) = 1, T (ζ2) = −1
(b) N(ζ + ζ2) = N(ζ)N(1 + ζ) = 1.1 = 1, T (ζ + ζ2) = −2
(c) N(1 + ζ + ζ2 + ζ3 + ζ4) = N(0) = 0, T (1 + ζ + ζ2 + ζ3 + ζ4) = T (0) = 0
(d) N(2 + ζ) = 11, T (2 + ζ) = 7
(e) N(−2 + ζ) = 31, T (−2 + ζ) = −11.

V prípade (a) máme delite©a jednotky, teda kaºdý delite© tohto prvku je delite©
jednotky. Normy prvkov z (b), (d) a (e) sú prvo£ísla, teda tieto prvky nemôºu ma´
vlastného delite©a. V prípade (c) máme nulu, ktorú delí kaºdý iný prvok.

4. Priamym výpo£tom sa dá overi´, ºe 3 je naozaj generátor multiplikatívnej grupy
Z∗7. Vnorenia z K do C sú ur£ené obrazmi σi(ζ) = ζi, i = 1 . . . 6. Av²ak v¤aka
tomu, ºe ζ7 = 1 a 3 je generátor Z∗7 existuje pre kaºdé i = 1 . . . 6 práve jedno
k ∈ 1 . . . 6 také, ºe 3k = i mod 7. Potom σk = σi a ²peciálne σ6 je identita. Teraz
sa pozrime na funkciu c(α); prepí²eme ju do tvaru c(α) = σ2(α)σ4(α)σ6(α). V¤aka
uº dokázanej £asti príkladu môºme písa´ N(α) =

∏6
i=1 σ

i(α). �ahko je vidie´, ºe do
sú£inu c(α)σ(c(α)) prispieva prvý £inite© párnymi mocninami σ a druhý �o jedna
posunutými�, teda nepárnymi; platí totiº σ(σj(α)) = σj+1(α). Spolu potom platí
N(α) = c(α)σ(c(α)). Podobne pre dokázanie ¤al²ích dvoch rovností si sta£í uve-
domi´, ºe σ2(σj(α)) = σj+2(α) a σ4(σj(α)) = σj+4(α) a teda, vo©ne povedané, pri
posunutí exponentov v c(α) o 2 alebo o 4 sa jeho hodnota nezmení.
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Kapitola 4

Rozklad na ireducibilné prvky
V tejto kapitole na chví©u opustíme £íselné polia, aby sme sa mohli pozrie´ na
istú ²peciálnu triedu okruhov. Tak ako vieme o prirodzených £íslach, ºe kaºdé sa
dá vyjadri´ ako sú£in nejakých význa£ných prvkov, t.j. prvo£ísel, a tento rozklad
je dokonca jednozna£ný aº na poradie £inite©ov, tak podobne sa pokúsime nájs´
podmienku na obor integrity, aby v ¬om bolo moºné nie£o podobné. Ukáºe sa,
ºe okruhy celých £ísel £íselných polí túto vlastnos´ majú a teda je v nich moºný
rozklad na ireducibilné prvky, no ¤al²iu vlastnos´, ktorá zabezpe£í, ºe rozklad bude
jednozna£ný, vo v²eobecnosti nemusia ma´.

4.1 Delitele jednotky

Delite©om jednotky nazveme taký prvok x okruhu R, pre ktorý existuje y ∈ R,
xy = 1. �ahko sa dá ukáza´, ºe mnoºina U(R) delite©ov jednotky okruhu R tvorí
grupu vzh©adom na násobenie. Prvky a, b nazveme asociované, ak existuje delite©
jednotky x taký, ºe ax = b. Potom zrejme existuje aj y ∈ U(R) taký, ºe a = by a
teda �by´ asociovaný� je relácia ekvivalencie na R. Napríklad, v Z máme dva delitele
jednotky: 1 a −1. Teda ku kaºdému £íslu k ∈ Z sú k nemu asociované £ísla k a −k.
Pre polia nie je mnoºina delite©ov jednotky ve©mi zaujímavá; ke¤ºe nenulové prvky
po©a F tvoria grupu vzh©adom na násobenie, ku kaºdému prvku existuje inverzný a
U(F ) = F − {0}.

Nasledujúce tvrdenie popisuje grupy delite©ov jednotky pre imaginárne kvadrat-
ické polia:

Tvrdenie 4.1. Nech je dané £íselné pole Q(
√
d), d < 0 a bez kvadratických

delite©ov. Potom grupy delite©ov jednotky v OQ(
√
d) sú

(a) {1,−1, i,−i} ak d = −1
(b)

{
1,−1, ω,−ω, ω2,−ω2

}
ak d = −3, kde ω = −1+

√
−3

2
(c) {1,−1} inak.

Dôkaz. Nech α je delite© jednotky v O. Potom existuje β ∈ O, αβ = 1. Porov-
naním noriem získame N(α)N(β) = 1 a teda N(α) = ±1. Norma ©ubovo©ného prvku
a+ b

√
d je a2 − b2d a teda musíme h©ada´ a, b ∈ Z, a2 − b2d = ±1. Pre prvý prípad

d = −1 dostávame rovnicu a2 + b2 = ±1, ktorá má jediné rie²enia a = ±1 b = 0 a
a = 0 b = ±1, £o nám dáva prvky ±1 a ±i. V druhom prípade pre d = −3 dostávame
a2 + 3b2 = ±1. Dve rie²enia, a = ±1 b = 0 nám dávajú prvky ±1. No ke¤ºe −3 = 1
mod 4, musíme sa e²te pozrie´ na prvky tvaru a+b

√
−3

2 pre a, b nepárne, ktoré majú
normu a2+3b2

4 , £o nám dáva ¤a©²iu rovnicu a2 +3b2 = ±4, ktorá má rie²enia a = ±1
b = ±1. Tieto rie²enia nám dajú prvky ω,−ω, ω2,−ω2. V poslednom prípade sú pre
d = −2 alebo d < −3 jediné rie²enia rovnice a2 − db2 = ±1 £ísla a = ±1 b = 0 a pre
prípadné d = 1 mod 4 (teda d ≤ −5) rovnica a2 − db2 = 4 nemá pre nepárne a, b
ºiadne rie²enia.
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Pomocou delite©ov jednotky môºme zade�nova´ v tomto okamihu najdôleºitej²í
pojem: prvok r okruhu R nazveme ireducibilný, ak platí: ak m ∈ R a m | r, tak m
je delite© jednotky alebo m je asociovaný s r. Teda r sa v danom okruhu uº nedá
rozloºi´ na nejaký netriviálny sú£in. Táto vlastnos´ trochu pripomína prvo£ísla ako
prvky mnoºiny celých £ísel, ktoré nemajú netriviálneho delite©a. Da©²ia de�nícia,
ktorá v sebe zah¯¬a prvo£ísla, je: prvok nazveme prvotný, ak platí: p | ab⇒ p | a∨p |
b. Tieto de�nície v²ak nie sú ekvivalentné. Kaºdý prvotný prvok je ireducibilný,
ale opa£ná implikácia nemusí vo v²eobecnosti plati´. A práve ona sa neskôr ukáºe
by´ tou nutnou a posta£ujúcou podmienkou, aby rozklad na ireducibilné prvky bol
jednozna£ný.

Tvrdenie 4.2. V kaºdom obore integrity D platí:
(a) x je delite© jednotky práve vtedy, ke¤ x | 1.
(b) Kaºdé dva delitele jednotky sú navzájom asociované a kaºdý prvok asociovaný
s delite©om jednotky je delite© jednotky.
(c) x, y sú asociované práve vtedy, ke¤ x | y a y | x.
(d) Prvok asociovaný s ireducibilným prvkom je ireducibilný.

Tvrdenie 4.3. Nech D je obor integrity a x ∈ D, x 6= 0. Potom platí:
(a) x | y práve vtedy, ke¤ (y) ⊆ (x).
(b) x a y sú asociované práve vtedy, ke¤ (x) = (y).
(c) x je delite© jednotky práve vtedy, ke¤ (x) = D.
(d) x je ireducibilný práve vtedy, ke¤ (x) je maximálny hlavný ideál.

Dôkaz. (a) x | y práve vtedy, ke¤ y = zx pre x ∈ D. �o nastáva práve vtedy,
ke¤ (y) ⊆ (x).
(b) Sta£í pouºi´ moºnos´ (a) a tvrdenie 4.2.(c).
(c) Ak x je delite© jednotky, tak xv = 1 pre nejaké v ∈ D. Potom sa kaºdý prvok
y ∈ D dá vyjadri´ ako y = xvy a teda (x) = D. Na druhú stranu, ak (x) = D, tak
1 ∈ (x) a teda 1 = xy pre nejaké y ∈ D.
(d) Nech x je ireducibilný a existuje y, (x) ⊂ (y) ⊂ D. Potom y | x a y nie je aso-
ciované s x ani delite© jednotky, £o je spor. Na druhú stranu, ak (x) je maximálny
hlavný ideál a teda ºiadne také y neexistuje, tak kaºdý delite© x je s ním asociovaný
alebo je delite© jednotky.

4.2 Rozklad na ireducibilné prvky

Z poh©adu na²ich predchádzajúcich de�nícií môºme prvky okruhu rozdeli´ na tri
skupiny: 1. Delitele jednotky 2. Ireducibilné prvky 3. Reducibilné prvky. Ak
vezmeme ©ubovo©ný reducibilný prvok, tak sa musí da´ napísa´ ako sú£in prvkov
spomedzi druhej a tretej skupiny, ktoré sa opä´ môºu da´ rozpísa´ na sú£in....
Na²ím cie©om je nájs´ takú vlastnos´ okruhu, ktorá by zabezpe£ila, ºe len sú£inmi
ireducibilných prvkov (s malou pomocou delite©ov jednotky) vieme vyjadri´ kaºdý
prvok okruhu. Teda pre kaºdé x ∈ D nájs´ vyjadrenie x = up1p2 . . . pn, kde u je
delite© jednotky, pi sú ireducibilné a je ich len kone£ne ve©a. Poznamenajme, ºe
delitele jednotky vo v²eobecnosti nepotrebujeme, ale predsa len je kraj²ie a niekedy
aj výhodnej²ie napísa´ −36 = (−1)2232 ako −36 = 223(−3).

Podmienka, ktorá nám zabezpe£í existenciu rozkadu na ireducibilné prvky, je:
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okruh nazveme noetherovský, ak kaºdý jeho ideál je kone£ne generovaný. Táto pod-
mienka je ekvivalentná s ¤al²ími dvoma podmienkami:

ACC podmienka (Ascending Chain Condition): Pre kaºdú nekone£nú postupnos´
ideálov I0 ⊆ I1 ⊆ . . . existuje n0 ∈ N také, ºe pre v²etky n ≥ n0 In = In0 .

Podmienka maximality: Kaºdá neprázdna mnoºina ideálov obsahuje maximálny
prvok. (Teda taký ideál, ktorý nie je ostro men²í vzh©adom na inklúziu ako ºiadny
ideál z danej mnoºiny. Tento maximálny ideál v sebe nemusí obsahova´ v²etky ideály
z mnoºiny; sta£í, ºe v mnoºine nie je ºiadny ideál od neho vä£²í.)

Tvrdenie 4.4. Pre obor integrity D sú nasledovné podmienky ekvivalentné:
(a) D je noetherovský
(b) D sp¨¬a ACC podmienku
(c) D sp¨¬a podmienku maximality.

Dôkaz. (a)⇒(b). Nech D je noetherovský a I0 ⊆ I1 ⊆ . . . je postupnos´ ideálov.
Ozna£me I =

⋃∞
n=1 In. Potom I je ideál, kone£ne generovaný. Kaºdý generátor pa-

trí do nejakého Ini a teda v²etky patria do Imax(ni). Potom In = I pre n ≥ max(ni)
a teda platí ACC podmienka.
(b)⇒(c). Nech D sp¨¬a ACC podmienku. Vezmime ©ubovo©nú neprázdnu mnoºinu
ideálov S a predpokladajme, ºe nemá maximálny prvok. Nech I0 je nejaký ideál z
S. Ke¤ºe nie je maximálny, môºme vzia´ I1 ⊃ I0, I1 ∈ S. K nemu môºme opä´ nájs´
I2 ⊃ I1 ⊃ I0, I2 ∈ S. Tento postup opakujeme donekone£na a dostávame nekone£nú
postupnos´ navzájom rôznych ideálov, £o je spor s ACC podmienkou. Teda D sp¨¬a
podmienku maximality.
(c)⇒(a). Nech D sp¨¬a podmienku maximality a I je ©ubovo©ný ideál. Vezmime S
ako mnoºinu v²etkých kone£ne generovaných ideálov, ktoré sú obsiahnuté v I. Táto
mnoºina je neprázdna ({0} = (0) ∈ S) a teda má maximálny prvok J . Ak by J 6= I,
tak existuje x ∈ I − J , ale potom ideál (J, x) je kone£ne generovaný a ostro vä£²í
ako J, £o je spor s tým, ºe J bol maximálny. Teda J = I a I je kone£ne generovaný.

Tvrdenie 4.5. V noetherovskom okruhu D je moºný rozklad na ireducibilné prvky.

Ukáºeme dva dôkazy:

Prvý dôkaz. Nech D je noetherovský a existuje v ¬om nenulový prvok x, ktorý
nie je delite© jednotky a nedá sa vyjadri´ ako sú£in kone£ného po£tu ireducibilných
prvkov. Vyberme x tak, aby (x) bol maximálny vzh©adom na �nevyjadrite©nos´�
(to môºme urobi´ v¤aka princípu maximality). Potom x nie je ireducibilný a dá
sa vyjadri´ ako sú£in x = yz, kde y a z nie sú delitele jednotky ani asociované s x.
Z toho máme (x) ⊂ (y), (x) ⊂ (z), (y) 6= D, (z) 6= D. Ke¤ºe (x) bol maximálny
vzh©adom na �nevyjadrite©nos´�, tak y a z sa ako sú£iny ireducibilných prvkov vy-
jadri´ dajú, teda y = p1 . . . pr, z = q1 . . . qs, kde pi, qj sú ireducibilné. Ale potom
x = p1 . . . prq1 . . . qs, £o je sú£in ireducibilných prvkov a spor s predpokladom.

Druhý dôkaz. Najprv ukáºeme, ºe pre kaºdý nenulový prvok, ktorý nie je delite©
jednotky, existuje ireducibilný prvok, ktorý ho delí.
Nech a je nenulový prvok okruhu, nie delite© jednotky. Ak a je ireducibilný, tak
tvrdenie platí. Ak ireducibilný nie je, môºme ho vyjadri´ ako a = a1b1, kde a1, b1
nie sú asociované s a ani delitele jednotky. Ak a1 je ireducibilný, tvrdenie platí. Ak
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nie je, môºme ho vyjadri´ ako a1 = a2b2, kde a2, b2 nie sú asociované s a1 ani delitele
jednotky. Platí rovnos´ a = a2b2b1. Ak a2 je ireducibilný, tvrdenie platí. Ak nie
je, môºme ho opä´ vyjadri´ ako sú£in a tento postup opakova´. Ak by v²ak ºiadne
ai nebolo ireducibilné, tak dostávame postupnos´ ideálov (a) ⊂ (a1) ⊂ (a2) ⊂ . . .,
ktorá sa nikdy nezastaví, £o je v spore s ACC podmienkou. Teda bude existova´
isté aj také, ºe aj je ireducibilné a aj | a.
Vezmime teraz a ©ubovo©ný nenulový prvok okruhu, nie delite© jednotky. Ke¤ºe
existuje ireducibilný prvok, ktorý ho delí, môºme písa´ a = p1c1, kde p1 je ire-
ducibilný. Ak c1 nie je delite© jednotky a je reducibilný, tak existuje ireducibilný
prvok, ktorý ho delí. Teda a = p1p2c2, p1, p2 sú ireducibilné. Tento postup môºme
opakova´ so v²etkými ci a ACC podmienka nám zabezpe£í kone£nos´ vyjadrenia,
lebo dostávame postupnos´ ideálov (c1) ⊂ (c2) ⊂ . . ., teda od istého okamihu musí
by´ (cn0) = (cn0+1) = . . ., £o znamená, ºe cn0 je ireducibilný alebo delite© jednotky.
Dostávame rozklad a = p1p2 . . . pn0u, kde u je delite© jednotky a pi sú ireducibilné,
ktorý môºme prepísa´ ako a = p1p2 . . . p

′
n0
, kde pi, p′n0

sú ireducibilné.

Tvrdenie 4.6. Okruh celých £ísel OK £íselného po©a K je noetherovský.

Dôkaz. Vieme, ºe OK je vo©ná komutatívna grupa ranku n, kde n je stupe¬ K.
�ubovo©ný ideál I, ako podgrupa OK vzh©adom na s£ítavanie, je podgrupa kone£ne
generovanej vo©nej grupy, teda kone£ne generovaná vo©ná grupa. Pre mnoºinu gen-
erátorov {x1, x2, . . . , xn} grupy I zrejme platí (x1, x2, . . . , xn) = I. Teda kaºdý ideál
je kone£ne generovaný a OK je noetherovský okruh.

Dôsledok 4.7. V okruhu celých £ísel O je moºný rozklad na ireducibilné prvky.

Toto je síce pekný výsledok, ale v istom zmysle najlep²í moºný, v aký môºme
dúfa´. Ukazuje sa, ºe niektoré okruhy celých £ísel obsahujú prvky, ktoré sa síce
dajú rozloºi´ na sú£in ireducibilných prvkov, ale dá sa to urobi´ viacerými spôsobmi
a tieto rôzne vyjadrenia �nemajú ni£ spolo£né�. Takéto príklady nejednozna£nosti
rozkladu uvidíme v ¤a©²ej £asti. Teraz e²te dokáºeme jednoduché kritériá na to, aby
sme mohli o nejakom prvku rozhodnú´, £i je delite© jednotky alebo ireducibilný.

Tvrdenie 4.8. Nech OK je okruh celých £ísel £íselného po©a K. Nech x, y ∈ OK .
Potom platí:
(a) x je delite© jednotky práve vtedy, ke¤ N(x) = ±1.
(b) Ak x a y sú asociované, tak N(x) = ±N(y).
(c) Ak N(x) je prvo£íslo, tak x je ireducibilný.

Dôkaz. (a) Nech x je delite© jednotky. Potom existuje u ∈ OK také, ºe xu = 1.
Porovnaním noriem získame N(x)N(u) = N(1) = 1. Ke¤ºe x ∈ OK , tak N(x) ∈ Z
a teda N(x) = ±1. Na druhú stranu, ak N(x) = ±1, tak vieme, ºe N(x) =
σ1(x)σ2(x) . . . σn(x) = ±1, kde σi sú vnorenia z K do C a bez ujmy na v²eobecnosti
σ1(x) = x. Ozna£me u = σ2(x) . . . σn(x). Zrejme u ∈ K, lebo u = ±1x−1. Kaºdé
σi(x) je algebraické celé £íslo, lebo vnorenie zobrazuje kore¬ polynómu na nejaký
kore¬ toho istého polynómu. Sú£in σ2(x) . . . σn(x) = u potom patrí do B. A ke¤ºe
OK = K ∩B, tak u ∈ OK a xu = ±1. Teda x je delite© jednotky.
(b) Ak x je asociované s y, tak x = uy pre nejaký delite© jednotky u. Potom
N(x) = N(u)N(y) = ±1N(y).
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(c) Nech N(x) = p je prvo£íslo a x = yz. Potom N(y)N(z) = p. Lenºe p je prvo£íslo,
N(y), N(z) ∈ Z a teda norma jedného z nich je ±1 a druhého z nich ±p. Teda jeden
z £inite©ov je delite© jednotky a dostávame, ºe x je ireducibilný.

4.3 Príklady nejednozna£nosti rozkladu na ireducibilné
prvky

Ak máme prvok x oboru integrity D, ktorý vieme rozloºi´ na sú£in ireducibil-
ných prvkov, tak hovoríme, ºe tento rozklad je jednozna£ný, ak pri ©ubovo©ných
dvoch rozkladoch x = p1 . . . pr, x = q1 . . . qs, kde pi, qj sú ireducibilné, existuje
permutácia π mnoºiny {1, 2, . . . , r} taká, ºe pi je asociované s qπ(i). (Teda nutne
r = s.) Akýko©vek druhý rozklad je teda len zmena poradia ireducibilných prvkov
£i prenásobenie delite©mi jednotky nejakého �kanonického� rozkladu. Napríklad, v
Z 105 = 3.5.7 = 7.3.5 = (−5)(−3)7. Okruh, v ktorom je pre kaºdý prvok rozk-
lad na ireducibilné prvky jednozna£ný, nazveme okruh s jednozna£ným rozkladom.
Nasledujúce príklady pochádzajúce z kvadratických polí ukazujú nejednozna£nos´
rozkladu, ktorá môºe nasta´ v okruhoch celých £ísel.

Príklad 4.9. V Q(
√
−5) 6 = 2.3 = (1 +

√
5)(1−

√
5).

V Q(
√
−6) 6 = 2.3 =

√
−6(−

√
−6).

V Q(
√
−10) 14 = 2.7 = (2 +

√
−10)(2−

√
−10).

V Q(
√
−13) 14 = 2.7 = (1 +

√
−13)(1−

√
−13).

V Q(
√
−15) 4 = 2.2 = (1+

√
−15

2 )( 1−
√
−15

2 ).
V Q(

√
−17) 18 = 2.3.3 = (1 +

√
−17)(1−

√
−17).

V Q(
√
−26) 27 = 3.3.3 = (1 +

√
−26)(1−

√
−26).

V Q(
√
−29) 30 = 2.3.5 = (1 +

√
−29)(1−

√
−29).

V Q(
√

10) 6 = 2.3 = (4 +
√

10)(4−
√

10).
V Q(

√
15) 10 = 2.5 = (5 +

√
15)(5−

√
15).

V Q(
√

26) 10 = 2.5 = (6 +
√

26)(6−
√

26).

Ukáºeme ²tandardný postup, pomocou ktorého sa dá nejednozna£nos´ rozkladu
dokáza´.

Vezmime si prvý prípad, v Q(
√
−5) 6 = 2.3, 6 = (1 +

√
5)(1 −

√
5). Najprv

musíme ukáza´, ºe prvky v týchto rozkladoch sú ireducibilné. Vieme, ºe okruh
celých £ísel Q(

√
−5) je Z

[√
−5
]
a norma prvku a+ b

√
−5 je a2 + 5b2. Potom normy

sú N(2) = 4, N(3) = 9, N(1 +
√
−5) = 6 = N(1 −

√
−5). Ak by 2 bol reducibilný

prvok, tak z normy vidíme, ºe by sa musel da´ rozloºi´ na sú£in prvkov s normou
±2. To znamená, ºe a2 + 5b2 = ±2 pre a, b ∈ Z, £o je zrejme nemoºné. Teda
2 je ireducibilný. Podobne ak by sa 3 dal napísa´ ako netriviálny sú£in 3 = xy,
tak norma x, y je ±3. Dostávame sa k rovnosti a2 + 5b2 = ±3, ktorá je opä´ pre
a, b ∈ Z nesplnite©ná. Teda 3 je ireducibilný. Nakoniec, ak by sa hociktorý z prvkov
(1 +

√
−5) alebo (1 −

√
−5) dal rozloºi´ na netriviálny sú£in, tak normy £inite©ov

musia by´ ±2,±3. Lenºe neexistenciu prvkov s takouto normou v Z
[√
−5
]
sme

pred chví©ou ukázali. Teda (1 +
√
−5) a (1 −

√
−5) sú ireducibilné prvky. Teraz

sa pozrime, £i 2, 3 nie sú asociované s (1 +
√
−5), (1−

√
−5). No ke¤ºe asociované

prvky majú ± rovnakú normu a N(2) 6= ±N(1 +
√
−5), N(2) 6= ±N(1 −

√
−5),

N(3) 6= ±N(1+
√
−5), N(3) 6= ±N(1−

√
−5) vidíme, ºe asociované nie sú a môºme

usúdi´, ºe v Z
[√
−5
]
nemá £íslo 6 jednozna£ný rozklad.
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Touto metódou sa dá ukáza´ nejednozna£nos´ rozkladu vo vy²²ie spomenutých
príkladoch pre imaginárne kvadratické polia. Pozrime sa v²ak e²te na prípad v
Q(
√
−15) 4 = 2.2 = ( 1+

√
−15

2 )( 1−
√
−15

2 ). Ke¤ºe −15 = 1 mod 4, tak celé £ísla

Q(
√
−15) sú Z

[
1+
√
−15

2

]
. Norma a + b

√
−15 je a2 + 15b2. Potom N(2) = 4 a

N( 1+
√
−15

2 ) = 1
4 + 15

4 = 4 = N( 1−
√
−15

2 ). Na dokázanie ireducibility £inite©ov zrejme

posta£í ukáza´, ºe v Z
[

1+
√
−15

2

]
neexistuje prvok s normou ±2, no ©ahko je vidie´,

ºe rovnica a2 + 15b2 = ±2 nemá pre a, b ∈ Z rie²enie. Lenºe v Z
[

1+
√
−15

2

]
sú

aj prvky s menovate©om 2 a teda e²te zostáva ukáza´ neexistenciu rie²ení rovnice
a2 + 15b2 = ±8, a, b ∈ Z, £o v²ak nie je ´aºké. Týmto máme dokázanú ireducibilitu
£inite©ov; teraz sa pozrime, £i nie sú náhodou asociované. Av²ak N(2) = 4 =
N( 1+

√
−15

2 ) = N( 1−
√
−15

2 ), teda asociované by´ môºu a musíme nájs´ nejaký iný
argument. Ak by asociované boli, tak existuje delite© jednotky, ktorý si vyjadríme
v integrálnej báze ako a+ b 1+

√
−15

2 , a, b ∈ Z taký, ºe 2(a+ b 1+
√
−15

2 ) = 1±
√
−15

2 . Po

roznásobení dostaneme 2a + b + b
√
−15 = 1

2 ±
√
−15
2 . Z toho musí by´ b = ± 1

2 , £o

v²ak nie je prvok Z a teda taký delite© jednotky v Z
[

1+
√
−15

2

]
neexistuje. �initele

v rozkladoch potom nie sú asociované a 4 nemá v Z
[

1+
√
−15

2

]
jednozna£ný rozklad.

Sná¤ e²te neza²kodí podotknú´, ºe pri dokazovaní ireducibility prvkov (1±
√
−26)

v Z
[√
−26

]
, ktoré majú normu 27 môºme poveda´, ºe ich prípadné delitele musia

ma´ normy ±3 a ±9. Prvky s normou 9 v Z
[√
−26

]
síce existujú (±3), ale prvky s

normou 3 neexistujú a to nám sta£í, aby sme ukázali ireducibilitu (1±
√
−26).

Teraz môºme pristúpi´ k reálnym kvadratickým poliam. Tam bude situácia o
trochu hor²ia, ale sná¤ si poradíme.

Vezmime prvý príklad, v Q(
√

10) 6 = 2.3 = (4+
√

10)(4−
√

10). Norma a+b
√

10
je a2−10b2 a potom N(2) = 4, N(3) = 9, N(4+

√
10) = 6 = N(4−

√
10). Ak chceme

dokáza´ ireducibilitu 2, treba ukáza´, ºe v Z
[√

10
]
neexistuje prvok s normou ±2.

Na prvý poh©ad v²ak nie je úplne jasné, pre£o by rovnica a2 − 10b2 = ±2 nemala
ma´ rie²enie pre a, b ∈ Z. Podobne, pre dokázanie ireducibility prvku 3 treba ukáza´
neexistenciu rie²ení a2 − 10b2 = ±3, a, b ∈ Z. Jednoduchý trik je pozrie´ sa na
tieto rovnice ako na kongruencie mod 10, ktoré potom prejdú do tvaru a2 = ±2
mod 10, a2 = ±3 mod 10. Ak si vypí²eme druhé mocniny v²etkých prvkov Z10, £o
sú 0, 1, 4, 9, 6, 5, 6, 9, 4, 1 vidíme, ºe práve tie £ísla, ktoré nás zaujímajú, t.j 2, 8, 3, 7
sa medzi nimi nenachádzajú. Teda môºme tvrdi´, ºe 2 a 3 sú ireducibilné. A aj
(4 +

√
10), (4 −

√
10) budú ireducibilné, lebo neexistenciu prvkov s normou ±2,±3

sme pred chví©ou ukázali. Neasociovanos´ sa dá ukáza´ podobne ako v prípade
imaginárneho po©a.

V prípade v Q(
√

15) 10 = 2.5 = (5 +
√

15)(5 −
√

15) máme predpis pre normu
a2 − 15b2 a teda N(2) = 4, N(5) = 25, N(5 +

√
15) = 10 = N(5−

√
15). Po pouºití

triku sa dostaneme k rovniciam a2 = ±2 mod 15 a a2 = ±5 mod 15. Ke¤ si vypí²eme
druhé mocniny prvkov Z15, £o sú 0, 1, 4, 9, 1, 10, 6, 4, 4, 6, 10, 1, 9, 4, 1 vidíme, ºe 2 ani
13 sa medzi nimi nenachádzajú a teda 2 je ireducibilný, no 52 = 102 = −5 mod 15,
teda nevieme dokáza´ ireducibilitu 5. Dostali sme v²ak informáciu, ºe a = 5 mod
15 alebo a = 10 mod 15, £o v kaºdom prípade znamená a = 0 mod 5. Poloºme
a = 5u a potom norma a + b

√
15 je 25u2 − 15b2 = −5. Na rovnicu 5u2 − 3b2 = −1

sa pozrime ako na kongruenciu mod 5 a dostaneme 3b2 = 1 mod 5, teda b2 = 2 mod
5. A ke¤ºe druhé mocniny prvkov Z5 sú 0, 1, 4, 4, 1 a 2 sa medzi nimi nenachádza,
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máme dokázanú ireducibilitu 5. �a©²í postup je analogický ako v predchádzajúcich
prípadoch.

4.4 Rozklad na prvotné prvky

V predchádzajúcej £asti sme videli nieko©ko príkladov nejednozna£ného rozkladu
prvkov okruhov celých £ísel. Teraz by sme mali ukáza´ nejaké okruhy celých £ísel,
ktoré tento nedostatok nemajú a kaºdý ich prvok sa dá rozloºi´ na sú£in jednoz-
na£ne. Aj sa tak stane, no najprv vybudujeme trocha teórie, ktorá nám pomôºe
takéto okruhy identi�kova´.

Tvrdenie 4.10. Kaºdý prvotný prvok v obore integrity D je ireducibilný.

Dôkaz. Nech p ∈ D je prvotný prvok. Pripome¬me, ºe pod©a de�nície to zna-
mená p | ab ⇒ p | a ∨ p | b. Nech p = xy. Potom p | xy a teda p | x alebo p | y.
Bez ujmy na v²eobecnosti nech p | x. Teda x = pq pre nejaké q ∈ D. Ale potom
x = pq = xyq a ke¤ºe v obore integrity môºme kráti´, dostávame 1 = yq a y je
delite© jednotky. Teda p je ireducubilný.

�itate© si isto spomenie, ºe na za£iatku tejto kapitoly sme spomínali opa£nú
implikáciu, t.j. ºe kaºdý ireducibilný prvok je prvotný, ako nutnú a posta£ujúcu
podmienku jednozna£nosti rozkladu. Nastal £as toto na²e tvrdenie dokáza´.

Tvrdenie 4.11. Nech D je noetherovský okruh. Potom D je okruh s jednoz-
na£ným rozkladom na ireducibilné prvky práve vtedy, ke¤ kaºdý ireducibilný prvok
v D je prvotný.

Dôkaz. Nech D je okruh s jednozna£ným rozkladom a x ireducibilný prvok z
D. Chceme ukáza´, ºe x je prvotný. Nech x | ab. Potom ab = xc pre nejaké c ∈ D a
v²etky tri prvky, a, b, c, sa dajú jednozna£ne rozloºi´ na sú£in ireducibilných prvkov:
a = p1p2 . . . pn, b = q1q2 . . . qm, c = r1r2 . . . rs. Lenºe potom p1p2 . . . pnq1q2 . . . qm =
xr1r2 . . . rs a z jednozna£nosti rozkladu máme, ºe x je asociovaný s niektorým z
prvkov p1, p2, . . . , pn, q1, q2, . . . , qm. Ak je to niektorý z pi, tak x | a. V opa£nom
prípade je to niektorý z qj a x | b. Teda x je prvotný.

Na druhú stranu predpokladajme, ºe kaºdý ireducibilný prvok D je prvotný a
nech sú dané dva rozklady x = up1p2 . . . pn = vq1q2 . . . qm, kde pi, qj sú ireducibilné
a u, v sú delitele jednotky. Budeme postupova´ indukciou vzh©adom na n. Ak n = 1,
tak x = up1 = vq1q2 . . . qm a ke¤ºe kaºdý ireducibilný prvok je prvotný, p1 | qj pre
nejaké j (moºnos´ p1 | v nemôºe nasta´, lebo by to znamenalo, ºe p1 je delite© jed-
notky). No qj sú ireducibilné a teda p1 je asociované s qj (opä´, p1 nemôºe by´ delite©
jednotky). Potom x = up1 = vq1 . . . qj−1(wp1)qj+1 . . . qm, w je delite© jednotky a
po vykrátení u = vwq1 . . . qj−1qj+1 . . . qm. Sú£in q1 . . . qj−1qj+1 . . . qm je delite© jed-
notky, teda kaºdé z týchto qk je delite© jednotky, £o znamená, ºe m = 1 = n, teda
x = up1 = v′qj a tvrdenie platí. Nech teraz tvrdenie platí pre v²etky k, 1 ≤ k ≤ n−1.
Máme vyjadrenie x = up1p2 . . . pn = vq1q2 . . . qm. Opä´, ke¤ºe pn je prvotný, musí
deli´ niektorý prvok qj (delite© jednotky v to by´ nemôºe). Prezna£me indexy pri q
tak, aby to na²e qj bolo qm. Potom up1p2 . . . pn = vq1 . . . qm−1(wqm) a po vykrátení
up1p2 . . . pn−1 = vwq1 . . . qm−1. Teraz môºme pouºi´ induk£ný predpoklad, pod©a
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ktorého n− 1 = m− 1 a existuje permutácia π mnoºiny {1, 2, . . . , n− 1} taká, ºe pi
je asociované s qπ(i). Vidíme, ºe n = m a permutáciu π môºme roz²íri´ na permutá-
ciu π′ mnoºiny {1, 2, . . . , n}ktorá pôsobí ako π a navy²e π′(n) = m. To dokazuje
tvrdenie.

Ak chceme ukáza´, ºe okruh celých £ísel nejakého £íselného po©a je okruh s
jednozna£ným rozkladom, tak pod©a predchádzajúceho tvrdenia sta£í, ak pre kaºdý
ireducibilný prvok z O ukáºeme, ºe je prvotný. No ireducibilných prvkov v O je
nekone£ne ve©a (úloha 4.6) a overi´ pre kaºdý z nich, £i je prvotný, je nad na²e
sily. Preto musíme h©ada´ nejakú silnej²iu a efektívnej²iu podmienku, ktorá nám
zabezpe£í jednozna£nos´ rozkladu. Predchádzajúce tvrdenie nám v²ak (ke¤ºe je v
tvare ekvivalencie) poslúºi ako charakterizácia okruhov z jednozna£ným rozkladom,
£o môºme vyuºi´ na zjednodu²enie dôkazov.

V príklade 4.9 sme videli, ºe Z
[√
−5
]
nie je okruh s jednozna£ným rozkladom.

A teraz uº aj vieme pre£o. Existujú v ¬om totiº prvky (napríklad 2), ktoré sú
ireducibilné, ale nie sú prvotné (2 delí su£in (1 +

√
−5)(1 −

√
−5) = 6, ale nedelí

ºiadny z £inite©ov).
Aby nepri²lo k nedorozumeniu: ak nejaký okruh nie je okruh s jednozna£ným

rozkladom, neznamená to, ºe ºiadny prvok nemá jednozna£ný rozklad. Napríklad
v Z

[√
−5
]
máme 4 = 2.2 a tento rozklad je jednozna£ný, lebo N(4) = 16 a v

Z
[√
−5
]
neexistujú prvky s normou 2 alebo 8 a ani prvky s normou 4, ktoré by

neboli asociované s 2.
V okruhoch s jednozna£ným rozkladom môºme zavies´ podobné pojmy, súvisiace

s delite©nos´ou, aké poznáme v Z. Napríklad, pre a, b ∈ D môºme zade�nova´
najvä£²í spolo£ný delite© a, b ako prvok d ∈ D, ktorý sp¨¬a: d | a ∧ d | b a ak d′ | a,
d′ | b, tak d′ | d. Pre a alebo b rovné 0 de�nujeme najvä£²í spolo£ný delite© a, b ako
to druhé (nenulové) £íslo. Podobne môºme zavies´ pojem najmen²ieho spolo£ného
násobku pre a, b ako taký prvok l ∈ D, ºe a | l ∧ b | l a ak a | l′, b | l′, tak
l | l′. V²etky vlastnosti najmen²ích spolo£ných násobkov a najvä£²ích spolo£ných
delite©ov ako ich poznáme zo Z platia aj v danom okruhu. Ak máme k dispozícii
rozklady a, b na ireducibilné prvky, teda a = upa1

1 pa2
2 . . . pann , b = vpb11 p

b2
2 . . . pbnn ,

pi, pj nie sú asociované pre i 6= j a ai, bj ≥ 0 (pripú²´ame moºnos´, ºe niektorý
z exponentov ai, bj je nulový. Potrebujeme len vyjadrenie oboch prvkov pomocou
rovnakej mnoºiny prvotných prvkov.), tak d = p

min(a1,b1)
1 p

min(a2,b2)
2 . . . p

min(an,bn)
n a

l = p
max(a1,b1)
1 p

max(a2,b2)
2 . . . p

max(an,bn)
n . Ak najvä£²í spolo£ný delite© a, b je 1, tak

hovoríme, ºe a, b sú nesúdelite©né. Samozrejme, kaºdý prvok asociovaný s d je tieº
najvä£²í spolo£ný delite© daných prvkov a podobne aj kaºdý asociovaný s l je ich
najmen²í spolo£ný násobok.

Treba v²ak pripomenú´, ºe takéto de�nície si môºme dovoli´ len v okruhu s jed-
nozna£ným rozkladom, ako ukazuje nasledujúci príklad:

Príklad 4.12. Pokúsme sa v Z
[√
−5
]
nájs´ najvä£²í spolo£ný delite© a najmen²í

spolo£ný násobok £ísel 6 a 2(1 +
√
−5).

Ozna£me h©adaný najvä£²í spolo£ný delite© 6 a 2(1 +
√
−5) ako d. Z príkladu

4.9 vieme, ºe v Z
[√
−5
]
má prvok 6 dva rozklady: 6 = 2.3 = (1 +

√
−5)(1−

√
−5).

Ke¤ºe 2 | 6 a 2 | 2(1 +
√
−5), tak 2 | d. Podobne (1 +

√
−5) delí 6 aj 2(1 +

√
−5),

teda (1 +
√
−5) | d. V tomto okamihu by nám mohol prís´ na um argument, ºe
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ke¤ºe dva ireducibilné prvky, 2 a (1 +
√
−5) delia akýsi prvok, tak aj ich sú£in ho

musí deli´ a z toho by sme uº ©ahko do²li k sporu, teda k záveru, ºe h©adané d
neexistuje. Takýto argument je v²ak nesprávny; spomínané ireducibilné prvky totiº
nie sú prvotné a neumoºnujú takéto, hoci na prvý poh©ad prirodzené, operácie.
Musíme preto postupova´ inak. Pozrime sa na normy: N(2) = 4, N(1 +

√
−5) = 6

a norma d potom musí by´ násobok oboch týchto £ísel. Ale zárove¬ d | 6, teda
N(d) | N(6) = 36 a dostávame jedinú moºnos´, N(d) = 12. Pri predpise pre
normu a2 + 5b2 je v²ak takéto £osi nemoºné, teda h©adaný najvä£²í spolo£ný delite©
neexistuje.

Ozna£me teraz h©adaný najmen²í spolo£ný násobok 6 a 2(1+
√
−5) ako l. Ke¤ºe

6 | l, tak 36 | N(l) a podobne 2(1 +
√
−5) | l, teda 24 | N(l). Spojením týchto faktov

dostaneme, ºe 72 | N(l). Zrejme 6 | 3.2.(1 +
√
−5) a 2(1 +

√
−5) | 3.2.(1 +

√
−5),

teda l | 3.2.(1 +
√
−5) a N(l) | 216. Ak nahradíme £íslo 3.2.(1 +

√
−5) £íslom

(1 +
√
−5).2.(1 +

√
−5), tak pouºitím rovnakého postupu získame N(l) | 144. Teda

musí by´ N(l) = 72. To je v²ak opä´ pri predpise pre normu a2 + 5b2 nemoºné
(ak sa na rovnos´ pozrieme modulo 5), teda h©adaný najmen²í spolo£ný násobok
neexistuje.

4.5 Euklidovské okruhy

Obor integrity D nazveme euklidovský okruh, ak existuje funkcia ϕ : D − {0} → N
taká, ºe platia dve podmienky: 1. Ak a, b ∈ D − {0} a a | b, tak ϕ(a) ≤ ϕ(b). 2.
Pre a, b ∈ D − {0} existujú q, r ∈ D také, ºe a = qb + r, pri£om ϕ(r) < ϕ(b) alebo
r = 0. Napríklad pre Z takéto podmienky sp¨¬a absolútna hodnota prvku alebo pre
okruh polynómov v jednej neur£itej nad nejakým po©om môºme poloºi´ ϕ(p(t)) =
st(p), teda stupe¬ polynómu p. Kaºdý euklidovský okruh je okruh s jednozna£ným
rozkladom, no pri dokazovaní tohto tvrdenia budeme postupova´ ok©ukou.

Obor integrity D nazveme okruh hlavných ideálov, ak kaºdý ideál D je hlavný,
teda I = (a) pre nejaké a ∈ D. �ahko sa ukáºe, ºe okruh hlavných ideálov je okruh
s jednozna£ným rozkladom.

Tvrdenie 4.13. Kaºdý okruh hlavných ideálov je okruh s jednozna£ným rozk-
ladom.

Dôkaz. Nech D je okruh hlavných ideálov. To znamená, ºe kaºdý ideál je tvaru I =
(a) pre nejaké a ∈ D. Teda kaºdý ideál je kone£ne generovaný a D je noetherovský.
Tým sme dokázali existenciu rozkladu na ireducibilné prvky. Ostáva ukáza´, ºe
kaºdý ireducibilný prvok D je prvotný. Nech p je ireducibilný prvok D. Potom
pod©a tvrdenia 4.3.d je (p) maximálny hlavný ideál, teda maximálny ideál (kaºdý
ideál je hlavný). Nech p | ab, a, b 6= 0 a predpokladajme, ºe p - a. To znamená,
ºe ideál (p, a) ⊃ (p) a ke¤ºe (p) je maximálny, tak (p, a) = D. Z toho vyplýva, ºe
1 ∈ (p, a) a teda 1 = kp + la, k, l ∈ D. Po prenásobení tejto rovnosti b dostaneme
b = kpb+ lab. A ke¤ºe p | ab, tak p | kbp+ lab = b. Teda p | b a p je prvotný.

Po tejto krátkej odbo£ke sa môºme vráti´ naspä´ k euklidovským okruhom.

Tvrdenie 4.14. Kaºdý euklidovský okruh je okruh hlavných ideálov.
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Dôkaz. Nech D je euklidovský okruh a I ideál D. Ak I = {0} , tak I = (0),
£o je hlavný ideál. Nech teraz I 6= (0). Vezmime prvok x ∈ I taký, ºe ϕ(x) je
minimálne (obor hodnôt ϕ je N, teda také x ur£ite existuje). Pre ©ubovo©né y ∈ I
môºme písa´ y = qx + r, kde ϕ(r) < ϕ(x) alebo r = 0. Ke¤ºe I je ideál, tak ke¤
y, x patria do I, tak aj r patrí do I. Lenºe z toho okamºite dostávame, ºe moºnos´
ϕ(r) < ϕ(x) nemôºe nasta´, lebo x sme vyberali tak, aby ϕ(x) bolo minimálne.
Ostala nám len moºnos´ r = 0 a teda ©ubovo©né y ∈ I je násobok x, teda I = (x) je
hlavný ideál.

Dôsledok 4.15. Kaºdý euklidovský okruh je okruh s jednozna£ným rozkladom.

Tento výsledok pouºijeme v ¤a©²ej £asti, kde sa pozrieme na imaginárne kvadrat-
ické polia.

4.6 Euklidovské kvadratické polia

Tvrdenie 4.16. Okruhy celých £ísel kvadratických polí Q(
√
d) sú euklidovské pre

d = −1,−2,−3,−7,−11, s funkciou ϕ(α) = |N(α)| .

Dôkaz. Musíme ukáza´, ºe funkcia ϕ(α) = |N(α)| sp¨¬a podmienky 1 a 2, teda
1. Ak α, β ∈ O − {0} a α | β, tak ϕ(α) ≤ ϕ(β) a 2. Pre kaºdé α, β ∈ O − {0}
existujú q, r ∈ O také, ºe α = qβ + r, pri£om ϕ(r) < ϕ(β) alebo r = 0.

Ukáza´ platnos´ prvej podmienky je ©ahké, lebo ak α | β, tak β = αγ pre γ ∈ O
a ϕ(β) = |N(β)| = |N(α)N(γ)| = |N(α)| |N(γ)| ≥ |N(α)| = ϕ(α).

Pre druhú podmienku najprv dokáºeme s ¬ou ekvivalentné tvrdenie, s ktorým
sa nám bude ©ah²ie pracova´.

3. Pre ©ubovo©né ε ∈ Q(
√
d) existuje κ ∈ O také, ºe |N(ε− κ)| < 1.

2 ⇒ 3. Nech ε ∈ Q(
√
d). Pod©a lemy 2.11 vieme, ºe existuje c ∈ Z, c 6= 0

také, ºe cε ∈ O. Potom môºme písa´ cε = qc + r pre q, r ∈ O (α = cε, β = c).
Môºu nasta´ dva prípady: r = 0 a cε = qc, teda ε = q ∈ O a ke¤ poloºíme
κ = ε, tak |N(ε− κ)| = |N(ε− ε)| = |N(0)| = 0 < 1. V druhom prípade r 6= 0 a
|N(r)| < |N(c)| , teda

∣∣N( rc )
∣∣ < 1. Poloºme κ = q. Potom |N(ε− κ)| = |N(ε− q)| =∣∣N( qc+rc − q)

∣∣ =
∣∣N( rc )

∣∣ < 1.
3 ⇒ 2. Nech α, β ∈ O − {0} sú pevne zvolené. Potom pre ε = α

β ∈ Q(
√
d)

existuje κ ∈ O také, ºe |N(ε− κ)| =
∣∣∣N(αβ − κ)

∣∣∣ < 1. Ak |N(ε− κ)| = 0, tak
α
β = ε = κ, teda α = βκ (q = κ, r = 0). Ak |N(ε− κ)| 6= 0, tak po upravení∣∣∣N(αβ − κ)

∣∣∣ =
∣∣∣N(α−κββ )

∣∣∣ < 1 a po prenásobení |N(β)| máme |N(α− κβ)| < |N(β)|.
Poloºme q = κ, r = α−κβ. Potom q aj r patria do O, α = qβ+r a ϕ(r) = |N(r)| =
|N(α− κβ)| < |N(β)| = ϕ(β).

Teraz dokáºeme platnos´ podmienky 3, najprv pre prípad d 6= 1 mod 4 (teda
d = −1,−2). Nech ε = r + s

√
d, r, s ∈ Q. Chceme nájs´ £íslo κ = x + y

√
d,

x, y ∈ Z také, ºe platí podmienka 3. Zvo©me za x racionálne celé £íslo, ktoré
je najbliº²ie k r. Podobne zvo©me za y také racionálne celé £íslo, ktoré je na-
jbliº²ie k s. Potom zrejme |x− r| ≤ 1

2 , |y − s| ≤
1
2 . Po dosadení do podmienky

3 dostávame |N(ε− κ)| =
∣∣∣N(r + s

√
d− x− y

√
d)
∣∣∣ =

∣∣∣N(r − x+
√
d(s− y))

∣∣∣ =∣∣(r − x)2 − d(s− y)2
∣∣ ≤ ∣∣( 1

2 )2 − d( 1
2 )2
∣∣ ≤ 1

4 + 2 1
4 = 3

4 < 1. Teraz uvaºujme d = 1
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mod 4 (teda d = −3,−7,−11). Opä´ chceme pre ε = r + s
√
d, r, s ∈ Q nájs´ κ =

x + y( 1+
√
d

2 ), x, y ∈ Z také, aby platila podmienka 3. Ak upravujeme |N(ε− κ)| =∣∣∣N(r + s
√
d− x− y( 1+

√
d

2 ))
∣∣∣ =

∣∣∣N(r − x− y
2 +
√
d(s− y

2 ))
∣∣∣ =

∣∣(r − x− y
2 )2 − d(s− y

2 )2
∣∣

vidíme, ºe by mohlo by´ výhodné zvoli´ za y najbliº²ie celé £íslo k 2s, £ím dostaneme
nerovnos´ |2s− y| ≤ 1

2 , teda
∣∣s− y

2

∣∣ ≤ 1
4 . Ke¤ máme zvolené y, zvo©me x ako na-

jbliº²ie celé £íslo k r− y
2 , £ím dostaneme nerovnos´

∣∣r − y
2 − x

∣∣ ≤ 1
2 a môºme pokra£o-

va´ v upravovaní.
∣∣(r − x− y

2 )2 − d(s− y
2 )2
∣∣ ≤ ∣∣( 1

2 )2 − d( 1
4 )2
∣∣ ≤ 1

4 + 11 1
16 = 15

16 < 1.
Teda podmienka 3 platí a tvrdenie je dokázané.

Mohla by vzniknú´ otázka, £i sa predchádzajúce tvrdenie nedá dokáza´ aj pre
¤a©²ie, men²ie hodnoty d. No na²e vo©by x a y, ktoré boli viac-menej rozumné a
predsa sa nám pomocou nich len tak-tak podarilo dosiahnu´ hodnotu men²iu ako 1
nazna£ujú, ºe tomu tak pravdepodobne nebude.

Tvrdenie 4.17. Pre d < −11 a bez kvadratických delite©ov okruh celých £ísel
Q(
√
d) nie je euklidovský.

Dôkaz. Sporom. Predpokladajme, ºe okruh celých £ísel Q(
√
d) je euklidovský,

teda existuje nejaká funkcia ϕ, ktorá sp¨¬a podmienky 1 a 2 (to v²ak nutne nezna-
mená, ºe ϕ(α) = |N(α)|). Vezmime nenulové α ∈ O, nie delite© jednotky také, ºe
ϕ(α) je minimálne moºné. Potom pre ©ubovo©né β ∈ O môºme písa´ β = qα + r,
q, r ∈ O, kde ϕ(r) < ϕ(α) alebo r = 0. Lenºe α sme vyberali tak, ºe ϕ(α) bolo
minimálne moºné, teda r musí by´ 0 alebo delite© jednotky. Pod©a tvrdenia 4.1
jediné delitele jednotky v OQ(

√
d) pre d < −11 sú ±1. Ak sa na rovnos´ β = qα+ r

pozrieme ako rovnos´ vo faktorovom okruhu O/(α), tak pre ©ubovo©né β ∈ O máme
β = r mod α, teda kaºdé β patrí do niektorej z tried 1 + (α), 0 + (α), −1 + (α). Z
toho dostávame, ºe |O/(α)| ≤ 3.

Hodnotu |O/(α)| teraz vypo£ítame iným spôsobom. Ak d 6= 1 mod 4, tak in-

tegrálna báza Q(
√
d) je

{
1,
√
d
}
, £o je zárove¬ generujúca mnoºina O ako vo©nej

grupy. Hlavný ideál (α) je podgrupa O a mnoºina jeho generátorov je
{
α, α
√
d
}
.

Ke¤ ozna£íme α = a+b
√
d, a, b ∈ Z, tak

{
α, α
√
d
}

=
{
a+ b

√
d, db+ a

√
d
}
. Pod©a

tvrdenia 1.15 je po£et prvkov faktorového okruhu O/(α) rovný absolútnej hod-

note determinantu matice prechodu od bázy
{

1,
√
d
}
k
{
a+ b

√
d, db+ a

√
d
}
, teda

|O/(α)| =
∣∣∣∣∣∣∣∣ a b
db a

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣a2 − db2

∣∣ =
∣∣∣N(a+ b

√
d)
∣∣∣ = |N(α)| . Ak d = 1 mod 4, tak

generujúca mnoºia O je
{

1, 1+
√
d

2

}
a generujúca mnoºina (α) je

{
α, α+α

√
d

2

}
, £o sa

pri ozna£ení α = a+b 1+
√
d

2 dá upravi´ na mnoºinu
{
a+ b 1+

√
d

2 , b(d−1)
4 + (a+ b) 1+

√
d

2

}
.

Matica prechodu od bázy O k báze (α) je potom
(

a b
b(d−1)

4 a+ b

)
a absolútna

hodnota jej determinantu je
∣∣∣a2 + ab+ b2

4 −
db2

4

∣∣∣ =
∣∣∣N(a+ b 1+

√
d

2 )
∣∣∣ = |N(α)| . Teda

v oboch prípadoch dostávame rovnaký výsledok (v ¤a©²ej kapitole uvidíme, ºe to
nie je náhoda) a musí plati´ |N(α)| ≤ 3. To znamená, ºe

∣∣a2 − db2
∣∣ ≤ 3, a pre d = 1

mod 4 aj
∣∣a2 − db2

∣∣ ≤ 12, a, b ∈ Z, £o v²ak pre d < −11 má jediné rie²enia a = ±1,
b = 0 (d = −12 nie je £íslo bez kvadratických delite©ov, teda a = 0, b = ±1 nie je
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prípustné rie²enie). Potom α = ±1, £o sú delitele jednotky v O, teda dostávame
spor s predpokladom a OQ(

√
d) pre d < −11 a bez kvadratických delite©ov nie je

euklidovský okruh.

Samozrejme, to, ºe tieto okruhy nie sú euklidovské e²te neznamená, ºe nie sú s
jednozna£ným rozkladom. Je známy výsledok, ºe okruhy celých £ísel imaginárnych
kvadratických polí Q(

√
d) sú okruhy s jednozna£ným rozkladom práve vtedy, ak

d = −1,−2,−3,−7,−11,−19,−43,−67, alebo −163.
Pre reálne kvadratické polia zatia© nie je dokázané ºiadne podobné tvrdenie.

Vlastne sa ani nevie, £i mnoºina takých d > 0, ºe okruhy celých £ísel Q(
√
d) sú

okruhy s jednozna£ným rozkladom, je kone£ná alebo nekone£ná.

Na konci tejto kapitoly e²te dokáºeme krátke tvrdenie pochádzajúce od francúzskeho
matematika Fermata, ktoré hovorí: �26 je jediné prirodzené £íslo, ktoré má zospodu
²tvorec a zvrchu kocku.� Formálnej²ie povedané:

Tvrdenie 4.18. Rovnica y2 +2 = x3 má pre x, y ∈ Z jediné rie²enia y = ±5, x = 3.

Dôkaz. Najprv si v²imnime, ºe y nemôºe by´ párne, lebo potom by ©avá strana bolo
párne £íslo delite©né dvoma, ale ²tyrmi (a ani ôsmimi) uº nie, kdeºto na pravej strane
by (pre nutne párne x) bolo £íslo delite©né ôsmimi. Rozloºme teraz y2 +2 v Z

[√
−2
]

(ktorý, ako vieme, je okruh s jednozna£ným rozkladom) na (y +
√
−2)(y −

√
−2).

Teda (y +
√
−2)(y −

√
−2) = x3. Teraz ukáºeme, ºe (y +

√
−2) a (y −

√
−2) sú

navzájom nesúdelite©né. Ak by mali nejakého spolo£ného delite©a (ozna£me ho
c + d

√
−2, c, d ∈ Z), tak on musí deli´ ich sú£et aj rozdiel, teda £ísla 2y a 2

√
−2.

Porovnaním noriem dostaneme c2 + 2d2 | 4y2, c2 + 2d2 | 8 a ke¤ºe y je nepárne,
tak c2 + 2d2 | 4. Existuje hne¤ nieko©ko rie²ení tohto vz´ahu: c = ±1, d = 0,
c = 2, d = 0, c = 0, d = ±1; ale ºiadne z nich nám nedáva netriviálneho delite©a
y +
√
−2. Teda (y +

√
−2) a (y −

√
−2) sú navzájom nesúdelite©né. Ale ke¤ºe

ich sú£in je tretia mocnina nejakého £ísla, tak obidve musia by´ tretie mocniny
nejakých £ísel. (Tu vyuºívame jednozna£nos´ rozkladu v Z

[√
−2
]
. �itate© si isto

spomenie na príklad v Q(
√
−26) 27 = (1 +

√
−26)(1 −

√
−26).) Teda dostávame,

ºe y +
√
−2 = (a + b

√
−2)3 = a3 − 6ab2 +

√
−2(3a2b − 2b3), a, b ∈ Z. Porov-

naním koe�cientov pri
√
−2 dostaneme rovnicu 1 = b(3a2 − 2b2). Pre b = 1 musí

by´ a = ±1 a pre b = −1 nedostávame celo£íselné a. Ke¤ sa vrátime naspä´, tak
y +
√
−2 = (±1 +

√
−2)3 = ±5 +

√
−2, teda y = ±5 a z toho x = 3, £o naozaj sú

rie²enia.

4.7 Úlohy

1. Ktoré z nasledujúcich prvkov zo Z [i] sú ireducibilné?
(a) 1 + i
(b) 3− 7i
(c) 5
(d) 7

2. Je grupa delite©ov jednotky okruhu celých £ísel £íselného po©a Q(
√

3) kone£ná?
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3. Je 10 = 2.5 = (3 + i)(3− i) príklad nejednozna£ného rozkladu v Z [i]?

4. Nech D je okruh s jednozna£ným rozkladom a a, b sú dva nesúdelite©né prvky
z D, nie delitele jednotky. Dokáºte, ºe ak ab = cn pre nejaké c ∈ D, tak existuje
delite© jednotky e ∈ D taký, ºe ea a e−1b sú n−té mocniny nejakých prvkov z D.

5. Nech K je £íselné pole, O je jeho okruh celých £ísel a α ∈ O je prvotný pr-
vok. Dokáºte (s vyuºitím faktu, ºe α | N(α)), ºe jediné racionálne celé £ísla, ktoré
α delí, sú práve celo£íselné násobky istého prvo£ísla zo Z.

6. Dokáºte, ºe v kaºdom okruhu celých £ísel £íselného po©a existuje nekone£ne
ve©a ireducibilných prvkov.

Rie²enia

1. S vyuºitím tvrdenia 4.8 (c) dostaneme, ºe v (a), kde N(1 + i) = 2, £o je pr-
vo£íslo, je 1 + i ireducibilný. V (b) je N(3 − 7i) = 58, £o prvo£íslo nie je. Teda
by mohli by existova´ delitele tohto prvku s normami 2 alebo 29. V £asti (a) sme
videli jeden prvok s normou 2 a naozaj platí (3− 7i) = (1 + i)(−2− 5i), teda 3− 7i
nie je ireducibilný. V (c) je N(5) = 25, teda prípadný delite© by musel ma´ normu
5. Rie²ením rovnice a2 + b2 = 5 je napríklad dvojica a = 2, b = 1 a naozaj platí
5 = (2 + i)(2− i), teda 5 nie je ireducibilný. Podobne v (d) je N(7) = 49 a prípadný
delite© by musel ma´ normu 7, ale rovnica a2 + b2 = 7 nemá pre a, b ∈ Z rie²enie.
Teda 7 je ireducibilný.

2. V tejto úlohe si sta£í v²imnú´, ºe prvky (2 +
√

3) a (2 −
√

3) sú celé £ísla
(patria do Z

[√
3
]
, £o je okruh celých £ísel Q(

√
3)) a ich sú£in je 1; teda sú to

delitele jednotky. Navy²e, ©ubovo©ná mocnina týchto prvkov je delite© jednotky,
lebo (2 +

√
3)k(2−

√
3)k = 1k = 1 pre k ∈ N. A ©ahko je vidie´, ºe tieto mocniny sú

navzájom rôzne prvky, ktoré patria do Z
[√

3
]
, teda mnoºina delite©ov jednotky v

Z
[√

3
]
je nekone£ná.

3. Z tvrdenia 4.16 vieme, ºe Z [i] je okruh s jednozna£ným rozkladom, teda odpove¤
na otázku je nie. Ak chceme nájs´ rozklad 10 na ireducibilné prvky v Z [i] , tak
napríkad s vyuºitím prvej úlohy môºme písa´ 10 = (1+ i)(1− i)(2+ i)(2− i), pri£om
platí: (1+ i)(1− i) = 2, (2+ i)(2− i) = 5, (1+ i)(2− i) = 3+ i a (1− i)(2+ i) = 3− i.

4. Ke¤ºe D je okruh s jednozna£ným rozkladom, tak predpokladajme, ºe c má
rozklad c = vpe11 . . . pemm , kde v je delite© jednotky a pi sú ireducibilné. Potom platí
ab = (vpe11 . . . pemm )n = vnpne11 . . . pnemm . Lenºe v okruhu s jednozna£ným rozkladom
je kaºdý ireducibilný prvok prvotný, teda z toho, ºe pi | ab vyplýva pi | a alebo pi | b.
Navy²e, a a b sú nesúdelite©né, teda ak pi | a, tak musí uº plati´ pneii | a. Z týchto
úvah dostávame, ºe mnoºina {p1, . . . , pm} sa dá rozloºi´ na dve disjunktné podm-
noºiny {pa1 , . . . , pas} a {pb1 , . . . , pbr} také, ºe a má rozklad a = up

nea1
a1 . . . p

neas
as

a b má rozklad b = wp
neb1
b1

. . . p
nebr
br

, kde u,w sú delitele jednotky také, ºe uw =
vn. Poloºme teraz e = w. Potom ea = wup

nea1
a1 . . . p

neas
as = vnp

nea1
a1 . . . p

neas
as =

(vpea1a1 . . . p
eas
as )n a podobne e−1b = w−1wp

neb1
b1

. . . p
nebr
br

= (peb1b1 . . . p
ebr
br

)n, £o dokazuje
tvrdenie.

40



5. Ak vyuºijeme fakt, ºe α | N(α) (lebo N(α) je sú£in konjugovaných prvkov k α a
teda α sa v tomto sú£ine nachádza), tak α delí akési racionálne celé £íslo, lebo norma
celého £ísla je prvok Z. Táto norma nie je rovná ±1, lebo α nie je delite© jednotky
(je prvotný), teda N(α) = ±pe11 . . . penn , kde pi sú prvo£ísla. Potom α | pe11 . . . penn a
z toho, ºe α je prvotný dostávame, ºe α | pi pre nejaké i. Ozna£me si toto pi ako p.
Teda α delí v²etky racionálne celé £ísla, ktoré sú násobkami p. Ak by v²ak existovalo
nejaké ¤al²ie racionálne celé £íslo m také, ºe α | m a m nie je násobok p (teda m a p
sú nesúdelite©né), tak z Bézoutovej identity dostaneme existenciu nejakých u, v ∈ Z
takých, ºe platí um+vp = 1. Ale potom α | um+vp = 1, teda α je delite© jednotky,
£o je spor.

6. Vyuºijeme známy fakt, ºe v Z existuje nekone£ne ve©a prvo£ísel. Navy²e vieme,
ºe Z ⊆ OK pre ©ubovo©né £íselné pole K. Ak [K : Q] = n a p ∈ Z, tak N(p) = pn.
V¤aka tomu, ºe OK je noetherovský okruh a teda je v ¬om moºný rozklad na ire-
ducibilné prvky máme pre kaºdé prvo£íslo p zaru£enú existenciu akéhosi ireducibil-
ného prvku z OK , ktorý toto prvo£íslo delí. Ozna£me ho ip. Norma prvku ip musí
by´ delite© normy p, teda N(ip) = pe, kde 1 ≤ e ≤ n. Pre rôzne prvo£ísla p, q
sú prvky ip a iq rôzne, lebo ak by sa rovnali, tak pod©a noriem by muselo plati´
N(ip) = pe = qf = N(iq), £o je v²ak pre rôzne prvo£ísla p, q nemoºné. Mnoºina
prvkov ip síce nemusí obsahova´ v²etky ireducibilné prvky z OK , ale je nekone£ná,
£o dokazuje tvrdenie.
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Kapitola 5

Ideály
V tejto kapitole sa pozrieme na ideály okruhu celých £ísel £íselného po©a, ktoré
sa ukáºu by´ vhodnými objektami pre ²túdium. Po zov²eobecnení pojmu ideál na
pojem zlomkový ideál ukáºeme, ºe zlomkové ideály okruhu celých £ísel tvoria grupu.
A tak ako existovali isté ²peciálne prvky okruhu celých £ísel, t.j. prvotné, tak po
zavedení pojmu prvoideál dokáºeme, ºe ©ubovo©ný ideál okruhu celých £ísel £íselného
po©a sa dá jednozna£ne rozloºi´ na sú£in prvoideálov.

5.1 Rozklad ideálov na prvoideály

V predchádzajúcej kapitole sme videli, ºe okruhy celých £ísel algebraických £íselných
polí ako zov²eobecnenia okruhu Z si zachovali vlastnos´, ºe sa kaºdý ich prvok dá
rozloºi´ na sú£in ireducibilných prvkov, no v niektorých okruhoch tento rozklad
nemusí by´ jednozna£ný. Pozrime sa preto opä´ na niektorý z týchto prípadov, £i
náhodou neobjavíme nie£o, £o sme si predtým nev²imli.

Vezmime dva rozklady na ireducibilné prvky v Q(
√

15) : 2.5 = (5+
√

15)(5−
√

15).
V oboch rozkladoch sa nachádza £íslo 5, dokonca aj pod odmocninou a preto

by mohlo by´ prirodzené pokúsi´ sa vykona´ takú úpravu, ºe na oboch stranách
vyjmeme

√
5. Problém v²ak je v tom, ºe

√
5 nepatrí do okruhu Z

[√
15
]
. Prejdime

preto do vä£²ieho okruhu Z
[√

3,
√

5
]
, v ktorom uº môºme písa´ 2

√
5
√

5 =
√

5(
√

5 +√
3)
√

5(
√

5−
√

3). Zrejme platí 2 = (
√

5 +
√

3)(
√

5−
√

3). Vidíme teda, ºe to, £o sa
nám pred chví©ou zdalo by´ ukáºka nejednozna£ného rozkladu, je v skuto£nosti len
iné usporiadanie a popárovanie £inite©ov

√
5,
√

5,
√

5 +
√

3,
√

5−
√

3.
Týmto spôsobom sa nám podarilo zachráni´ nejednozna£nos´ rozkladu prvku 10

v Z
[√

15
]
tak, ºe sme pre²li do vä£²ieho okruhu, v ktorom sa predtým nerozloºite©né

prvky rozloºili na spolo£né £initele a celá záleºitos´ s nejednozna£nos´ou rozkladu sa
rýchlo vysvetlila. Dalo by sa nie£o podobné urobi´ vo v²eobecnosti? Teda pre kaºdý
prípad nejednozna£ného rozkladu nájs´ vä£²í okruh, v ktorom by tento rozklad uº
bol jednozna£ný? Moºno áno, ale my sa budeme ubera´ trochu iným smerom.

Majme prvky x, a, b nejakého okruhu R, pre ktoré platí x = ab. Potom pre hlavné
ideály platí (x) = (a) (b) a zrejme aj v²eobecne, ak máme rozklad x = p1p2 . . . pn,
tak (x) = (p1) (p2) . . . (pn) . Ke¤ sa teraz vrátime k ná²mu príkladu, tak z rozkladu
v Z

[√
3,
√

5
]

10 =
√

5
√

5(
√

5 +
√

3)(
√

5 −
√

3) dostávame rozklad ideálu (10) =(√
5
) (√

5
) (√

5 +
√

3
) (√

5−
√

3
)
. Mohli by sme sa pokúsi´ vráti´ naspä´ do ná²ho

pôvodného okruhu Z
[√

15
]
tak, ºe urobíme prienik kaºdého z týchto ideálov so

Z
[√

15
]
. Výsledkami budú ideály Z

[√
15
]
.

Ozna£me I =
(√

5 +
√

3
)
∩ Z

[√
15
]
. Prvok

√
5(
√

5 +
√

3) = 5 +
√

15 patrí do(√
5 +
√

3
)
aj do Z

[√
15
]
, teda 5 +

√
15 ∈ I. Podobne prvok

√
3(
√

5 +
√

3) =
3 +
√

15 patrí do
(√

5 +
√

3
)
aj do Z

[√
15
]
, teda 3 +

√
15 ∈ I. Potom aj rozdiel

(5 +
√

15)− (3 +
√

15) = 2 patrí do I. Ak by v²ak I bol hlavný ideál s generátorom
a+b
√

15, a, b ∈ Z, tak norma tohto generátora musí deli´ normy prvkov 2 aj 5+
√

15,
teda a2 − 15b2 | 4 a 10, z £oho vyplýva a2 − 15b2 | 2. Dostávame ²tyri moºnosti:
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norma a+ b
√

15 môºe by´ jedno z £ísel 2,−2, 1,−1. Prvé dve v²ak rýchlo vylú£ime,
lebo modulo 5 by muselo plati´ a2 = ±2, £o je nemoºné. Druhé dve moºnosti nám
hovoria, ºe h©adaný generátor je delite© jednotky v Z

[√
15
]
a teda ideál I je celé

Z
[√

15
]
. To ale znamená, ºe Z

[√
15
]
⊆
(√

5 +
√

3
)
, teda 1 ∈

(√
5 +
√

3
)
, z £oho

musí by´ 1√
5+
√

3
=
√

5−
√

3
2 ∈ Z

[√
3,
√

5
]
, £o ale zrejme neplatí. Výsledok je taký, ºe

ideál I nie je hlavný (a nie je ´aºké ukáza´, ºe I =
(
2, 5 +

√
15
)
, teda je generovaný

dvoma prvkami). Samozrejme, aj v Z
[√

15
]
máme (dokonca dva) rozklady ideálu

(10) = (2) (5) =
(
5 +
√

15
) (

5−
√

15
)
. Tieto ideály sa ale dajú ¤alej rozloºi´ a

úplná faktorizácia ideálu (10) je (10) =
(
2, 5 +

√
15
) (

2, 5 +
√

15
) (

5,
√

15
) (

5,
√

15
)

(v²imnime si prítomnos´ ná²ho ideálu I v tomto rozklade). A dva rôzne rozklady
ideálu (10) (a nim odpovedajúce rôzne rozklady prvku 10 na ireducibilné prvky)
vzniknú len odli²ným popárovaním týchto ²tyroch ideálov.

Predchádzajúcimi úvahami sme sa pokúsili na£rtnú´ hlavnú my²lienku, ktorú
budeme v tejto kapitole ¤alej rozvíja´. Vybudujeme trocha teórie, ktorá nám poskytne
hlb²í poh©ad na faktorizáciu prvkov a ideálov a zárove¬ dodá predchádzajúcemu
postupu punc formálnosti a korektnosti.

Pripome¬me si teraz niektoré de�nície z prvej kapitoly:
Ideál a je taký podokruh okruhu R, pre ktorý platí, ºe pre v²etky r ∈ R a a ∈ a :

ra ∈ a, ar ∈ a.
Prvoideál a je taký ideál, ºe ak pre ideály b, c platí bc ⊆ a, tak b ⊆ a alebo c ⊆ a.

Ekvivalentná (a moºno známej²ia) de�nícia je, ºe a je prvoideál, ak pre ab ∈ a platí
a ∈ a alebo b ∈ a. My v²ak nebudeme pracova´ s konkrétnymi prvkami, ale s ideálmi
ako mnoºinami a preto uprednost¬ujeme prvú de�níciu.

Maximálny ideál a je taký ideál, ºe ak a ⊆ b, tak b = a alebo b = R.
Z dôsledku 1.3 navy²e vieme, ºe kaºdý maximálny ideál je prvoideál.
Pridajme v²ak e²te jednu de�níciu: Zlomkový ideál a okruhu celých £ísel £ísel-

ného po©a K je taký O−submodul K, pre ktorý platí, ºe existuje nenulové c ∈ K
také, ºe ca ⊆ O. Zlomkový ideál je teda podmnoºina K uzavretá na s£ítavanie a na
násobenie prvkami z O a je dôleºité uvedomi´ si, ºe ca je potom ideál O. Ak totiº
cα, cβ ∈ O pre α, β ∈ a, tak α ± β ∈ a a potom cα ± cβ = c(α ± β)∈ ca, teda ca
je podokruh O. A ak r ∈ O a cα ∈ ca, tak cαr = c(αr) ∈ ca v¤aka tomu, ºe a je
O−modul a teda mnoºina uzavretá na násobenie prvkami z O.

Kaºdý ideál O je aj zlomkový ideál (sta£í zvoli´ c = 1). Ale napríklad v Q
môºu by´ príkladmi zlomkových ideálov mnoºiny 1

2Z, 4
3Z, . . . . V²eobecne, ak a je

zlomkový ideál a b =ca je ideál O, tak a je mnoºina c−1b. Ak by kaºdý ideál O bol
hlavný a teda b = (b) = bO, tak a = c−1bO a zlomkové ideály O sú práve mnoºiny
αO, kde α ∈ K. Samozrejme existujú okruhy celých £ísel, ktoré nie sú okruhmi
hlavných ideálov (napríklad tie, £o nie sú okruhmi s jednozna£ným rozkladom). Pre
ne nemáme takéto jednoduché vyjadrenie zlomkových ideálov.

Tvrdenie 5.2. Okruh celých £ísel O £íselného po©a K má tieto vlastnosti:
(a) O je obor integrity, s podielovým po©om K.
(b) O je noetherovský okruh.
(c) Ak α ∈ K sp¨¬a nenulový polynóm s koe�cientami z O, tak α ∈ O.
(d) Kaºdý nenulový prvoideál O je maximálny.

Dôkaz. �asti (a),(b),(c) sú zrejmé alebo uº boli dokázané v predchádzajúcom
texte, preto sa obmedzíme na £as´ (d). Nech p je nenulový prvoideál O. Vezmime
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©ubovo©né nenulové α ∈ p a ozna£me N(α) = α1α2 . . . αn = N, kde αi sú konjugov-
ané prvky k α a α1 = α.Ke¤ºe α je celé £íslo, takN ∈ Z a zárove¬ sú£in α2 . . . αn pa-
trí do B. Lenºe tento sú£in je zárove¬ rovný Nα−1

1 ∈ K, teda α2 . . . αn ∈ B∩K = O.
Z toho, ºe p je ideál a α1 ∈ p dostávame, ºe α1α2 . . . αn = N ∈ p a teda (N) ⊆ p.
Ideál (N) = NO má ako vo©ná grupa rovnaký po£et generátorov ako O, preto pod©a
tvrdenia 1.15 je O/NO kone£ný okruh. Potom O/p ako jeho faktorový okruh je tieº
kone£ný okruh a ke¤ºe p bol prvoideál, tak je to obor integrity. A pod©a tvrdenia
1.1 je kaºdý kone£ný obor integrity pole, teda p je maximálny ideál.

Okruh, ktorý sp¨¬a podmienky (a)�(d) z predchádzajúceho tvrdenia sa nazýva
Dedekindov okruh. O chví©u dokáºeme tvrdenie, ºe kaºdý ideál O sa dá rozloºi´ na
sú£in prvoideálov, a to jednozna£ne aº na poradie. Rovnaké tvrdenie platí aj pre
Dedekindove okruhy v²eobecne.

Z £asti (d) vidíme, ºe pojmy �maximálny ideál� a �prvoideál� znamenajú v okruhu
celých £ísel £íselného po©a to isté. Neskôr budeme túto skuto£nos´ výhodne vyuºíva´.

E²te by sná¤ bolo vhodné vysvetli´, pre£o budeme (hoci len chví©u) pracova´ so
zlomkovými ideálmi a nie len s �oby£ajnými�. Dôvod je jednoduchý: nepodarilo by
sa nám vytvori´ grupu, lebo by sme nemali inverzné prvky. Zatia© síce nevieme, £o
bude neutrálnym prvkom tejto grupy, ale ke¤ vopred prezradíme, ºe ním bude O,
tak napríklad k hlavnému ideálu (a) by sa nám ve©mi hodila mnoºina a−1O, £o v²ak
nie je ideál O, ale zlomkový ideál uº áno.

Lema 5.3. Nech a je nenulový ideál O. Potom existujú prvoideály p1, p2, . . . , pr
také, ºe p1p2 . . . pr ⊆ a.

Dôkaz. Sporom. Ak existuje taký ideál, ºe pre¬ho neexistujú ºiadne také pr-
voideály pi, tak ke¤ºe O je noetherovský okruh, môºme v¤aka princípu maximality
vzia´ najvä£²í vlastný ideál vzh©adom na neexistenciu takých pi. Ozna£me tento
ideál a. Potom a nie je prvoideál, lebo by sme mohli zvoli´ p1 = a a teda z de�ní-
cie prvoideálu dostávame existenciu nejakých ideálov b, c takých, ºe bc ⊆ a ale
b * a, c * a. Ozna£me a1 = a + b, a2= a + c. Potom a1a2⊆ a, ale a ⊂ a1, a ⊂ a2.
Teda z princípu maximality pre a1, a2 uº existujú prvoideály p1, . . . , ps, q1, . . . , qt
také, ºe p1 . . . ps⊆ a1, q1 . . . qt ⊆ a2. Ale potom p1 . . . psq1 . . . qt ⊆ a1a2 ⊆ a, £o je
spor s predpokladom.

Tvrdenie 5.4. Nenulové zlomkové ideály okruhu celých £ísel O tvoria komutatívnu
grupu vzh©adom na násobenie.

Dôkaz. Mnoºina v²etkých zlomkových ideálov O je zrejme neprázdna, lebo samotné
O do nej patrí. Komutatívnos´ a asociatívnos´ sú zrejmé. A v¤aka komutatívnosti
sta£í ukáza´ existenciu neutrálneho a inverzných prvkov len z jednej strany. Vezmime
preto ©ubovo©ný nenulový zlomkový ideál a =c−1b, c 6= 0. Potom aO =c−1bO =
c−1(bO) = c−1b = a. Teda O je neutrálny prvok. Pre a ako nenulový ideál O de�n-
ujme mnoºinu a−1 = {x ∈ K;xa ⊆ O} . Uº samotné ozna£enie −1 nazna£uje, ºe toto
bude ná² kandidát na inverzný prvok pre ideál a. Pozrime sa preto na niektoré vlast-
nosti tejto mnoºiny: Ak vezmeme ©ubovo©né nenulové c ∈ a, tak ca−1 ⊆ O, teda
a−1 je zlomkový ideál. Z de�nície je vidie´, ºe aa−1 ⊆ O, teda aa−1 je ideál. Zrejme
O ⊆ a−1, teda a =aO ⊆ aa−1. A ak pre dva ideály platí a ⊆ b, tak O ⊆ b−1 ⊆ a−1.
(Pre ilustráciu: Nech K = Q, O = Z a a = 3Z. Potom do a−1 patria prvky
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1, 2,−3, 1
3 ,

17
3 , . . . a nie je ´aºké ukáza´, ºe a−1 = 1

3Z. Pre ©ubovo©né nenulové c ∈ a,
teda c = 3k je mnoºina ca−1 = kZ ideál Z. aa−1 = Z, £o je podmnoºina Z. A ak
vezmeme b =12Z, tak 12Z ⊆ 3Z a Z ⊆ 1

3Z ⊆ 1
12Z.)

Existenciu inverzných prvkov teraz dokáºeme v nieko©kých krokoch:
1. Ak a je vlastný ideál, tak O ( a−1.
Vieme, ºe O ⊆ a−1, teda chceme ukáza´ existenciu nejakého prvku v a−1, ktorý

nie je celé £íslo. A ke¤ºe a ⊆ p pre nejaký maximálny ideál p a p−1 ⊆ a−1, tak sta£í
ukáza´ existenciu takého prvku pre maximálny ideál p. Vezmime ©ubovo©né nenulové
a ∈ p. Potom pod©a lemy 5.3 existujú prvoideály p1, . . . , pr také, ºe p1 . . . pr ⊆
(a) ⊆ p. Vezmime to vyjadrenie, pre ktoré je r minimálne. Ke¤ºe p je prvoideál
(kaºdý maximálny ideál je prvoideál), tak existuje i také, ºe pi ⊆ p. Bez ujmy na
v²eobecnosti nech je to p1. Teda p1 ⊆ p, ale p1 je maximálny ideál (v O je kaºdý
prvoideál maximálny) a teda p1 = p. Potom p2 . . . pr * (a) kvôli minimalite r (ak by
náhodou bolo r = 1, tak sú£in p2 . . . pr = O). To znamená, ºe vieme nájs´ b také,
ºe b ∈ p2 . . . pr a b /∈ (a). Potom p1b = pb ⊆ (a) = aO, teda pba−1 ⊆ O. Vidíme, ºe
ba−1 ∈ p−1. No b /∈ (a) , teda ba−1 /∈ O a na²li sme h©adaný prvok.

2. Ak a je nenulový ideál a pre mnoºinu S ⊆ K platí aS ⊆ a, tak S ⊆ O.
Nech a1, a2, . . . , an sú generátory ideálu a. Vezmime ©ubovo©né θ ∈ S. Ke¤ºe

aθ ⊆ a, tak kaºdý zo sú£inov a1θ, a2θ, . . . , anθ patrí do a a dá sa vyjadri´ ako
kombinácia generátorov a1, a2, . . . , an. Pre kaºdé i = 1 . . . n potom máme aiθ =∑n
j=1 bijaj , pre nejaké bij patriace do Z. Takto dostávame maticu b11 − θ . . . b1n 0
. . . . . . . . . . . .
bn1 . . . bnn − θ 0

 , ktorá má nenulové rie²enie (generátory a1, . . . , an),

teda jej determinant je nulový. Tento determinant je (po prípadnom prenásobení
−1) monický polynóm s koe�cientami zo Z, ktorý θ sp¨¬a. Teda θ ∈ B ∩K = O.

3. Ak p je maximálny ideál, tak pp−1 = O.
Vieme, ºe p ⊆ pp−1 ⊆ O a pp−1 je ideál. Lenºe p je maximálny ideál, teda

pp−1 = p alebo pp−1 = O. Ak by bolo pp−1 = p, tak pod©a predchádzajúceho kroku
je p−1 ⊆ O, £o je v²ak v spore s tvrdením v prvom kroku. Teda pp−1 = O.

4. Ak a je nenulový ideál, tak aa−1 = O.
Ak by to tak nebolo, tak z princípu maximality môºme vzia´ najvä£²í ideál a

taký, ºe aa−1 6= O. Potom existuje maximálny ideál p taký, ºe a ⊆ p. Vieme, ºe
O ⊆ p−1 ⊆ a−1, teda a ⊆ ap−1 ⊆ aa−1 a ke¤ºe aa−1 ⊆ O, tak aj ap−1 ⊆ O, kde
ap−1 je ideál. Pozrime sa teraz na inklúziu a ⊆ ap−1. Ak by bolo a = ap−1, tak by
sme z druhého kroku dostali p−1 ⊆ O, £o je v spore s prvým krokom. Teda a ⊂ ap−1.
Pretoºe a bol vybraný ako najvä£²í ideál taký, ºe aa−1 6= O, tak pre ap−1 uº musí
plati´ ap−1(ap−1)−1 = O. Táto rovnos´ znamená, ºe p−1

(
ap−1

)−1⊆ a−1. Teda
ap−1(ap−1)−1 ⊆ aa−1. No o £lene na ©avej strane inklúzie vieme, ºe ap−1(ap−1)−1 =
O, a na pravej zase aa−1 ⊆ O. Teda O ⊆ aa−1 ⊆ O, z £oho dostávame, ºe aa−1 = O,
£o je spor s predpokladom. Teda a−1 naozaj je inverzný prvok k ideálu a.

5. Ku kaºdému zlomkovému ideálu a existuje inverzný prvok.
Ak a je zlomkový ideál, tak a =c−1b, kde c ∈ O, c 6= 0 a b je ideál. Poloºme

a′ = cb−1. Potom a′ je zlomkový ideál a aa′ = c−1cbb−1 = O. Teda a′ je inverzný
prvok k zlomkovému ideálu a. Týmto sme ukázali existenciu inverzných prvkov a
dokázali tvrdenie, ºe nenulové zlomkové ideály O tvoria komutatívnu grupu.

Tvrdenie 5.5. Kaºdý nenulový zlomkový ideál O sa dá napísa´ ako sú£in pr-
voideálov, a to jednozna£ne aº na poradie.
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Dôkaz. Najprv ukáºeme existenciu rozkladu �oby£ajného� ideálu na prvoideály
a jednozna£nos´ tohto rozkladu. Nech existuje ideál, ktorý sa nedá napísa´ ako
sú£in prvoideálov. Vezmime potom najvä£²í ideál taký, ktorý sa takto nedá napísa´
a ozna£me ho a. Potom a nie je prvoideál, ale ur£ite je obsiahnutý v nejakom max-
imálnom ideáli p. Podobne ako v ²tvrtom kroku predchádzajúceho dôkazu dostávame
inklúzie a ⊂ ap−1 ⊆ O.Ke¤ºe ideál ap−1 je ostro vä£²í ako a, tak uº sa dá napísa´ ako
sú£in prvoideálov. Teda ap−1 = p1 . . . pr, kde p1, . . . , pr sú prvoideály. Ale p je tieº
prvoideál (lebo je maximálny ideál) a potom a = pp1 . . . pr, £o je sú£in prvoideálov
a spor s predpokladom. Tým sme dokázali existenciu rozkladu na prvoideály pre
ideály.

Nech teraz pre nejaký ideál a existujú dva rozklady: a =p1 . . . pr = q1 . . . qs, kde
pi, qj sú prvoideály. Pretoºe q1 . . . qs ⊆ p1 a p1 je prvoideál, tak niektoré qj ⊆ p1.
Ale toto qj je prvoideál a teda maximálny ideál, teda qj = p1. Teraz môºme pôvodnú
rovnos´ p1 . . . pr = q1 . . . qs �prenásobi´� p−1

1 , v¤aka £omu na kaºdej strane ubudne
jeden £inite© a potom sta£í pouºi´ indukciu vzh©adom na r. Takto sme dokázali
jednozna£nos´ vyjadrenia kaºdého ideálu ako sú£in prvoideálov. Ak povolíme aj zá-
porné mocniny, tak môºme tento výsledok roz²íri´ na zlomkové ideály. Pre zlomkový
ideál a totiº platí a =c−1b, kde b je ideál. Potom ca = b a zárove¬ aj (c) a = b. Ideály
(c) a b majú jednoza£ný rozklad na prvoideály: nech (c) = p1 . . . pr a b =q1 . . . qs.
Potom a sa dá jednozna£ne rozloºi´ ako a = p−1

1 . . . p−1
r q1 . . . qs.

V predchádzajúcich dvoch tvrdeniach sme vyuºili pojem zlomkového ideálu,
v¤aka ktorému mohli by´ tieto dôleºité tvrdenia sformulované a dokázané. Zlomkové
ideály sme v²ak zaviedli trochu ú£elovo, ako bolo nazna£ené uº pred lemou 5.3. Svoju
úlohu ale splnili a teraz sa môºme vráti´ k �oby£ajným� ideálom, ktoré sú pre nás
z h©adiska faktorizácie zaujímavej²ie. Navy²e, ako bolo ukázané v dôkaze tvrdenia
5.5, rozloºi´ zlomkový ideál na sú£in prvoideálov nie je ni£ iné, ako rozloºi´ na sú£in
prvoideálov dva ideály a potom v jednom z týchto rozkladov zmeni´ exponenty na
záporné.

V¤aka existencii a jednozna£nosti rozkladu ideálu môºme zavies´ nasledovné
zna£enie: Ak a, b sú ideály, tak a | b práve vtedy, ke¤ b ⊆ a. Pre prvoideál p potom
dostávame alternatívne kritérium: ak p | ab, tak p | a alebo p | b.

A podobne ako v okruhoch s jednozna£ným rozkladom, môºme teraz zavies´ na-
jvä£²í spolo£ný delite© a najmen²í spolo£ný násobok ideálov a, b. Najvä£²í spolo£ný
delite© a, b je taký ideál g, pre ktorý platí: g | a, g | b a ak nejaké g′ tieº delí a aj b, tak
g′ | g. Najmen²í spolo£ný násobok a, b je taký ideál l, pre ktorý platí: a | l, b | l a ak
a, b delia nejaký ideál l′, tak l | l′. Ak máme k dispozícii rozklady a a b na prvoideály
(kde opä´ pripú²´ame nulový exponent, aby sme získali jednu spolo£nú mnoºinu pr-
voideálov), t.j. a = pe11 . . . penn , b = pf11 . . . pfnn , tak g = p

min(e1,f1)
1 . . . p

min(en,fn)
n a

l = p
max(e1,f1)
1 . . . p

max(en,fn)
n . Existuje v²ak aj krat²í zápis:

Lema 5.6. Ak a, b sú ideály O, tak pre ich najvä£²í spolo£ný delite© g a naj-
men²í spolo£ný násobok l platí g = a + b, l = a ∩ b.

Dôkaz. Zrejme platí a ⊆a + b, b ⊆ a + b, £o pod©a ná²ho nového zna£enia zna-
mená a + b | a, a + b | b. A ke¤ºe a + b je najmen²í ideál taký, ktorý obsahuje a
aj b, tak pre ©ubovo©ný iný ideál c s touto vlastnos´ou (t.j. ºe c | a a c | b) platí
a + b ⊆ c, teda c | a + b. Teda g = a + b. Podobne a ∩ b ⊆ a, a ∩ b ⊆ b a pretoºe
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kaºdý ideál c obsiahnutý sú£asne v a aj b je podmnoºinou a ∩ b, tak z c ⊆ a ∩ b
dostávame a ∩ b | c. Teda l = a ∩ b.

Napríklad, pre a =4Z a b =6Z ako ideály Z je ich najvä£²í spolo£ný delite© ideál
4Z + 6Z, teda najmen²í ideál obsahujúci v²etky násobky ²tyroch a ²iestich, £o je 2Z.
A ich najmen²í spolo£ný násobok je ideál 4Z ∩ 6Z, £o je 12Z.

�itate© uº isto o£akáva nejaký ukáºkový príklad, v ktorom by sme faktorizovali
ideály a ilustrovali tak teoretické výsledky z predchádzajúcich tvrdení. K tomu
aj smerujeme, ale pre praktické ú£ely najprv potrebujeme zade�nova´ jeden ve©mi
dôleºitý pojem.

V tvrdení 5.2 v £asti (d) sme dokazovali, ºe kaºdý prvoideál je maximálny, pri£om
predpoklad prvoideálu sme vyuºili aº úplne na konci, totiº ºe istý faktorový okruh je
v¤aka tomu obor integrity. Ak teraz vezmeme ©ubovo©ný ideál a, tak pod©a tvrdenia
5.2.(d) pre ©ubovo©né nenulové α ∈ a £íslo N = N(α) patrí do a, faktorový okruh
O/NO je kone£ný okruh a O/a ako jeho podokruh má tieº kone£ne ve©a prvkov.
A práve toto £íslo, |O/a|, ktoré je teda vºdy kone£né, nazveme normou ideálu a
a budeme ho ozna£ova´ N(a). Pripome¬me, ºe s týmto £íslom sme sa uº stretli v
dôkaze tvrdenia 4.17. Jednoduché, ale pritom dôleºité pozorovanie je, ºe ideál a má
normu 1 práve vtedy, ke¤ a = O.

Tvrdenie 5.7. (a) Kaºdý nenulový ideál a má ako vo©ná grupa Z−bázu {α1, α2, . . . , αn} ,
kde n je stupe¬ £íselného po©a K.

(b) N(a) =
∣∣∣∆[α1,α2,...,αn]

∆

∣∣∣ 12 , kde ∆ je diskriminant K.

Dôkaz. (a) Vieme, ºe O je vo©ná grupa ranku n a |O/a| je kone£né £íslo. Po-
tom pod©a tvrdenia 1.15 je a vo©ná grupa, tieº ranku n. Teda má nejakú Z−bázu
{α1, α2, . . . , αn} .
(b) Z tvrdenia 1.15 je |O/a| rovné absolútnej hodnote determinantu matice pre-
chodu od bázy O k báze a. A pred tvrdením 2.6 sa dá nájs´ vz´ah medzi diskrim-
inantmi báz, pod©a ktorého ∆ [α1, α2, . . . , αn] = (det(cij))2∆, kde cij je matica
prechodu od bázy O k báze a. Ke¤ tieto dve informácie spojíme dohromady, tak
dostaneme rovnos´ ∆ [α1, α2, . . . , αn] = (N(a))2∆ a ke¤ºe N(a) je vºdy kladné, tak

N(a) =
∣∣∣∆[α1,α2,...,αn]

∆

∣∣∣ 12 .
Dôsledok 5.8. Ak a = (a) je hlavný ideál, tak N(a) = |N(a)|.

Dôkaz. Nech {ω1, ω2, . . . , ωn} je integrálna báza, teda Z−báza O. Potom Z−báza
hlavného ideálu (a) je {aω1, aω2, . . . , aωn}. A pod©a predchádzajúceho tvrdenia

je N(a) =
∣∣∣∆[aω1,aω2,...,aωn]

∆

∣∣∣ 12 =
∣∣∣ (det(σi(aωj)))2(det(σi(ωj)))2

∣∣∣ 12 =
∣∣∣ (Qn

k=1 σk(a))2(det(σi(αj)))
2

(det(σi(αj)))2

∣∣∣ 12 =∣∣∣ (Qn
k=1 σk(a))2∆

∆

∣∣∣ 12 =
∣∣(N(a))2

∣∣ 12 = |N(a)|.

Jednou z najdôleºitej²ích vlastností tejto normy, ako sa ostatne dá £aka´, je jej
multiplikatívnos´.

Tvrdenie 5.9. Ak a, b sú nenulové ideály O, tak N(ab) = N(a)N(b).
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Dôkaz. Najprv si v²imnime, ºe v¤aka jednozna£nému rozkladu na prvoideály sta£í
dokazova´ toto tvrdenie pre ideál a a prvoideál p, teda ºe N(ap) = N(a)N(p). Potom
v¤aka matematickej indukcii vzh©adom na po£et delite©ov b bude tvrdenie plati´ aj
pre ideál b.

Budeme postupova´ v dvoch krokoch: najprv ukáºeme rovnos´ |O/ap| = |O/a| |a/ap|
a potom |a/ap| = |O/p| .

1. Ak si vezmeme faktorové okruhy O/ap a O/a, tak medzi nimi môºme zade�-
nova´ homomor�zmus ϕ : x + ap → x + a. Tento homomor�zmus je surjektívny,
lebo ©ubovo©né y + a má ako vzor triedu y + ap (platí inklúzia ap ⊆ a, teda ideál
p sa pri na²om homomor�zme �stratí�). Jadrom tohto homomor�zmu sú práve tie
triedy, ktorých reprezentant x patrí do a. Teda trieda x+ap patrí do a, £o znamená,
ºe jadrom je podokruh a/ap. Z vety o faktorovom izomor�zme vieme, ºe obraz sur-
jektívneho homomor�zmu okruhu je izomorfný s faktorovým okruhom pôvodného
okruhu pod©a jadra. �peciálne to znamená (ak je ná² okruh kone£ný), ºe po£et
tried tohto faktorového okruhu je rovnaký ako po£et prvkov obrazu. A po£et tried
je pod©a Lagrangovej vety podiel po£tu prvkov okruhu a po£tu prvkov jadra, teda
|O/ap|
|a/ap| = |O/a| , £o dokazuje prvú rovnos´.

2. Pre dôkaz druhej rovnosti si najprv v²imnime, ºe v¤aka jednozna£nému rozk-
ladu ideálov na prvoideály platí a 6= ap, teda ap ⊂ a. Navy²e neexistuje ºiadny
ideál b medzi ap a a, teda taký ideál, ºe by platilo ap ⊂ b ⊂ a. Ak by totiº taký
existoval, tak v¤aka jednozna£nosti rozkladu máme: a = pe11 pe22 . . . penn , kde pi sú
prvoideály a ap = ppe11 pe22 . . . penn . Potom rozklad b v sebe ur£ite obsahuje £initele
pe11 pe22 . . . penn (lebo b ⊂ a) a ke¤ºe ap ⊂ b, tak v²etky prvky rozkladu b sú obsiahnuté
v ppe11 pe22 . . . penn . Ale ideály sa rozkladajú jednozna£ne na sú£in prvoideálov a p je
prvoideál (teda nemá ºiadneho netriviálneho delite©a) a v¤aka tomu nám ostali len
dve moºnosti: b = ppe11 pe22 . . . penn = ap alebo b = pe11 pe22 . . . penn = a. Tak £i onak b
nie je ideál nachádzajúci sa ostro medzi ap a a, teda sme pri²li k sporu.

V¤aka neexistencii takéhoto ideálu b môºme tvrdi´, ºe ak k ideálu ap pridáme
©ubovo©ný prvok z mnoºiny a \ ap a urobíme ideál, tak dostaneme a. Formálnej²ie:
(ap, a) = a pre ©ubovo©né a ∈ a \ ap. Ideál (ap, a) môºme inak zapísa´ ako ap+ (a) .

Zade�nujme si teraz homomor�zmus θ medzi okruhmi O a a/ap taký, ºe θ(x) =
ax+ ap pre ©ubovo©né (ale pevné) a ∈ a/ap. Pod©a predchádzajúcich úvah je tento
homomor�zmus surjektívny, lebo kaºdý prvok z a (a teda kaºdá trieda) má vzor.
Jadrom kaºdého homomor�zmu je ideál a p zrejme patrí do jadra. Lenºe p je pr-
voideál, teda maximálny ideál a potom jadro musí by´ bu¤ p alebo celé O. Ak by
v²ak jadrom bolo O, tak z vety o faktorovom izomor�zme máme O/O ∼= a/ap,
teda a = ap, £o v²ak nemôºe plati´ v¤aka jednozna£nosti rozkladu. Ostala nám
len moºnos´, ºe jadrom je p a potom |O/p| = |a/ap|, £o dokazuje druhú rovnos´ a
zárove¬ aj tvrdenie.

Po tejto teoretickej príprave sa môºme pozrie´ na niektoré príklady faktorizácie
ideálov:

Príklad 5.10. Rozloºme ideál (18) v Z
[√
−17

]
na sú£in prvoideálov.

Pripome¬me si, ºe v Z
[√
−17

]
18 = 2.3.3 = (1 +

√
−17)(1 −

√
−17). Rozklady

(18) = (2) (3) (3) =
(
1 +
√
−17

) (
1−
√
−17

)
nie sú rozklady na prvoideály, preto

musíme h©ada´ také ideály, ktoré by delili £initele na oboch stranách. Vezmime
preto ideál p1 =

(
2, 1 +

√
−17

)
. Zrejme 18 ∈ p1, teda (18)⊆ p1 a p1 | (18). Prvok
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1−
√
−17 = 2−(1+

√
−17) tieº patrí do p1, teda 18 = (1+

√
−17)(1−

√
−17) patrí do

p2
1 a p2

1 | 18. �ubovo©ný prvok z p1 je tvaru 2(a+b
√
−17)+(1+

√
−17)(c+d

√
−17) =

2a+c−17d+
√
−17(2b+c+d), a, b, c, d ∈ Z. Ozna£me r = 2a+c−17d, s = 2b+c+d.

Potom kaºdý prvok p1 je tvaru r + s
√
−17, pri£om r − s = 2a− 2b− 18d = 0 mod

2. �ísla r a s teda môºu by´ hocijaké celé £ísla, len s obmedzením, ºe bu¤ sú obe
párne alebo obe nepárne. Ak v²ak k p1 pridáme nejaký prvok, ktorý do¬ nepatrí,
teda nejaké m + n

√
−17, kde jedno z m,n je párne a druhé nepárne a urobíme

ideál, tak tento ideál uº bude celé Z
[√
−17

]
. Totiº, ak m je nepárne a n párne,

tak n
√
−17 ∈ p1 (0 − n = 0 mod 2), m − 1 ∈ p1 (m − 1 − 0 = 0 mod 2), a

potom m + n
√
−17 − n

√
−17 − (m − 1) = 1 patrí do

(
p1,m+ n

√
−17

)
. Ak m

je párne a n nepárne, tak podobným postupom vieme ukáza´, ºe
√
−17 patrí do(

p1,m+ n
√
−17

)
a ke¤ºe 1 +

√
−17 ∈ p1, tak rozdiel 1 +

√
−17−

√
−17 = 1 patrí

do
(
p1,m+ n

√
−17

)
a tento ideál je celé O. Týmito úvahami sme ukázali, ºe p1

je maximálny ideál, teda prvoideál. Môºme prikro£i´ k ¤al²iemu kandidátovi na
delite©a ideálu (18), a to k p2 =

(
3, 1 +

√
−17

)
. Opä´ 18 ∈ p2 a 3 delí £íslo 18

dokonca dvakrát, teda 18 ∈ p2
2 a p2

2 | (18). �ubovo©ný prvok z p2 sa dá vyjadri´ ako
3(a+b

√
−17)+(1+

√
−17)(c+d

√
−17) = 3a+c−17d+

√
−17(3b+c+d) = r+s

√
−17,

kde r− s = 3a− 3b− 18d = 0 mod 3. Podobne ako pri predchádzajúcom ideáli je aj
p2 maximálny ideál, teda prvoideál. Ostal nám e²te tretí ideál p3 =

(
3, 1−

√
−17

)
.

Aj tento delí (18) aº v druhej mocnine a ©ubovo©ný jeho prvok sa dá vyjadri´ ako
3(a+b

√
−17)+(1−

√
−17)(c+d

√
−17) = 3a+c+17d+

√
−17(3b−c+d) = r+s

√
−17,

kde r + s = 3a + 3b + 18d = 0 mod 3. Dostali sme teda tri ideály, ktoré delia (18)
a ke¤ tieto výsledky spojíme dohromady, tak p2

1p
2
2p

2
3 | (18). E²te by sná¤ bolo

vhodné ukáza´, ºe tieto ideály sú navzájom rôzne, ale to sa dá okamºite vidie´
pod©a podmienok na £ísla r, s. V tomto okamihu sme uº vy£erpali v²etkých o£ivid-
ných kandidátov na prvoideály deliace (18), preto by sme mohli skúsi´ dokáza´, ºe
(18) = p2

1p
2
2p

2
3 je h©adaný rozklad, teda ºe ºiadne ¤a©²ie prvoideály deliace (18)

neexistujú. Vezmime ideál p1 =
(
2, 1 +

√
−17

)
. Chceli by sme nájs´ Z−bázu to-

hto ideálu, aby sme mohli pod©a tvrdenia 5.7 vypo£íta´ jeho normu. Vyjadrime si
©ubovo©ný prvok z p1 ako 2(a+ b

√
−17) + (1 +

√
−17)(c+ d

√
−17) = 2a+ c− 17d+√

−17(2b+ c+ d) = 2(a− b− 9d) + (1 +
√
−17)(2b+ c+ d) =

= 2u+ (1 +
√
−17)v, kde u, v ∈ Z sú nezávislé a môºu nadobúda´ v²etky celo£íselné

hodnoty. Teda Z−báza p1 je
{

2, 1 +
√
−17

}
(£itate© by mohol namieta´, ºe uº

skôr sme ©ubovo©ný prvok p1 vyjadrili ako r + s
√
−17, teda Z−báza by mala by´{

1,
√
−17

}
, ale tieto r, s boli navzájom viazané vz´ahom r = s mod 2). Hodnota de-

terminantu
∣∣∣∣ 2 1 +

√
−17

2 1−
√
−17

∣∣∣∣2 je ((−4)
√
−17)2 = 16.(−17), diskriminant Q(

√
−17)

je 4.(−17) a pod©a tvrdenia 5.7 je N(p1) =
(

16.(−17)
4.(−17)

) 1
2

= 2. Poznamenajme, ºe k
tomuto výsledku sme sa mohli dopracova´ aj inak: v¤aka tomu, ºe pre ©ubovo©né
r + s

√
−17 z p1 platí r = s mod 2, tak pri faktorizácii O/p1 dostaneme dve triedy

rozkladu: 0 + p1 a 1 + p1 (mnoºiny prvkov r = s mod 2 a r + 1 = s mod 2).
Podobne pre druhý ideál p2 =

(
3, 1 +

√
−17

)
dostaneme Z−bázu

{
3, 1 +

√
−17

}
a pomocou nej N(p2) = 3, £o kore²ponduje s obmedzením pre r, s r = s mod 3.
Ideál p3 má tieº normu 3, lebo r = −s mod 3. Pod©a dôsledku 5.8 má hlavný ideál
(18) normu 182. A ná² sú£in ideálov p2

1p
2
2p

2
3 má normu 223232 = 182. Ak by teda

existoval nejaký prvoideál q taký, ºe p2
1p

2
2p

2
3q | (18) , tak norma q musí by´ 1, £o zna-

mená, ºe q je celé O, teda ideál (18) sa v Z
[√
−17

]
rozkladá na sú£in prvoideálov
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p2
1p

2
2p

2
3 = (18). Pozrime sa teraz, ako tento rozklad súvisí s dvoma vyjadreniami

(18) = (2) (3) (3) =
(
1 +
√
−17

) (
1−
√
−17

)
. Ke¤ºe prvok 2 patrí do p1, ale nepa-

trí do p2, p3 (lebo potom by aj 3 − 2 = 1 patrilo do p2, p3), tak p1 | (2) a (2) = pq1.
Zárove¬ 3 patrí do p2, p3 a nepatrí do p1, teda (3) = pr2p

s
3. Po dosadení do rovnosti

p2
1p

2
2p

2
3 = (18) = (2) (3) (3) = pq1p

2r
2 p2s

3 dostávame, ºe q = 2, r = 1, s = 1. Teda
(2) = p2

1, (3) = p2p3. Podobne pre druhé vyjadrenie dostaneme
(
1 +
√
−17

)
= pa1pb2,(

1−
√
−17

)
= pc1p

d
3 a po dosadení a + c = 2, b = 2, d = 2. Ke¤ºe exponenty sú

nenulové prirodzené £ísla, tak a = c = 1 a
(
1 +
√
−17

)
= p1p

2
2,
(
1−
√
−17

)
= p1p

2
3.

Vidíme, ºe dve rôzne vyjadrenia ideálu (18) ako sú£in hlavných ideálov (a k nim
prislúchajúce rôzne vyjadrenia £ísla 18 ako sú£in ireducibilných prvkov) vznikli len
odli²ným popárovaním prvoideálov z rozkladu (18) = p2

1p
2
2p

2
3.

Príklad 5.11. Rozloºme ideál (6) v Z
[√
−6
]
na sú£in prvoideálov.

Tento príklad budeme rie²i´ inak ako predchádzajúci; budeme postupova´ podobne
ako v motiva£nom príklade na za£iatku kapitoly, kde sme pre²li do vä£²ieho okruhu, v
¬om daný prvok rozloºili a potom sa vracali naspä´ do pôvodného okruhu h©adaním
prienikov hlavných ideálov s týmto okruhom.

Dva rôzne rozklady prvku 6 v Z
[√
−6
]
sú 6 = 2.3 =

√
−6(−

√
−6). Vo vä£²om

okruhu, Z
[√

2,
√
−3
]
, môºme písa´ 6 = (−1).

√
2
√

2
√
−3
√
−3 a pre ideály (6) =

(−1)
(√

2
)2 (√−3

)2
. Ideál (−1) je generovaný delite©om jednotky, teda (−1) =

Z
[√

2,
√
−3
]
a (−1)∩Z

[√
−6
]

= Z
[√
−6
]
, £o je nevlastný ideál, teda do faktorizácie

ni£ím neprispeje. Nájdime teraz ideál p1 =
(√

2
)
∩Z

[√
−6
]
. Prvok

√
2
√
−3 =

√
−6

patrí do
(√

2
)
aj Z

[√
−6
]
, teda

√
−6 ∈ p1. Podobne prvok

√
2
√

2 = 2 patrí do
(√

2
)

aj Z
[√
−6
]
, teda 2 ∈ p1. Z toho môºme usúdi´, ºe

(
2,
√
−6
)
⊆ p1. Chceli by sme

ukáza´ aj opa£nú inklúziu, preto sa pozrime na v²eobecný prvok z
(√

2
)
∩Z

[√
−6
]
.

Ak α ∈
(√

2
)
∩ Z

[√
−6
]
, tak α =

√
2(a+ b

√
2 + c

√
−3 + d

√
−6) = e+ f

√
−6, pre

a, b, c, d, e, f ∈ Z. Túto rovnos´ môºme upravi´ na tvar 2b− e+a
√

2 + 2d
√
−3 + (c−

f)
√
−6 = 0. Lenºe

{
1,
√

2,
√
−3,
√
−6
}
je báza vektorového priestoru Q(

√
2,
√
−3),

teda lineárne nezávislá mnoºina nad Q a preto jediná moºnos´, ako pomocou týchto
prvkov získa´ nulu je tá, ºe kaºdý koe�cient je nulový. Nám ²peciálne vyhovuje,
ºe a = d = 0 a potom môºme písa´ α = 2b + c

√
−6. Teda α patrí do ideálu(

2,
√
−6
)
a
(
2,
√
−6
)

= p1. Ideál p1 nie je hlavný, lebo norma prípadného generá-
tora by musela by´ ±2 (musela by deli´ normy prvkov 2 a

√
−6, £o sú £ísla 4 a

6), lenºe to je pri predpise pre normu a2 + 6b2 nemoºné. V²eobecný prvok z p1

je tvaru 2(a + b
√
−6) +

√
−6(c + d

√
−6) = 2a − 6d +

√
−6(2b + c) = r + s

√
−6,

kde r = 0 mod 2. Teda N(p1) = 2. E²te potrebujeme ukáza´, ºe p1 je maximálny
ideál. Sta£í si v²ak uvedomi´, ºe v²etky prvky zo Z

[√
−6
]
, ktoré do p1 nepatria,

sú tvaru a + b
√
−6 pre a, b ∈ Z a a nepárne. Ak v²ak hociktorý z nich k ideálu

p1 pridáme, tak a + b
√
−6 − (2a−1

2 + b
√
−6) = 1 bude patri´ do tohto nového

ideálu a teda
(
p1, a+ b

√
−6
)

= Z
[√
−6
]
. To znamená, ºe p1 je maximálny ideál.

Pozrime sa teraz na ideál p2 =
(√
−3
)
∩ Z

[√
−6
]
. Zrejme prvky

√
−3(−

√
−3) = 3

aj
√
−3
√

2 =
√
−6 patria do

(√
−3
)
∩ Z

[√
−6
]
, teda

(
3,
√
−6
)
⊆ p2. Podobným

postupom ako pri ideáli p1 sa dá ukáza´, ºe
(
3,
√
−6
)

= p2 a ºe tento ideál je
maximálny, teda prvoideál. Nie je v²ak hlavný, lebo prípadný generátor by musel
ma´ normu ±3, £o je nemoºné. V²eobecný prvok patriaci do p2 má vyjadrenie
3(a+b

√
−6)+

√
−6(c+d

√
−6) = 3a−6d+

√
−6(3b+c) = r+s

√
−6, kde r = 0 mod
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3. Z toho dostaneme N(p2) = 3. Rozklad ideálu (6) v Z
[√
−6
]
je potom (6) = p2

1p
2
2

a normy nám túto skuto£nos´ potvrdzujú: N((6)) = 36 = 22.32 = N(p1)2N(p2)2.
Pozrime sa teraz, ako tento rozklad na prvoideály súvisí s dvoma rozkladmi (6) =
(2) (3) =

(√
−6
) (
−
√
−6
)
. Podobne ako v predchádzajúcom príklade by sme mohli

rýchlo ur£i´, pod©a toho, do ktorých prvoideálov tie-ktoré prvky patria, ºe (2) = p2
1,

(3) = p2
2 a
(√
−6
)

= p1p2 =
(
−
√
−6
)
. Ukáºeme spôsob, ako platnos´ týchto rovností

overi´, aj keby sme nemali k diskozícii rozklad ideálu (6) na prvoideály. Vezmime
si napríklad prvú rovnos´: (2) =

(
2,
√
−6
)2
. Zrejme posta£í ukáza´ dve inklúzie:

ak bude prvok 2 patri´ do ideálu
(
2,
√
−6
)2
, tak (2) ⊆

(
2,
√
−6
)2

a ak bude kaºdý

generátor ideálu
(
2,
√
−6
)2

násobok 2, tak (2) ⊇
(
2,
√
−6
)2
. Vyjadri´ generátory

sú£inu ideálov je ©ahké; sú to v²etky moºné sú£iny generátorov �ideálov�£inite©ov�.
Teda

(
2,
√
−6
)2

=
(
4, 2
√
−6, 2

√
−6,−6

)
. Niektoré z týchto prvkov sú síce zbyto£né,

ale je vidie´, ºe kaºdý generátor je násobkom 2 a 2 = 4 + 4 − 6 patrí do tohto
ideálu, teda (2) =

(
2,
√
−6
)2
. Podobne

(
3,
√
−6
)2

=
(
9, 3
√
−6, 3

√
−6,−6

)
= (3) a(

2,
√
−6
) (

3,
√
−6
)

=
(
6, 2
√
−6, 3

√
−6,−6

)
=
(√
−6
)
.

Tvrdenie 5.12. Nech a je nenulový ideál O. Potom platí:
(a) Ak N(a) je prvo£íslo, tak a je prvoideál.
(b) �íslo N(a) patrí do ideálu a (alebo ekvivalentne: a | (N(a)).
(c) Ak a je vlastný prvoideál, tak do ideálu a patrí práve jedno prvo£íslo p a
N(a) = pm, kde m ≤ n, n je stupe¬ £íselného po©a K.

Dôkaz. (a) Nech N(a) je prvo£íslo a a nie je prvoideál. Potom existujú netriviálne
ideály b, c také, ºe bc = a. Porovnaním noriem dostaneme N(b)N(c) = N(a) = p.
Ke¤ºe p je prvo£íslo, tak jedno z £ísel N(b), N(c) je rovné 1 a druhé p. Av²ak jed-
iný ideál s normou 1 je O, teda bu¤ platí bO =b = a alebo Oc = c = a. Teda a je
prvoideál.
(b) Vieme, ºe N(a) = |O/a|. To znamená, ºe rád grupy O/a je N(a); ak ©ubovo©nú
triedu s£ítame N(a) krát, tak dostaneme neutrálny prvok, teda triedu 0 + a. Ak
teraz vezmeme triedu 1 + a, tak N(a)× (1 + a) = N(a) + a = 0 + a, teda N(a) patrí
do a.
(c) Pod©a £asti (b) platí a | (N(a)) = (pm1

1 pm2
2 . . . pmrr ) = (p1)m1 (p2)m2 . . . (pr)

mr .
Ke¤ºe a je prvoideál, tak a delí niektorý z týchto hlavných ideálov, teda a | (pi) pre
nejaké i a z toho pi ∈ a. Ak by existovalo e²te jedno, iné prvo£íslo pj 6= pi patriace do
a, tak v¤aka Bezoutovej identite existujú u, v ∈ Z také, ºe upi + vpj = 1, teda 1 ∈ a
a a = O, £o nie je vlastný prvoideál. A pretoºe a | (pi), tak N(a) | N((pi)) = pni a
teda N(a) = pm pre nejaké m ≤ n.

Pod©a £asti (a) predchádzajúceho tvrdenia si môºme u©ah£i´ prácu pri doka-
zovaní, ºe nejaký ideál je prvoideál. V príkladoch sme postupovali tak, ºe sme o
danom ideáli ukázali, ºe je maximálny, teda prvoideál. Ak v²ak budeme ma´ ²´astie
a podarí sa nám o danom ideáli ukáza´, ºe jeho norma je prvo£íslo, tak to posta£uje
k tomu, aby sme ho mohli prehlási´ za prvodieál.

Nie kaºdý prvoideál v²ak má prvo£íselnú normu. Napríklad v Z [i], £o je okruh s
jednozna£ným rozkladom, je 3 ireducibilný prvok, teda prvotný. �ahko sa dá ukáza´,
ºe ak je prvok p prvotný, tak hlavný ideál (p) je prvoideál. Av²ak norma prvoideálu
(3) je 9, £o nie je prvo£íslo.
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Tvrdenie 5.13. (a) Kaºdý nenulový ideál O má len kone£ne ve©a delite©ov.
(b) Nenulové racionálne celé £íslo k patrí len do kone£ného po£tu ideálov.
(c) Ak je dané prirodzené £íslo m, tak v O existuje len kone£ne ve©a ideálov s nor-
mou m.

Dôkaz. (a) Vyplýva z jednozna£nosti rozkladu ideálu na kone£ný po£et prvoideálov.
(b) Hlavný ideál (k) sa dá jednozna£ne rozloºi´ na sú£in kone£ného po£tu prvoideálov
a k patrí do ideálu a práve vtedy, ke¤ a | (k). A takýchto ideálov a je pod©a (a) len
kone£ne ve©a.
(c) Ak má ideál a normu m, tak m ∈ a a pod©a (b) je takýchto ideálov a len kone£ne
ve©a.

Príklad 5.14. Nájdime v Z
[√
−17

]
v²etky ideály, do ktorých patrí prvok 18 a

v²etky ideály, ktoré majú normu 18.

Budeme potrebova´ rozklad hlavného ideálu (18) na prvoideály, no tento rozk-
lad sme na²li v príklade 5.18 a je (18) = p2

1p
2
2p

2
3, kde p1 =

(
2, 1 +

√
−17

)
, p2 =(

3, 1 +
√
−17

)
, p3 =

(
3, 1−

√
−17

)
. Ak 18 patrí do nejakého ideálu a, tak a | (18) a

z jednozna£nosti rozkladu dostávame, ºe a =pq1p
r
2p
s
3, kde q, r, s môºu by´ ©ubovo©né

z £ísel 0, 1, 2. Takýchto ideálov je potom 3.3.3 = 27. Ak teraz chceme nájs´ v²etky
ideály s normou 18, tak opä´ musí plati´, ºe 18 ∈ a, a | (18) a a =pq1p

r
2p
s
3. Norma a

je potom N(a) = N(p1)qN(p2)rN(p3)s = 2q3r3s a to sa má rovna´ 18. Vidíme, ºe
q musí by´ rovné 1 a r + s musí by´ rovné 2, teda v Z

[√
−17

]
existujú tri ideály s

normou 18 : p1p
2
2, p1p2p3 a p1p

2
3.

Pozrime sa teraz na po£et generátorov ideálovO.V¤aka tomu, ºeO je noetherovský
okruh vieme, ºe kaºdý ideál je kone£ne generovaný. Sloví£ko �kone£ne� je v²ak
záludné a môºu sa za ním skrýva´ ideály, ktoré by mali nepríjemne (hoci kone£ne)
ve©a generátorov a znemoºnovali tak praktické výpo£ty. Na²´astie sa ukazuje, ºe
©ubovo©ný ideál je bu¤ hlavný (a má teda jeden generátor) alebo je generovaný
dvoma prvkami, ako sme videli v príkladoch. Dokáza´ tento výsledok nám pomôºe
nasledujúca lema:

Lema 5.15. Nech a, b sú nenulové ideály O. Potom existuje α ∈ a také, ºe
αa−1 + b = O.

Dôkaz. Najprv si v²imnime, ºe αa−1 je ideál, lebo α ∈ a. A pod©a lemy 5.6
je αa−1 + b najmen²í spolo£ný násobok ideálov αa−1 a b. Ak ideál b má rozklad
b =pe11 pe22 . . . perr , tak zrejme bude sta£i´ nájs´ také α, ºe najmen²í spolo£ný násobok
αa−1 a pi je O, teda αa−1 + pi = O pre v²etky i = 1 . . . r. Ke¤ºe tieto pi sú pr-
voideály, tak sú to zárove¬ maximálne ideály a teda posta£í k nim prida´ ©ubovo©ný
prvok, ktorý do nich nepatrí. To znamená, ºe musíme nájs´ také α, aby αa−1 6= pi.
Ak b je mocnina prvoideálu, teda b = pe11 , tak sta£í vzia´ ©ubovo©né α ∈ a \ ap1 (také
α existuje v¤aka tomu, ºe a 6= ap1 z jednozna£nosti rozkladu). Ak b nie je mocnina
provideálu, tak musíme zvoli´ α tak, aby patrilo do a \ api pre v²etky i sú£asne. To
urobíme nasledovne: Pre kaºdé i ∈ 1 . . . r ozna£me ai = ap1 . . . pi−1pi+1 . . . pr. Po-
tom zvo©me ©ubovo©né αi ∈ ai \ aipi (to sa opä´ dá v¤aka jednozna£nosti rozkladu)
a nakoniec poloºme α = α1 + α2 + . . . + αr. Kaºdé z αi patrí do ai a ai ⊆ a, teda
α patrí do a. E²te musíme ukáza´, ºe takéto α sp¨¬a podmienku αa−1 + b = O. Ak
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by ju nesp¨¬alo, tak existuje prvoideál pj , pj | b taký, ºe α ∈ apj . Pre v²etky i 6= j
platí αi ∈ ai ⊆ apj . Ale potom αj = α−α1 −α2 − . . .−αj−1 −αj+1 − . . .−αr tieº
patrí do apj , £o je spor s výberom αj . Teda α naozaj vyhovuje podmienke zo zadania.

Tvrdenie 5.16. Nech a je nenulový ideál O a β ∈ a, β 6= 0. Potom existuje
α ∈ a také, ºe (α, β) = a.

Dôkaz. Ozna£me b = βa−1. Potom b je ideál a pod©a lemy 5.15 existuje α také, ºe
αa−1+b = O. Ak si túto rovnos´ rozpí²eme, tak αa−1+βa−1 = ((α) + (β)) a−1 = O.
To znamená (v¤aka jednozna£nosti inverzného prvku), ºe ((α) + (β)) = a. Teda
ideál (α, β) = a.

Upozor¬ujeme v²ak, ºe treba rozli²ova´ medzi pojmami �generujúca mnoºina
ideálu� a �Z−báza ideálu�. Pod©a predchádzajúceho tvrdenia sa ©ubovo©ný ideál
z ©ubovo©ného okruhu celých £ísel O dá vygenerova´ pomocou dvoch, £i prípadne
jedného prvku. Av²ak Z−báza ideálu má vºdy to©ko prvkov, aký je stupe¬ £íselného
po©a.

Doteraz sme v tejto kapitole faktorizovali hlavné ideály, ktorých generátor bolo
zloºené racionálne celé £íslo, pri£om sme vyuºili existenciu dvoch rozkladov na ire-
ducibilné prvky; jedným rozkladom bol �prirodzený� rozklad v Z a druhým bol
akýsi ¤al²í, obsahujúci aj prvky z daného £íselného po©a. Pomocou týchto rozkladov
sme vytvárali prvoideály a h©adali tak faktorizáciu pôvodného hlavného ideálu. No
moºno naj´aº²ou úlohou, ktorou sme sa my nezaoberali a ktorú niekto iný vyrie²il
za nás, je práve nájdenie týchto rozkladov. Ak by sme ich totiº nemali, tak nemáme
ako za£a´ a nevieme nájs´ prvoideály, ktoré by sa mohli vyskytova´ vo faktorizácii
pôvodného hlavného ideálu.

Pozorný £itate© si isto v²imol, ºe aj pre prvo£ísla, teda tie výnimo£né prirodzené
£ísla, ktoré v Z nemajú ºiadnych netriviálnych delite©ov, sa v niektorých £íselných
poliach nájdu ich netriviálne rozklady. Alebo, ak nie práve rozklady, tak hlavný
ideál generovaný prvo£íslom nemusí by´ hlavný a môºu ho deli´ prvoideály gen-
erované dvoma prvkami, ako sme videli v príkladoch. A napodiv, hoci by sa mohlo
zda´, ºe nájs´ rozklad ideálu generovaného prvo£íslom je pomerne ´aºká úloha, lebo
v Z ºiadny rozklad nenájdeme a sme teda nútení h©ada´ delitele tohto prvo£ísla
medzi prvkami £íselného po©a (a môºe sa sta´, ºe dané prvo£íslo je ireducibilné ale
jeho hlavný ideál nie je prvoideál, ako sme videli v príkladoch a potom uº naozaj nie
je jasné, ako treba postupova´), existuje jednoduché tvrdenie, ktoré nám umoº¬uje
nájs´ rozklad hlavného ideálu generovaného prvo£íslom pre niektoré okruhy celých
£ísel.

Tvrdenie 5.17. (V [1] sa dá nájs´ ako tvrdenie 10.1.) Nech K je £íselné pole stup¬a
n a OK = Z [θ] pre θ ∈ O. Nech p je prvo£íslo zo Z a f je minimálny polynóm pre
θ nad Q. Ak f̄ = f̄1

e1 . . . f̄r
er je rozklad polynómu f̄ na ireducibilné polynómy v

Zp [t] , kde f̄ je obraz polynómu f v zobrazení zo Z [t] do Zp [t], ktoré zobrazuje
a ∈ Z na a mod p, tak ideál pi = (p, fi(θ)) je prvoideál, kde fi ∈ Z [t] je ©ubovo©ný
vzor polynómu f̄i. Rozklad ideálu (p) na prvoideály potom je (p) = pe11 . . . perr .

Dôkaz. Ozna£me θi kore¬ polynómu f̄i. Potom Zp [θi] ∼= Zp [t] /
(
f̄i
)
. Navy²e ex-

istuje homomor�zmus νi : Z [θ] → Zp [θi] , ur£ený predpisom νi(g(θ)) = ḡ(θi) (pre
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a ∈ Z νi(a) = a mod p a νi(θ) = θi). Tento homomor�zmus je surjektívny a jeho
obrazom je pole; jadro je potom maximálny ideál, teda prvoideál. Zrejme p patrí
do jadra a zárove¬ aj fi(θ) patrí do jadra; teda platí inklúzia (p, fi(θ)) ⊆ ker νi.
Na druhú stranu, ak g(θ) patrí do jadra, teda ḡ(θi) = 0, tak ke¤ sa na νi pozrieme
ako na zobrazenie zo Z [θ] do Zp [t] /

(
f̄i
)
, tak vidíme, ºe ḡ patrí do ideálu

(
f̄i
)
,

teda musí by´ násobkom f̄i. To znamená, ºe existuje h̄ ∈ Zp [t] také, ºe ḡ = f̄ih̄.
Potom ḡ − f̄ih̄ = 0 a teda g − fih ako polynóm zo Z [t] musí ma´ v²etky koe�cienty
delite©né prvo£íslom p, ke¤ºe sa v zobrazení �prúºok� zobrazil na nulu. V¤aka tomu
môºme písa´: g(θ) = (g(θ)− fi(θ)h(θ)) + fi(θ)h(θ) = p.k(θ) + fi(θ)h(θ) pre nejaké
k(θ) ∈ Z [θ] . Teda g(θ) patrí do ideálu (p, fi(θ)); tým sme ukázali druhú inklúziu
a rovnos´ (p, fi(θ)) = ker νi. Ak ozna£íme pi = (p, fi(θ)) , tak pi je prvoideál a
p ∈ pi, teda pi | (p) . Pre ideály (p, fi) , (p, fj) platí (p, fi) (p, fj) ⊆ (p, fifj), preto
môºme s pouºitím matematickej indukcie písa´ pe11 . . . perr ⊆ (p, fe11 (θ) . . . ferr (θ)) ⊆
(p, f(θ)) = (p) . Teda (p) | pe11 . . . perr a ke¤ºe kaºdé pi | (p) , tak (p) = pk11 . . . pkrr
pre nejaké ki, 0 < ki ≤ ei, i = 1 . . . r. Potrebujeme e²te ukáza´, ºe ki = ei. Ideál
pi bol jadrom homomor�zmu νi, teda O/pi = Z [θ] /pi ∼= Zp [θi] . Potom norma
pi je N(pi) = |O/pi| = |Zp [θi]| = pdi , kde di je stupe¬ fi zárove¬ aj stupe¬
f̄i. Pre normu hlavného ideálu (p) platí N((p)) = pn a potom pn = N((p)) =
N(pk11 . . . pkrr ) = pk1d1+...+krdr , teda n = k1d1 + . . . + krdr. Lenºe n je stupe¬
polynómu f̄ a f̄ = f̄1

e1 . . . f̄r
er , teda n = e1d1 + . . .+erdr a vidíme, ºe ki = ei. Tým

sme dokázali tvrdenie.

Síce nie kaºdý okruh celých £ísel musí by´ tvaru Z [θ] , ako poºaduje predchádza-
júce tvrdenie, no v tretej kapitole sme ukázali, ºe okruhy celých £ísel kvadratických
a cyklotomických polí tvaru Z [θ] sú; teda toto tvrdenie v nich môºme pouºi´.

Navy²e si môºme v²imnú´, ºe pri faktorizácii hlavných ideálov generovaných
prirodzeným £íslom (v kvadratických a cyklotomických poliach) uº nepotrebujeme
ma´ k dispozícii dva rozklady tohto £ísla, pomocou ktorých by sme vytvárali ideály.
Posta£í nám �prirodzený� rozklad na prvo£ísla, z ktorého potom môºme získa´ pr-
voideály a teda h©adanú faktorizáciu.

Uvedomme si v²ak, ºe predchádzajúce tvrdenie nám síce hovorí o tom, akými
dvoma prvkami je ten-ktorý prvoideál generovaný, ale zostáva na nás sa zamyslie´,
£i náhodou niektorý z generátorov nie je násobkom druhého alebo £i nie je daný
prvoideál generovaný jediným, iným prvkom. Napríklad, ak by sme chceli v Z [i]
rozfaktorizova´ ideál (5) , tak modulo 5 platí t2 + 1 = (t + 2)(t + 3), teda (5) =
(5, 2 + i) (5, 3 + i) .My v²ak vieme (napríklad z úlohy 4.1), ºe v Z [i] 5 = (2+i)(2−i).
Teda prvý ideál je v skuto£nosti (2 + i) a druhý je (2− i), lebo 3+ i = (2− i)(1+ i).

Preto na konci tejto kapitoly e²te dokáºeme tvrdenie, ktoré bude jednak hovori´
o tom, v ktorých okruhoch celých £ísel by sme sa mali ur£ite zamý²©a´ nad generá-
tormi prvoideálov získaných pomocou predchádzajúceho tvrdenia, a zárove¬ bude
jednoduchým spôsobom charakterizova´ tie okruhy celých £ísel, ktoré sú okruhmi s
jednozna£ným rozkladom.

Tvrdenie 5.18. Okruh celých £ísel O je okruh s jednozna£ným rozkladom práve
vtedy, ke¤ kaºdý ideál O je hlavný.

Dôkaz. Jedna implikácia je zrejmá; v tvrdení 4.13 sme dokázali, ºe okruh hlavných
ideálov je okruh s jednozna£ným rozkladom. Predpokladajme teraz, ºe O je okruh
s jednozna£ným rozkladom. Tvrdenie posta£í ukáza´ pre prvoideály, lebo potom
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©ubovo©ný ideál ako sú£in prvoideálov bude tieº hlavný ideál. Nech teda p je
nenulový prvoideál. Pod©a tvrdenia 5.12(b) £íslo N(p) patrí do p, teda p | (N(p)).
�íslo N(p) môºme v O jednozna£ne rozloºi´ na sú£in ireducibilných prvkov: N(p) =
pa1

1 pa2
2 . . . pann . Potom p | (p1)a1 (p2)a2 . . . (pn)an a ke¤ºe p je prvoideál, tak p | (pi)

pre nejaké i. Lenºe v okruhu s jednozna£ným rozkladom je kaºdý ireducibilný pr-
vok prvotný, a hlavný ideál generovaný prvotným prvkom je prvoideál (úloha 5.1).
Teda (pi) je prvoideál, p | (pi) a ke¤ºe v O sa dá kaºdý ideál dá rozloºi´ na sú£in
prvoideálov jednozna£ne, tak p = (pi). Teda p je hlavný ideál.

Spome¬me si v súvislosti s týmto tvrdením na príklady, v ktorých sme fak-
torizovali hlavné ideály a výsledné prvoideály neboli hlavné. Tento fakt má svoje
opodstatnenie: ak a je ireducibilný prvok z O, ale nie je prvotný, tak ideál (a) nie je
prvoideál, ale dá sa rozloºi´ ná sú£in prvoideálov (a) = pe11 . . . perr . �iadny z týchto
ideálov pi v²ak nemôºe by´ hlavný, lebo to by znamenalo, ºe ak pi = (p) , tak potom
pi = (p) | (a) , teda p | a. Jediné delitele ireducibilného prvku a sú delitele jednotky
alebo prvky s a asociované, ale prvá moºnos´ znamená, ºe pi = O a v druhej zase
pi = (p) = (a) , lebo asociované prvky generujú rovnaké ideály. �iadna z moºností
zrejme nie je správna.

Predo²lé úvahy môºme zhrnú´ do nieko©kých viet: AkO je okruh s jednozna£ným
rozkladom, tak kaºdý ireducibilný prvok je prvotný, kaºdý ideál hlavný a rozklad
prvku na ireducibilné prvky je rovnaký ako rozklad príslu²ného hlavného ideálu na
(hlavné) prvoideály. Ak ale O nie je okruh s jednozna£ným rozkladom, tak v ¬om
existujú ireducibilné prvky, ktoré nie sú prvotné, a hlavné ideály týchto prvkov sa
rozkladajú na sú£in prvoideálov, ktoré nie sú hlavné, ale generované dvoma prvkami.

Samozrejme, teória sa dá budova´ do ove©a vä£²ej h¨bky a dôleºitým pojmom
sa ukazuje by´ £íslo class number, ktoré je de�nované ako po£et prvkov faktorovej
grupy zlomkových ideálov pod©a normálnej podgrupy hlavných zlomkových ideálov.
Toto £íslo je vºdy kone£né a rovná sa jednej práve vtedy, ke¤ okruh celých £ísel
daného £íselného po©a je okruh s jednozna£ným rozkladom. Ale to uº zabiehame
kamsi ve©mi ¤aleko a mimo rámec tejto práce.

5.2 Úlohy

1. Dokáºte, ºe ak D je obor integrity, tak ideál (p) je prvoideál práve vtedy, ke¤ p
je prvotný prvok alebo nula.

2. V Z
[√
−5
]
de�nujme ideály p =

(
2, 1 +

√
−5
)
, q =

(
3, 1 +

√
−5
)
a r =

(
3, 1−

√
−5
)
.

Dokáºte, ºe tieto ideály sú prvoideály a nie sú hlavné. Potom ukáºte platnos´
rovností p2 = (2) , qr = (3) , pq =

(
1 +
√
−5
)
, pr =

(
1−
√
−5
)
.

3. Rozloºte 14 = 2.7 = (2 +
√
−10)(2−

√
−10) v Z

[√
−5,
√

2
]
a pomocou prienikov

vhodných ideálov s Z
[√
−10

]
nájdite rozklad ideálu (14) na prvoideály v Z

[√
−10

]
.

4. Nech p a q sú dva rôzne prvoideály v okruhu celých £ísel O. Ukáºte, ºe p+q = O
a p ∩ q = pq.

5. Nájdite Z−bázu ideálu
(
2, 1 +

√
−5
)
v Z

[√
−5
]
a vypo£ítajte jeho normu po-

mocou tvrdenia 5.7.
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6. Nájdite rozklad na prvoideály ideálu (30) v Z
[√
−29

]
.

Rie²enia

1. Predpokladajme, ºe (p) je hlavný ideál a p | xy pre x, y ∈ D. Potom pre ideály
platí (x) (y) ⊆ (p) . Teraz s vyuºitím predpokladu, ºe (p) je prvoideál dostaneme
(x) ⊆ (p) alebo (y) ⊆ (p), teda p | x alebo p | y. Teda p je prvotný prvok alebo nula
(lebo D je obor integrity a neexistujú v ¬om netriviálne delitele nuly). Na druhú
stranu, predpokladajme, ºe p = 0 alebo p je prvotný. Ak p = 0, tak (p) = {0} , teda
ak pre dva ideály I, J platí IJ ⊆ {0} , tak niektorý s týchto ideálov musí by´ rovný
{0} , lebo v obore integrity sa nedá sú£inom dvoch nenulových prvkov získa´ nula.
Teda I = (0) ⊆ (p) alebo J = (0) ⊆ (p) a (p) je prvoideál. Nech teraz p 6= 0 je
prvotný a pre ú£ely sporu predpokladajme, ºe (p) nie je prvoideál; potom existujú
ideály I, J také, ºe IJ ⊆ (p) ale I * (p) a J * (p). To znamená, ºe existujú x ∈ I
a y ∈ J , ktoré nepatria do (p) . Lenºe potom ich sú£in xy ∈ IJ ⊆ (p) , teda xy je
násobok p, £o je prvotný prvok, teda p | x alebo p | y. Toto je v²ak spor s tým, ºe
x, y nepatria do (p) a teda (p) je prvoideál.

2. Budeme postupova´ tak, ºe nájdeme normy ideálov p, q, r, £o budú prvo£ísla,
teda tieto ideály budú prvoideálmi. �ubovo©ný prvok patriaci do p =

(
2, 1 +

√
−5
)

má tvar 2(a+b
√
−5)+(1+

√
−5)(c+d

√
−5) = 2a+c−5d+

√
−5(2b+c+d) = r+

√
−5s,

kde r, s ∈ Z a r−s = 2a−2b−6d = 0 mod 2. Teda pri faktorizácii O/p dostaneme dve
triedy rozkladu: 0+p a 1+p (v prvej triede sú prvky a+b

√
−5 sp¨¬ajúce kongruenciu

a = b mod 2, v druhej sú prvky sp¨¬ajúce a+ 1 = b mod 2). Norma ideálu p je po-
tom 2, £o je prvo£íslo, teda pod©a tvrdenia 5.12. je p prvoideál. Podobne ©ubovo©ný
prvok patriaci do q =

(
3, 1 +

√
−5
)
má tvar 3(a+ b

√
−5) + (1 +

√
−5)(c+ d

√
−5) =

3a + c − 5d +
√
−5(3b + c + d) = r +

√
−5s, kde r − s = 0 mod 3. Teda N(q) = 3

a q je prvoideál. Nakoniec, ©ubovo©ný prvok patriaci do r =
(
3, 1−

√
−5
)
má tvar

3(a+ b
√
−5) + (1−

√
−5)(c+ d

√
−5) = 3a+ c+ 5d+

√
−5(3b− c+ d) = r+

√
−5s,

kde r + s = 0 mod 3. Opä´, N(r) = 3 a r je prvoideál. Ak by p bol hlavný ideál,
tak ke¤ºe do¬ patria prvky 2 a 1 +

√
−5, teda prvky s normou 4 a 6, tak norma

generátora by musel by´ delite© oboch týchto £ísel, teda ±1 alebo ±2. Moºnos´ ±1
hne¤ vylú£ime, lebo takéto normy majú len delitele jednotky, ktoré generujú celé
O, ale p 6= O. Av²ak moºnos´ ±2 môºme vylú£i´ tieº, lebo pri predpise pre normu
N(a+ b

√
−5) = a2 + 5b2 sú rovnosti a2 + 5b2 = ±2 pre a, b ∈ Z nesplnite©né. Teda

h©adaný generátor neexistuje a p nie je hlavný ideál. Podobne, norma generátora
ideálu q by musel by´ delite© noriem prvkov 3 a 1+

√
−5, £o sú £ísla 9 a 6. Lenºe opä´,

rovnos´ a2 +5b2 = ±3 je pre a, b ∈ Z nesplnite©ná, teda q nie je hlavný ideál. Postup
pre ideál r je analogický. Rovnosti, ktoré máme dokáza´, budeme dokazova´ ako dve
inklúzie; ukáºeme, ºe generátory sú£inu ideálov na ©avej strane sú násobky generá-
tora hlavného ideálu na pravej strane, a zárove¬ ºe tento generátor patrí do sú£inu
ideálov. V prvom prípade: p2 =

(
2, 1 +

√
−5
)2

=
(
4, 2(1 +

√
−5), (1 +

√
−5)2

)
=(

4, 2(1 +
√
−5),−4 + 2

√
−5
)
. Vidíme, ºe kaºdý generátor tohto ideálu je násobok 2,

teda p2 ⊆ (2), a zárove¬ 2 = 2.4−2(1+
√
−5)+(−4+2

√
−5) ∈ p2, £o nám dáva druhú

inklúziu a teda aj rovnos´ p2 = (2). Podobne, qr =
(
9, 3(1−

√
−5), 3(1 +

√
−5), 6

)
.

Je vidie´, ºe kaºdý generátor tohto ideálu je násobok 3 a 3 = 9 − 6 ∈ qr, teda
qr = (3) . Ideál pq =

(
6, 2(1 +

√
−5), 3(1 +

√
−5), (1 +

√
−5)2

)
, teda je vidie´, ºe
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pq =
(
1 +
√
−5
)
. Nakoniec, pr =

(
6, 2(1−

√
−5), 3(1 +

√
−5), 6

)
a s vyuºitím

rovností 3(1+
√
−5) = (1−

√
−5)(−2+

√
−5) a 1−

√
−5 = 6−2(1−

√
−5)−3(1+

√
−5)

dostaneme
(
pr = 1−

√
−5
)
.

3. V Z
[√
−5,
√

2
]
môºme písa´ 14 =

√
2(
√

2 +
√
−5)
√

2(
√

2−
√
−5), preto budeme

h©ada´ prieniky ideálov
(√

2
)
,
(√

2 +
√
−5
)
a
(√

2−
√
−5
)
s Z

[√
−10

]
. Ozna£me

p1 =
(√

2
)
∩ Z

[√
−10

]
. Zrejme 2 =

√
2
√

2 aj
√
−10 =

√
2
√
−5 patria do p1, teda(

2,
√
−10

)
⊆ p1. Ak v²ak nejaký prvok x patrí do

(√
2
)
∩Z

[√
−10

]
, tak x =

√
2(a+

b
√

2 + c
√
−5 + d

√
−10) = e+ f

√
−10 pre a, b, c, d, e, f ∈ Z, £o môºme prepísa´ ako

a
√

2 + 2d
√
−5 = e− 2b+

√
−10(f − c). Mnoºina

{
1,
√

2,
√
−5,
√
−10

}
je v²ak bázou

priestoru Q(
√

2,
√
−5), teda jediná moºnos´ ako môºe by´ splnená posledná rovnos´

je, ºe a, 2d, e−2b aj f − c sú nulové. �peciálne v¤aka tomu, ºe a = d = 0 dostaneme
x =
√

2(b
√

2+c
√
−5) = 2b+c

√
−10, teda x ∈

(
2,
√
−10

)
a
(
2,
√
−10

)
= p1. Podobne,

ak ozna£íme p2 =
(√

2 +
√
−5
)
∩ Z

[√
−10

]
, tak

√
2(
√

2 +
√
−5) = 2 +

√
−10 aj√

−5(
√

2 +
√
−5) = −5 +

√
−10 patria do p2, teda

(
2 +
√
−10,−5 +

√
−10

)
⊆ p2.

Pre dokázanie opa£nej inklúzie si opä´ zapí²me ©ubovo©ný prvok z
(√

2 +
√
−5
)
∩

Z
[√
−10

]
ako x = (

√
2 +
√
−5)(a+ b

√
2 + c

√
−5 +d

√
−10) = e+ f

√
−10 pre nejaké

a, b, c, d, e, f ∈ Z. Po roznásobení tejto rovnosti a porovnaní príslu²ných koe�cientov
sa dá ukáza´, ºe a = d = 0 a teda x = (

√
2 +
√
−5)(b

√
2 + c

√
−5) = 2b+ b

√
−10−

5c + c
√
−10 ∈

(
2 +
√
−10,−5 +

√
−10

)
. Teda

(
2 +
√
−10,−5 +

√
−10

)
= p2. Pre

názornos´ môºe by´ výhodné pretransformova´ generátory tohto ideálu z mnoºiny
{a, b} na {a− b, a} ; potom

(
2 +
√
−10,−5 +

√
−10

)
=
(
7, 2 +

√
−10

)
. Zostal nám

na nájdenie e²te posledný prienik: ozna£me p3 =
(√

2−
√
−5
)
∩ Z

[√
−10

]
. Zrejme

prvky
√

2(
√

2−
√
−5) = 2−

√
−10 a

√
−5(
√

2−
√
−5) = 5+

√
−10 patria do p3, preto(

2−
√
−10, 5 +

√
−10

)
⊆ p3. Rovnakým postupom ako pri ideáli p2 sa dá ukáza´

rovnos´
(
2−
√
−10, 5 +

√
−10

)
= p3 a aj teraz si kvôli názornosti pretransformujme

generátory p3 na mnoºinu
{

7, 2−
√
−10

}
. Na²li sme teda rozklad (14) = p2

1p2p3.
To, ºe ideály p1, p2, p3 sú prvoideály môºme dokáza´ ²tandardným postupom: vy-
jadríme si v²eobecný prvok patriaci do týchto ideálov v tvare r + s

√
−10, kde r

a s budú viazané akýmsi vz´ahom. Pre p1 bude tento vz´ah r = 0 mod 2, pre
p2 r + 5s = 0 mod 7 a pre p3 r + 2s = 0 mod 7. Z toho vidíme, ºe normy sú
N(p1) = 2, N(p2) = N(p3) = 7, £o sú prvo£ísla, teda tieto ideály sú prvodieály. To,
ºe nie sú hlavné sa tieº dá ukáza´ uº nieko©kokrát pouºitým argumentom: norma
prípadého generátora by musela by´ ±2, resp. ±7 (ako jediné netriviálne delitele
noriem prvkov, o ktorých vieme, ºe do daných ideálov patria), lenºe pri predpise pre
normu N(a+ b

√
−10) = a2 + 10b2 prvky s takýmito normami existova´ nemôºu.

4. Ke¤ºe p je prvoideál, teda maximálny ideál, tak kaºdý ideál od p ostro vä£²í
je uº celé O. Lenºe p 6= q a potom existuje nejaké x ∈ q také, ºe x /∈ p (a v²imnime
si, ºe v¤aka tomu, ºe q a p sú rôzne prvoideály nemôºe nasta´ inklúzia q ⊆ p, kedy by
h©adané x neexistovalo). Potom p + q ⊆ p+ (x) = O, teda p + q = O. Druhú rovnos´
ukáºeme ako dve inklúzie, pri£om jedna z nich je ©ahká: zrejme pq ⊆ p, pq ⊆ q, teda
pq ⊆ p ∩ q. Na druhú stranu, nech x patrí do p ∩ q. Potom x ∈ p a sú£asne x ∈ q,
teda (x) ⊆ p a z toho p | (x), podobne (x) ⊆ q, q | (x) . To znamená, ºe prvoideály
p aj q sa vyskytujú v rozklade ideálu (x) . V¤aka jednozna£nosti rozkladu ideálov
na prvoideály môºme písa´ pq | (x) , teda x ∈ pq, £ím sme ukázali druhú inklúziu a
rovnos´ p ∩ q = pq.
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5. Ak x patrí do ideálu
(
2, 1 +

√
−5
)
, tak x = 2(a+b

√
−5)+(1+

√
−5)(c+d

√
−5) =

2a + c − 5d +
√
−5(2b + c + d) = 2(a − 3d) + (1 +

√
−5)(2b + d + c). Kaºdý pr-

vok Z vieme vyjadri´ v tvare a − 3d a 2b + d + c pre vhodné a, b, c, d ∈ Z a ti-
eto vyjadrenia sú nezávislé, preto

{
2, 1 +

√
−5
}

je Z−báza ideálu
(
2, 1 +

√
−5
)
.

Diskriminant Q
[√
−5
]
je 4.(−5) a pod©a tvrdenia 5.7. je N(

(
2, 1 +

√
−5
)
) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣

˛̨̨̨
˛̨ 2 1 +

√
−5

2 1−
√
−5

˛̨̨̨
˛̨
2

4(−5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2

=
∣∣∣ (−4(

√
−5))2

4(−5)

∣∣∣ 12 =
∣∣ 16

4

∣∣ 12 = 2.

6. Pre nájdenie rozkladu ideálu (30) na prvoideály v Z
[√
−29

]
by sme mohli vyuºi´

dva rozklady 30 = 2.3.5 = (1 +
√
−29)(1−

√
−29). Rad²ej v²ak pouºijeme tvrdenie

5.17 a nájdeme rozklady na prvoideály ideálov (2) , (3) , (5) .Minimálny polynóm pre√
−29 je t2 + 29. Modulo 2 môºme písa´ t2 + 29 = t2 + 1 = (t + 1)2, teda (2) =(

2, 1 +
√
−29

)2
. Ideál

(
2, 1 +

√
−29

)
nie je hlavný, lebo prípadný generátor by musel

ma´ normu ±2 (delite© noriem prvkov 2 a 1+
√
−29, teda £ísel 4 a 30), £o je v²ak pri

predpise pre normu N(a+b
√
−29) = a2 +29b2 nemoºné. Modulo 3 môºme písa´ t2 +

29 = t2 +2 = (t+1)(t+2), teda (3) =
(
3, 1 +

√
−29

) (
3, 2 +

√
−29

)
. Pretransformu-

jme si kvôli názornosti generátory tohto druhého ideálu z mnoºiny {a, b} na mnoºinu
{a, a− b} . Potom (3) =

(
3, 1 +

√
−29

) (
3, 1−

√
−29

)
a ©ahko sa dá ukáza´, ºe aj ti-

eto ideály nie sú hlavné. Nakoniec modulo 5 môºme písa´ t2+29 = t2+4 = (t+1)(t−
1), teda (5) =

(
5, 1 +

√
−29

) (
5, 1−

√
−29

)
. Ani tieto ideály nie sú hlavné. Pod©a

tvrdenia 5.17 sú v²etky nájdené ideály prvoideály a rozklad ideálu (30) je (30) =(
2, 1 +

√
−29

)2 (
3, 1 +

√
−29

) (
3, 1−

√
−29

) (
5, 1 +

√
−29

) (
5, 1−

√
−29

)
.Môºme si

v²imnú´, ºe sme dostali práve tie prvoideály, s ktorými by sme pracovali pri h©adaní
rozkladu ideálu (30) prvým spôsobom.
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Abstrakt
Práca sa zaoberá základmi algebraickej teórie £ísel. Najprv sú de�nované základné
pojmy ako £íselné pole, báza, okruh celých £ísel, integrálna báza, diskriminant £ísel-
ného po©a, norma a stopa prvku. Na jednoduchých príkladoch je ilustrované vyuºitie
týchto pojmov. V tretej kapitole sú charakterizované okruhy celých £ísel a diskrimi-
nanty kvadratických a cyklotomických polí. V ²tvrtej kapitole sa buduje teória rozk-
ladu prvkov okruhu na sú£in ireducibilných prvkov, pri£om je táto teória interpre-
tovaná v okruhoch celých £ísel £íselného po©a a sú uvedené príklady okruhov celých
£ísel, v ktorých rozklad na ireducibilné prvky nie je jednozna£ný. Piata kapitola sa
venuje ideálom; sú zavedené pojmy zlomkový ideál, norma ideálu a je dokázané tvr-
denie o jednozna£nom rozklade ideálov okruhu celých £ísel na sú£in prvoideálov. V
nieko©kých príkladoch je ukázaný postup na h©adanie rozkladu hlavného ideálu gen-
erovaného prirodzeným £íslom pomocou nejednozna£ného rozkladu prvku na sú£in
ireducibilných prvkov, pri£om je ukázaná existencia ideálov, ktoré nie sú hlavné a
nazna£ený súvis existencie takýchto ideálov s nejednozna£nos´ou rozkladu prvkov.
Práca si dáva za cie© poskytnú´ záujemcovi o ²túdium algebraickej teórie £ísel zák-
lady prístupné v slovenskom jazyku, ktoré mu môºu pomôc´ pri £ítaní ¤a©sích,
pokro£ilej²ích textov.
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