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Nutné podmienky - Opakovanie

Nech G ma hamiltonovski kruZnicu. Potom pre kaZdi () # S C VG
pocet c(G \ S) komponentov grafu G\ S neprevysuje |S]|.

Veta

Existuji viak grafy, ktoré spliaji nutnii podmienku Vety a nie sii
hamiltonovské.
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Postacujlice podmienky na stupne - Opakovanie

Veta (A. Dirac, 1952)

Graf na n > 3 vrcholoch a minimalnym stuprion 6 > n/2 je
hamiltonovsky.

Poziadavka na takyto velky minimalny stupen je v istom zmysle
prilis silna.
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Ore si vimol, Ze podmienka § > n/2 je potrebna len na to, aby
sucet stupnov kazdej dvojice nesusednych vrcholov bol aspon n.
Vtedy ani nepotrebujeme vnorenie do maximalneho
nehamiltonovského grafu. Stadi uvazit najdlhsiu cestu P medzi
nesusednymi vrcholmi u a v, a P modifikovat na kruznicu v G na
tej istej mnozine vrcholov ako P (ako v ddkaze Diracovej vety). Z
volby P a stvislosti G vyplynie, Ze zkonstruovana kruznica je
hamiltonovska.

Veta (Ore, 1960)

Nech G je graf na n > 3 vrcholoch. Ak degu + degv > n pre kazdu
dvojicu nesusednych vrcholov, tak G ma hamiltonovski kruznicu.
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Uvedené podmienky nie je mozné zoslabit:

1. Podmienka § > n/2:
uvazme graf G ktory pozostava z dvoch klik KLMJ a KVH]
2 2

so spolo¢nym vrcholom. Graf G nie je hamiltonovsky a ma
6= |5 1| Pre n neparne uvazme kliky K,—1 a Kn+1, opat so

2
spolo¢nym vrcholom. Inym prikladom je kompletny bipartitny
graf, velkost partii sa liSi presne o 1.
2. Podmienka degu + degv > n:
Yuv € G: uvazme graf, ktory pozostava z dvoch klik K, a K3
so spolo¢nym vrcholom.

Doterajsie podmineky neboli naozaj podmienky na postupnosti
stupnov.
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Hamiltonovské postupnosti

Odvodime teraz vysledok, ktory je v istom zmysle spomedzi
vsetkych podmienok na stupne najlepsi mozny. Najskor zavedieme
potrebné pojmy:
1. Postupnost S = d; < dy--- < d, celych Cisel je grafovd, ak
existuje graf G na n vrcholoch, ktoré mozno ocislovat
uy, Up, ..., Uy tak, ze degu; = d; pre vsetky i. Kratko
hovorime, ze G realizuje postupnost S.
Napriklad, postupnost 4,4,4, 4,4 je realizovana kompletnym
grafom Ks a ziadnym inym, postupnost 2,2,2.2,2 2 ma dve
realizacie: kruznicu Cs a dve képie kompletného grafu K3z,
kym postupnost 2,2,2,2, 2,3 nie je grafova, lebo nerealizuje
Ziaden graf.
2. Hovorime, Ze grafova postupnost je hamiltonovska, ak kazdy
graf, ktory ju realizuje, je hamiltonovsky.
Napriklad, grafova postupnost ktora vyhovuje Diracove;j
podmienke 6 > n/2, n > 3 je hamiltonovska, naproti tomu
2,2,2,2,2,2 nie je hamiltonovska.



Hamiltonovské postupnosti

1. Postupnost $* = df < dj < ... < d} dominuje postupnost
S=d <dr <. <dp oznatujeme S < §*, ak d; < df, pre
vSetky i.
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Chvatalova veta

Teraz Diracovu vetu mézeme vyslovit aj takto:

Grafovd postupnost S =d; < d, <---<d,, di >n/2, n>3, je
hamiltonovska.

Ak S* dominuje S, tak S* splfiuje rovnaki podmienku ako S, t.j.
d* > n/2 pre vsetky i, a teda S* je hamiltonovska. V tomto zmysle
je podmienka zformulovana v nasledujlicej vete najlepSia mozna.

Veta (Chvatal, 1973)

Nech G je graf na n > 3 vrcholoch a nech postupnost
S=d <d) <---<d, jeho stupriov vyhovuje podmienke: Pre
kazdé k < 3 plati

dk§k=>dn_k2n—k (*)

Potom G ma hamiltonovskii kruZnicu. Ak S nespliia podmienku
(%), tak S je dominovana grafovou postupnostou, ktord nema
hamiltonovskd realizaciu.

Robert Jajcay Graph Theory



Dokaz Chvatalovej vety

Doékaz: Najskor odvodime platnost prvej Casti tvrdenia. Postupovat
budeme nepriamo:

1. Nech G nie je hamiltonovsky, pricom jeho postupnost stupnov
S vyhovuje podmienke (x). G vnorime do maximalneho
nehamiltonovského grafu G* (rovnako ako v ddkaze Diracovej
vety)

2. Vsimnime si, ze postupnost S* stupriov grafu G* vyhovuje
podmienke (x)

3. Graf G* nie je hamiltonovsky, a preto nie je kompletny. Zo
vSetkych dvojic vrcholov u, v takych, ze uv ¢ G* zvolme
‘maximalnu’ nehranu, t.j. nehranu uv &€ G* s vlastnostou
d*u+ d*v > d*x + d*y, pre kazdi xy € G*
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Dokaz Chvatalovej vety

1. WLOG moézeme predpokladat, ze
d*u < d*v

2. Z maximality G* plynie, Ze G* + uv ma hamiltonovski
kruznicu a teda G* ma hamiltonovskd cestu z u do v.

3. Teraz zopakujeme (vahu z dokazu Diracovej vety. Tentoraz je
SN T =0 (inak G* ma hamiltonovski kruznicu - spor s
volbou G*), ¢o znamena Ze

du+d*v=|S|+|T|<n
4. To spolu s d*u < d*v dava

n
d” —
u<2
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Dokaz Chvatalovej vety

1. Pozrime sa na stupen d*u;, kde i € S : ujv & G* a z
maximality nehrany uv plynie

d*ui + d*v < d*u+ d*v

d*u; < d*u

2. Preto G* m4 asporni |S| = d*u vrcholov stupria nanajvy$ d*u.
Polozme k = d*u. Potom d < k < 7 a podla (x) musi byt
di_,>n—k

3. Posledna nerovnost nam hovori, ze mame k + 1 vrcholov
stupna aspon n — k. Vrchol u nemdéze byt spojeny s kazdym z
nich, lebo jeho stupen je k. Preto existuje vrchol w taky, ze
uw € G* ad*w > n—k
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Dokaz Chvatalovej vety

1. Odtial

d*u+dw>n>du+dv,

¢o je spor s volbou uv (maximalna nehrana v G*). Tym je
platnost prvej Casti tvrdenia dokazana.
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Dokaz Chvatalovej vety

Doékaz druhej casti tvrdenia:
1. Predpokladajme, ze postupnost S =d; < db < --- < dp,
n > 3, je grafova a nevyhovuje podmienke
di < k=d, x>n—k (%),

pre konkrétne k, 1 < k < 7.
2. Potom S je dominovana postupnostou

S*=k,k,...,k,n—k—1,n—k—1,...,n—k—1,n—1,n—1,...,n-1

How many K's, (n — k — 1)'s and (n — 1)'s?

3. s k clenmi rovnajlcimi sa k, s n — 2k ¢lenmi rovnajlcimi sa
n—k —1, as k ¢lenmi rovnajicimi sa n — 1. Postupnost S* je
postupnostou stupriov jediného grafu, ozna¢me ho G(k, k, n),
s mnozinou vrcholov X U Y U Z, kde |X| =k, |Y| = k,
|Z| = n— 2k a e je hrana v G(k, k, n) prave vtedy ked aspori
jeden z jej koncov lezi v Y, alebo obidva jej konce lezia v Z.
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Dokaz Chvatalovej vety

Ky, Ky, K2k

Obr.: graf G(k, k, n)
1.

2. G(k, k,n) nie je hamiltonovsky - nevyhovuje nasej jedinej
nutnej podmienke na hamiltonovskost

0
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Uloha

Graf ktory vyhovuje Oreho podmienke vyhovuje aj Chvatalove;
podmienke. Dokazte.

Priklad. Graf G ukazuje, ze Oreho podmienka je striktnym
rozsirenim Chvatalovej podmienky a graf H ukazuje, ze Chvatalova
podmienka je striktnym rozsirenim Oreho podmienky.

G H

Obr.: Porovnanie postacujicich podmienok na stupne
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