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Uzaver grafu

Posledné z podmienok ktord si predstavime je inSpirovana Oreho
vetou
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Uzaver grafu

Posledna z podmienok ktor( si predstavime je inSpirovana Oreho
vetou
Oreho veta: Nech G je graf na n > 3 vrcholoch. Ak
degu + degv > n pre kaZdi dvojicu u, v nesusednych vrcholov, tak
G ma hamiltonovskd kruznicu.
Pripomenme si zdkladnd myslienku dokazu, od tej sa budd odvijat
dalSie tvahy:
* graf G je suvisly, to zarucuje podmienka na sicet stupnov
nesusednych vrcholov?
* Nech P je najdlhsia cesta v G, P modifikujeme na kruznicu na
tej istej mnozine vrcholov ako P:
P =uj,...,ur a mdézeme predpokladat, ze ujux € G
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Uzaver grafu

Posledna z podmienok ktor( si predstavime je inSpirovana Oreho
vetou
Oreho veta: Nech G je graf na n > 3 vrcholoch. Ak
degu + degv > n pre kaZdi dvojicu u, v nesusednych vrcholov, tak
G ma hamiltonovskd kruznicu.
Pripomenme si zdkladnd myslienku dokazu, od tej sa budd odvijat
dalSie tvahy:
* graf G je suvisly, to zarucuje podmienka na sicet stupnov
nesusednych vrcholov?
* Nech P je najdlhsia cesta v G, P modifikujeme na kruznicu na
tej istej mnozine vrcholov ako P:
P =uj,...,ur a mdézeme predpokladat, ze ujux € G

Susedia vrcholov uy, uy lezia na P, preto mozeme aplikovat
argument z dokazu Diracovej vety.
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Uzaver grafu

* Slibena kruznica je zostrojena. Ak k = n, hotovo - zostrojena
kruznica je hamiltonovska. Inak existuje vrchol mimo
zostrojenej kruznice, z ktorého ide hrana do tejto kruznice -
spor s volbou P.

Robert Jajcay Graph Theory



Uzaver grafu

* Slibena kruznica je zostrojena. Ak k = n, hotovo - zostrojena
kruznica je hamiltonovska. Inak existuje vrchol mimo
zostrojenej kruznice, z ktorého ide hrana do tejto kruznice -
spor s volbou P.

* Predpoklad degu + degv > n pre kaZzdd dvojicu nesusednych
vrcholov zamenme s degu + degv > n pre konkrétnu dvojicu
nesusednych vrcholov u a v. Za P zvolme najdlhSiu cestu z u
do v. Dalej postupujme ako pred chvilou. Prideme ku zéveru:
graf G je hamiltonovsky prave vtedy ked G + uv je
hamiltonovsky.

Robert Jajcay Graph Theory



Uzaver grafu

* Slibena kruznica je zostrojena. Ak k = n, hotovo - zostrojena
kruznica je hamiltonovska. Inak existuje vrchol mimo
zostrojenej kruznice, z ktorého ide hrana do tejto kruznice -
spor s volbou P.

* Predpoklad degu + degv > n pre kaZzdd dvojicu nesusednych
vrcholov zamenme s degu + degv > n pre konkrétnu dvojicu
nesusednych vrcholov u a v. Za P zvolme najdlhSiu cestu z u
do v. Dalej postupujme ako pred chvilou. Prideme ku zéveru:
graf G je hamiltonovsky prave vtedy ked G + uv je
hamiltonovsky.

Lemma (Ore)

Nech G je graf na n > 3 vrcholoch a nech u, v je dvojica
nesusednych vrcholov so siictom stupriov degu + degv > n. Potom
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* Slibena kruznica je zostrojena. Ak k = n, hotovo - zostrojena
kruznica je hamiltonovska. Inak existuje vrchol mimo
zostrojenej kruznice, z ktorého ide hrana do tejto kruznice -
spor s volbou P.

* Predpoklad degu + degv > n pre kaZzdd dvojicu nesusednych
vrcholov zamenme s degu + degv > n pre konkrétnu dvojicu
nesusednych vrcholov u a v. Za P zvolme najdlhSiu cestu z u
do v. Dalej postupujme ako pred chvilou. Prideme ku zéveru:
graf G je hamiltonovsky prave vtedy ked G + uv je
hamiltonovsky.

Lemma (Ore)

Nech G je graf na n > 3 vrcholoch a nech u, v je dvojica
nesusednych vrcholov so siictom stupriov degu + degv > n. Potom
graf G je hamiltonovsky prave vtedy ked' G + uv je hamiltonovsky.

Zmysel lemmy spodiva v moznosti iterovat operaciu pridania hrany, az skonéime s grafom v ktorom je sticet

stupriov [ubovolnych dvoch nesusednych vrcholov mensi ako n. Tento graf nazyvame uzéver grafu G a oznadujeme

c(G).
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Uzaver grafu

Priklad. Uzaver grafu ma aspon tolko hran ako graf z ktorého
vysiel a nanajvys tolko ako kompletny graf. M6ze nastat aj pripad

‘medzi’.
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Bondyho-Chvatalova veta

Uloha. Ukazte, Ze uzaver grafu je dobre definovany.
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Bondyho-Chvatalova veta

Uloha. Ukazte, Ze uzaver grafu je dobre definovany.

Priamo z konstrukcie uzaveru a Oreho lemy plynie

(Bondy, Chvatal, 1976) Graf G je hamiltonovsky prave vtedy ked
jeho uzaver je hamiltonovsky.
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Bondyho-Chvatalova veta

Uloha. Ukazte, Ze uzaver grafu je dobre definovany.

Priamo z konstrukcie uzaveru a Oreho lemy plynie

(Bondy, Chvatal, 1976) Graf G je hamiltonovsky prave vtedy ked
jeho uzaver je hamiltonovsky.

Corollary

Ak uzaver grafu G je kompletny graf, tak G je hamiltonovsky.

Je zrejmé, Ze uzaver grafu ktory vyhovuje Oreho podmienke je
kompletny graf. Nie je tazké ukazat, napr. imitovanim dokazu
Chvatalovej vety, ze aj uzaver grafu, ktory vyhovuje Chvatalove;j
podmienke, je kompletny.
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Bondyho-Chvatalova veta

Uloha. Ukazte, Ze uzaver grafu je dobre definovany.

Priamo z konstrukcie uzaveru a Oreho lemy plynie

(Bondy, Chvatal, 1976) Graf G je hamiltonovsky prave vtedy ked
jeho uzaver je hamiltonovsky.

Corollary

Ak uzaver grafu G je kompletny graf, tak G je hamiltonovsky.

Je zrejmé, Ze uzaver grafu ktory vyhovuje Oreho podmienke je
kompletny graf. Nie je tazké ukazat, napr. imitovanim dokazu
Chvatalovej vety, ze aj uzaver grafu, ktory vyhovuje Chvatalove;j
podmienke, je kompletny. Sti¢asne graf G na predchadzajiicom
obrazku ukazuje, Zze dosledok Bondy-Chvatalovej vety je striktnym
rozsirenim Bondy-Chvatalovej vety.
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Doterajsie vysledky schematicky popisuje retazec
DcCOCCH Cc{dG)=K,} c? CH

. D pozostava z grafov vyhovujicich Diracovej podmienke
. O pozostava z grafov vyhovujicich Oreho podmienke

. CH obsahuje grafy ktoré spifiaji Chvatalovu podmienku

A W =

. 'H oznaluje grafy s hamiltonovskou kruznicou (v kazdej triede
len grafy na n > 3 vrcholoch)
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Doterajsie vysledky schematicky popisuje retazec
DcCOCCH C{c(G)=K,} C? CH

D pozostava z grafov vyhovujicich Diracovej podmienke
O pozostava z grafov vyhovujicich Oreho podmienke
CH obsahuje grafy ktoré spiiaji Chvatalovu podmienku

= CY

H oznaluje grafy s hamiltonovskou kruznicou (v kazdej triede
len grafy na n > 3 vrcholoch)
‘Zostava’, ak pokracujeme v tejto linii,

1. popisat grafy ktorych uzaver je kompletny graf a nevyhovuji
Chvatalovej podmienke

2. popisat grafy ktoré si hamiltonovské a ich uzaver nie je nutne
kompletny graf
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Na zaver uvedieme striktné rozsirenie Oreho podmienky, ktoré
pripusta aby uzaver nebol kompletny graf.
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Na zaver uvedieme striktné rozsirenie Oreho podmienky, ktoré
pripusta aby uzaver nebol kompletny graf.

(Geng-Hua-Fan, 1984) Nech G je 2-sivisly graf na n > 3
vrcholoch, a nech u, v su dva vrcholy v G. Ak plati

d(u, v) = 2 = max{deg(u), deg(v) >

}

N S

tak G ma hamiltovskd kruZnicu.
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Na zaver uvedieme striktné rozsirenie Oreho podmienky, ktoré
pripusta aby uzaver nebol kompletny graf.

Veta

(Geng-Hua-Fan, 1984) Nech G je 2-sivisly graf na n > 3
vrcholoch, a nech u, v su dva vrcholy v G. Ak plati

}

d(u, v) = 2 = max{deg(u), deg(v) >

N S

tak G ma hamiltovskd kruZnicu.

Veta je podstatnym zovseobecnenim Oreho vety. Graf na obrazku
nizSie ukazuje, ze uzaverom grafu ktory vyhovuje predpokladom
moze byt samotny graf.

- 1] 1]




Tym koncime prechadzku postacujicimi podmienkami na stupne
vrcholov.
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Postacujice podmienky na Struktdru

Koncom 70-tych rokov 20. storo¢ia Oberly a Sumner publikovali
¢lanok

Every connected, locally connected graph with no induced
claw is hamiltonian, Journal of Graph Theory, Vol.3, 1979,

351-356,
ktorym otvorili novy smer vyskumu hamiltonovskych grafov.
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Postacujice podmienky na Struktdru

Koncom 70-tych rokov 20. storo¢ia Oberly a Sumner publikovali
¢lanok

Every connected, locally connected graph with no induced
claw is hamiltonian, Journal of Graph Theory, Vol.3, 1979,
351-356,

ktorym otvorili novy smer vyskumu hamiltonovskych grafov.
Zavedieme potrebné pojmy a potom sa prejdeme dokazom ich
vysledku.

Definicia

1. Lokalne suavisly graf G je graf, v ktorom je pre kazdy vrchol
u podgraf indukovany na jeho susedoch vrcholoch sivisly

2. hviezda Kj 3 sa nazyva claw
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Oberlyho a Sumnerova veta

Sivisly, lokalne sivisly graf na n > 3 vrcholoch bez indukovaného
K1,3 je hamiltonovsky.
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Oberlyho a Sumnerova veta

Veta

Sivisly, lokalne sivisly graf na n > 3 vrcholoch bez indukovaného
K1,3 je hamiltonovsky.

Dokaz: Postupujme nepriamo. Nech G vyhovuje predpokladom
vety a nema hamiltonovskl kruznicu. Pozrime sa, ¢o z tychto
predpokladov plynie pre G:
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Oberlyho a Sumnerova veta

Veta
Sivisly, lokalne sivisly graf na n > 3 vrcholoch bez indukovaného
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Dokaz: Postupujme nepriamo. Nech G vyhovuje predpokladom
vety a nema hamiltonovskl kruznicu. Pozrime sa, ¢o z tychto
predpokladov plynie pre G:

1. n > 3 a lokalna stvislost implikujd, ze G obsahuje kruznicu.
2. Nech C je najdlhsia kruznica v G.
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Oberlyho a Sumnerova veta

Veta
Sivisly, lokalne sivisly graf na n > 3 vrcholoch bez indukovaného

K1,3 je hamiltonovsky.

Dokaz: Postupujme nepriamo. Nech G vyhovuje predpokladom
vety a nema hamiltonovskl kruznicu. Pozrime sa, ¢o z tychto
predpokladov plynie pre G:
1. n > 3 a lokalna stvislost implikujd, ze G obsahuje kruznicu.
2. Nech C je najdlhsia kruznica v G.

3. G nie je hamiltonovsky, preto existuje vrchol v & C
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Oberlyho a Sumnerova veta

Veta

Sivisly, lokalne sivisly graf na n > 3 vrcholoch bez indukovaného
K1,3 je hamiltonovsky.

Dokaz: Postupujme nepriamo. Nech G vyhovuje predpokladom
vety a nema hamiltonovskl kruznicu. Pozrime sa, ¢o z tychto
predpokladov plynie pre G:

1.

n > 3 a lokalna sivislost implikuji, ze G obsahuje kruznicu.

2. Nech C je najdlhsia kruznica v G.
3.
4

. G je suvisly, preto v je koncom hrany e = uv, pricom u lezi na

G nie je hamiltonovsky, preto existuje vrchol v & C

C
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Dokaz Oberlyho a Sumnerovej veta; pokracovanie

Nech uy, up st vrcholy konzekutivne s u na C. Potom
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Dokaz Oberlyho a Sumnerovej veta; pokracovanie

Nech uy, up st vrcholy konzekutivne s u na C. Potom

1. hrany vu; a vup nepatria do G, v opacnom pripade mame
dlhsiu kruznicu nez je C - spor s volbou C
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Dokaz Oberlyho a Sumnerovej veta; pokracovanie

Nech uy, up st vrcholy konzekutivne s u na C. Potom
1. hrany vu; a vup nepatria do G, v opacnom pripade mame
dlhsiu kruznicu nez je C - spor s volbou C

2. upuo je hrana v G, inak vu, vuyvuo indukuje hviezdu K13 v G
- spor s predpokladom vety

3. v, u1, up st susedné s u a v nie je sused ani jedného z nich.
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Dokaz Oberlyho a Sumnerovej veta; pokracovanie

Z lokalnej suvislosti grafu G plynie:

1. v okoli vrchola u existuje cesta z v do jedného z vrcholov
u1, up ktord neobsahuje ten druhy vrchol. (Ak by napriklad
cesta z v do u; obsahovala u, tak by jej Cast ktora vedie z v
do up bola cestou z v do up, ktord neobsahuje uj.)
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Dokaz Oberlyho a Sumnerovej veta; pokracovanie

1. Nech teda P je cesta z v do uz, v okoli u, ktord neobsahuje
up. Ak by PN C = {u1}, tak by sme dostali dlhsiu kruznicu
nez je C. Preto (PN C)\ {1} #0
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Dokaz Oberlyho a Sumnerovej veta; pokracovanie

1. Nech teda P je cesta z v do uz, v okoli u, ktord neobsahuje
up. Ak by PN C = {u1}, tak by sme dostali dlhsiu kruznicu
nez je C. Preto (PN C)\ {1} #0

2. Pre vrchol vrchol w € (PN C) \ {u1} nastane jedna z
moznosti:

I w je singularny : ziadny z vrcholov konzekutivnych s w na C
nie je susedny s u, a teda nelezi na P
I w nie je singularny

Robert Jajcay Graph Theory



Dokaz Oberlyho a Sumnerovej veta; pokracovanie

Na grafe vlavo budeme ilustrovat situaciu ked kazdy vrchol je
singularny, grafom vpravo situaciu, ked w je prvy nesingularny
vrchol na ktory natrafime ked vyjdeme z v po ceste P.
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Dokaz Oberlyho a Sumnerovej veta; pokracovanie

1. Predpokladajme, ze kazdy vrchol w € (PN C) \ {u1} je
singularny. Potom w je susedny s u a wy, wp konzekutivne s w
na C nie st susedné s u
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Dokaz Oberlyho a Sumnerovej veta; pokracovanie

1. Predpokladajme, ze kazdy vrchol w € (PN C) \ {u1} je
singularny. Potom w je susedny s u a wy, wp konzekutivne s w
na C nie st susedné s u

2. indukovany podgraf (wi, w, wp) # Ki 3 a tak wiws je hrana v
G
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Dokaz Oberlyho a Sumnerovej veta; pokracovanie

1. Predpokladajme, ze kazdy vrchol w € (PN C) \ {u1} je
singularny. Potom w je susedny s u a wy, wp konzekutivne s w
na C nie st susedné s u

2. indukovany podgraf (wi, w, wp) # Ki 3 a tak wiws je hrana v
G

3. Prejdime sa po C U {v} : zanime vo vrchole uy, pokracujme
proti smeru hodinovych ruci¢iek do u tak, ze kazdy
w € (PN C)\ {u1} obideme cez hranu wyws, az prideme do
uy. Potom pokracujeme po ceste P v opachom smere az
prideme do v, dalej hranou vu a prechadzku uzavrieme hranou
uuy.
Ziskali sme dlhsiu kruznicu nez je C - spor s volbou C.
Hotovo.
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Dokaz Oberlyho a Sumnerovej veta; pokracovanie

1. Predpokladajme teraz, ze (PN C) \ {u1} obsahuje
nesingularny vrchol. Tento pripad prevedieme na predosly
nasledovnym sp6sobom:
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Dokaz Oberlyho a Sumnerovej veta; pokracovanie

1. Predpokladajme teraz, ze (PN C) \ {u1} obsahuje
nesingularny vrchol. Tento pripad prevedieme na predosly
nasledovnym sp6sobom:

2. Nech w je prvy nesingularny vrchol na ktory natrafime na
ceste P z vrchola v do vrchola u, a nech wy, wy si
konzekutivne s w na P. Vrchol w je nesingularny, preto
aspon jeden z vrcholov wy, wy lezi v okoli u. Mézeme
predpokladat, Ze je to vrchol wj.
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Dokaz Oberlyho a Sumnerovej veta; pokracovanie

1. Predpokladajme teraz, ze (PN C) \ {u1} obsahuje
nesingularny vrchol. Tento pripad prevedieme na predosly
nasledovnym sp6sobom:

2. Nech w je prvy nesingularny vrchol na ktory natrafime na
ceste P z vrchola v do vrchola u, a nech wy, wy si
konzekutivne s w na P. Vrchol w je nesingularny, preto
aspon jeden z vrcholov wy, wy lezi v okoli u. Mézeme
predpokladat, Ze je to vrchol wj.

3. Prevedieme kruznicu C na novii kruznicu C’, ktorad obsahuje
presne tie isté vrcholy ako C: vymazeme hrany wwiy, uuy, uup
a priddame hrany wu, wy u, uyup
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Dokaz Oberlyho a Sumnerovej veta; pokracovanie

1. Predpokladajme teraz, ze (PN C) \ {u1} obsahuje
nesingularny vrchol. Tento pripad prevedieme na predosly
nasledovnym sp6sobom:

2. Nech w je prvy nesingularny vrchol na ktory natrafime na
ceste P z vrchola v do vrchola u, a nech wy, wy si
konzekutivne s w na P. Vrchol w je nesingularny, preto
aspon jeden z vrcholov wy, wy lezi v okoli u. Mézeme
predpokladat, Ze je to vrchol wj.

3. Prevedieme kruznicu C na novii kruznicu C’, ktorad obsahuje
presne tie isté vrcholy ako C: vymazeme hrany wwiy, uuy, uup
a priddame hrany wu, wy u, uyup

4. vrcholy w a wy st konzekutivne s u na C’
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Dokaz Oberlyho a Sumnerovej veta; pokracovanie

1. cesta P C P z v do w neobsahuje wy (inak mal byt vybrany
namiesto w, lebo je tiez nesingularny)
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Dokaz Oberlyho a Sumnerovej veta; pokracovanie

1. cesta P C P z v do w neobsahuje wy (inak mal byt vybrany
namiesto w, lebo je tiez nesingularny)

2. podla volby w, cesta P’ neobsahuje Ziaden nesingularny
vrchol.
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Dokaz Oberlyho a Sumnerovej veta; pokracovanie

1. cesta P C P z v do w neobsahuje wy (inak mal byt vybrany
namiesto w, lebo je tiez nesingularny)

2. podla volby w, cesta P’ neobsahuje Ziaden nesingularny
vrchol.

3. Stihrnom, vzhladom na P’ a C’ sme sa ocitli v predo$lom
pripade. Dokaz je ukonceny.

Robert Jajcay Graph Theory



Pre Gplnost uvedieme priklad, ktory spolu s grafom na jednom z
predchadzajlcich obrazkov ukazujd, Ze ziadnu z podmienok vo vete
Oberlyho a Sumnera nie je mozné vynechat.

d

Obr.: lokalne svisly, nehamiltonovsky graf s indukovanym Kj 3
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Na zaver nasich Gvah vyslovime dve hypotézy, ktoré sa tykaju
grafov bez indukovanéj hviezdy K 3.
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Na zaver nasich Gvah vyslovime dve hypotézy, ktoré sa tykaju
grafov bez indukovanéj hviezdy K 3.

Conjecture

(Matthews, Sumner, 1984) KaZdy 4-sdvisly graf bez
indukovaného Ki 3 je hamiltonovsky.

Robert Jajcay Graph Theory



Na zaver nasich Gvah vyslovime dve hypotézy, ktoré sa tykaju
grafov bez indukovanéj hviezdy K 3.

Conjecture

(Matthews, Sumner, 1984) KaZdy 4-sdvisly graf bez
indukovaného Ki 3 je hamiltonovsky.

Conjecture

(Thomassen, 1985) Kazdy 4-sivisly hranovy graf je
hamiltonovsky.
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Oberly-Sumner graf na obrazku nizsie ukazuje, ze podmienku
4-stvislosti nie je mozné zoslabit.

Obr.: Oberly-Sumner graf je 3-sdvisly nehamiltonovsky, bez indukovaného
Kis
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Niektoré novsie vysledky:

Ryjacek, 1977: Hypotéza 1 a Hypotéza 2 si ekvivalentné. Kazdy
7-suvisly graf bez indukovaného Ki 3 je hamiltonovsky.
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Niektoré novsie vysledky:

Ryjacek, 1977: Hypotéza 1 a Hypotéza 2 si ekvivalentné. Kazdy
7-suvisly graf bez indukovaného Ki 3 je hamiltonovsky.

Kaiser, Vrana, 2012: 5-stvisly graf s minimalnym stupriom 6 > 6
bez indukovaného Kj 3 je hamiltonovsky.
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Constructing Hamiltonian Graphs

Suppose you want to construct a ‘random’ hamiltonian graph.
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Constructing Hamiltonian Graphs

Suppose you want to construct a ‘random’ hamiltonian graph.

* How would you construct a graph that is guaranteed to be
hamiltonian?
* Does your construction construct each hamiltonian graph?
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Constructing Hamiltonian Graphs

Suppose you want to construct a ‘random’ hamiltonian graph.
* How would you construct a graph that is guaranteed to be
hamiltonian?
* Does your construction construct each hamiltonian graph?
* How would you construct a ‘random’ hamiltonian graph?

* Do you obtain each hamiltonian graph with the same
probability?
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Textbook on Hamilton Cycles

10 Hamilton Cycles

In Chapter 1.8 we briefly discussed the problem of when a graph contains
an Euler tour, a closed walk traversing every edge exactly once. The
simple Theorem 1.8.1 solved that problem quite satisfactorily. Let us
now ask the analogous question for vertices: when does a graph G contain
a closed walk that contains every vertex of G exactly once? If |G| > 3,
then any such walk is a cycle: a Hamlton cycle of G. If G has a Hamilton ~ #2mien
cycle, it is called hamiltonian. Similarly, a path in G containing every i

vertex of G is a Hamilton path. Hamilton

Reinhard Diestel, Graph Theory, Electronic Edition 2005
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