LAG2, LS 2022/23
T. Macko, S. Kaluzny
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15.02.2023

1. Rozdelte vsetky permutécie na 3 a na 4 prvkoch na parne a nepérne.
Kolko ich je?

2. Ukézte, ze obsah rovnobeznika daného vektormi ¥ = (a,b) a v = (¢, d)
v rovine je V = ad — bc.

3. Dokézte Sarrusovo pravidlo.

4. Vyrieste systém dvoch rovnic o dvoch neznamych s rozsirenou maticou

danou nasledovne
a ble
c d|f )

5. Vypocitajte determinant matice

( cos(a)  sin(a) )

—sin(a) cos(a)

Interpretujte vysledok vzhladom k tlohe 2. Dosadte za « niektoré
standardné hodnoty, napr. 7/6, 7/4, 7/3. Ako vyzeraji vysledné matice?

6. Pomocou Sarrusovho pravidla spocitajte determinant nasledovnej matice

i j k
ay az asg
by by b3

7. Dokéazte, ze pre determinant nasledovnej matice

1 1 1
A= a b ¢
a® b

mame

det(A) = (b—a)(c—b)(c —a).

Tento determinant sa volda Vandermondov determinant.
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Ulohy pokra¢uji na druhej strane.

1. Pomocou Sarrusovho pravidla overte, ze det(A) = det(A”) pre kazdi
maticu A € M3 3(R).

2. Je mnozina {A € M3 3(R)| det(A) = 0} vektorovym podpriestorom
priestoru M3 3(R)?

3. Vyrétajte determinanty realnych matic

31 11 1 2 3 4
1 3 1 1 2 3 41
A= 11 3 1 B= 3 4 1 2
11 1 3 4 1 2 3
4. Vyratajte determinanty redlnych matic
0 1 1 1 01 00
1 0 1 1 10 0 0
C= 1 1 0 1 D= 0 0 01
1110 0 010

5. Vyratajte determinant redlnej matice stupna n

2 1 0 0
1 2 1 0
0 1 2 0

o o0 o 1 2
(T.j. Matica mé 2 na diagonéle, 1 hned vedla diagondly po oboch
strandch a inak 0.)
a b
=t a)

je reguldrna matica. Pomocou adjungovanej matice najdite A1,

6. Nech

7. Nech A € M542(Z) je matica tak, ze det(A) = 1. Ukézte, ze potom aj
Al e MQXQ(Z).



8. Nech

GL(n,R) ={A € M,xn(R) | det(A) # 0}

SL(n,R) ={A € M,x,(R) | det(A) =1}

SL(n,Z) ={A€ Mpxn(Z)| det(A) =1}

Ukéazte, ze GL(n,R), SL(n,R), SL(n,Z) si grupy s operaciou nasobenia
matic.

9. Ukazte, ze sucin HTM je HTM a ze suc¢in LTM je LTM. Ukéazte, zZe sacin
HTM a LTM a si¢in LTM a HT'M moze byt hocico.

(o) (o)

a interpretujte geometricky.

10. Vynasobte

Bonusova uloha:

Zobrazenie F': R™ x --- x R™ — R sa nazyva
—_———

n krat

e multilinearne, ak je linedrne v kazdej premennej,

e alternujuce, ak z u; = ; pre nejaké dve 1 < i # j < n vyplyva, zZe
F(iy,...,d4,) =0.

Ukéazte, ze pre danu konstantu ¢ € R existuje prave jedno multilinearne
alternujice zobrazenie F také, ze F(€é1,...,€,) = ¢, kde €; znad{ standardné
bazové vektory a zaroven plati pre toto zobrazenie, ze

F(dy,...,d,) =c-det(A)

ak d@; znadi i-ty riadok Stvorcovej matice A.
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1. Dokéazte, ze kososymetrickd matica A € M, ,(R) je singuldrna, ak n je
nepéarne. (Matica sa nazyva kososymetrickd ak A = — A7)

2. Vyrieste pomocou Cramerovych formul redlny linedrny systém AX = B,

3. Vyrieste pomocou Cramerovych formil redlny linearny systém AX = B,

1 1 2 3 1

3 -1 -1 =2 -4
A= 2 3 -1 -1 B = —6

1 2 3 -1 —4

4. Gramovou-Schmidtovou ortogonalizacnou metédou najdite ortogonalnu

bézu podpriestoru S ¢ R*, S =[(1,1,-1,-2),(2,1,0, 1), (1,2, —1,0)].

5. Najdite vietky vektory v R* so tandardnym skaldrnym st¢inom, ktoré
su kolmé na vSetky nasledujtice vektory:

(17 2747 3)3 (2707 1a 71)7 (la 27 717 2)’ (2707674)
6. Nech (dy,...,d,) je ortonormélna baza priestoru (V,{ , )). Dokazte, ze
ak #eVa (#,d)=0prei=1,...,n, tak Z=0.

7. Uvazujme standardny euklidovsky priestor (R™, (—, —)s¢). (Ak chcete,
mbzte zobrat aj pripad n = 2.) Uvazujte dalej standardnd definiciu uhla
medzi vektormi ako ja kosinusu uhla zo strednej skoly. S tymito
definiciami ukazte, ze plati:

<fvg‘>st = |f‘ ' |27| : COS(a)7

kde « je uhol medzi ¥ a .
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1. Nech (V,(, }) je euklidovsky vektorovy priestor. Dokdzte, Ze pre vSetky
abeV - = .
(a) |@ — b|? = |a@|? + |b|* — 2|@]|b] cos(@,b) (zndma kosinusovd veta)
(b) |@+ b)% + |@ — b|* = 2|a@|* + 2|b|2.
2. Uréte St pre S C R*, S =[(1,-3,1,2),(2,-1,-3,-1),(4,3,7,-1)].
3. N4jdite maticu ortogonélnej projekcie na podpriestor T = [(1,1,2)] C R3.
4. N3ajdite maticu ortogonalnej projekcie na podpriestor
S = [(15 17 71)a (17 71a 0)] - RB'
(Toto je priklad, ktory sme na predndske robili inym sposobom. Vysiel
rovnaky vysledok?)
5. Nech « € (0,2m). Ukdzte, Ze pre maticu

ao= (230 26
)

6. Nech a,b,c,d € R st také, ze a® + b% + ¢ + d? = 1. Ukazte, ze Ukdzte, ze
pre maticu

plati

— O

(03

1
. T: =
A, - A I (O

a —b —c —d
b a —-d ¢
A= c d a —b
d —c b a
plati
A-AT =1,

kde I, je jednotkova matica.
Bonusova tloha:

Dokézte, ze vlastnosti P2 = P = PT dplne charakterizuji matice
ortogonalnych projekcii v R™. Inymi slovami ukazte, ze kazda matica

P € M, »(R) také, ze P? = P = PT| je maticou projekcie na vhodny (ktory
konrétne?) podpriestor v R™.
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Na druhej strane je este jedna tloha.

1. Uvazujme S = {2z € C | |z| = 1} C C. Toto je grupa vzhladom na
komplexné nésobenie (rozmyslite si geometrickd interpreticiu). Pre
z € ST méme z = cos(a) + isin(a) pre vhodné a € (0, 27). Ukazte, Ze
zobrazenie

: St — SO(2)
cos(a)  sin(a) )

z = cos(a) +isin(a) — < —sin(a) cos(a)

je homomorfizmus grip. (Viete ukédzat aj, Ze je to izomorfizmus?)

2. Aky afinny podpriestor v afinnom priestore (R* R*) je mnozina takych
(mla T2,x3, .'174) S R4a ze

5%1 + 9%3 + 2:134 =20
T = 0?

N4jdite aspon tri rézne body a aspon dva linedrne nezavislé vektory
tohto afinného podpriestoru.

3. V 4-rozmernom afinnom priestore so zvolenou afinnou siradnicovou
stistavou majme body A = (1,2,-1,3), B=(2,0,4,-1), C = (5,1,1,0).
N4jdite ten jediny bod X, ktory (podla jednej z axiém afinného
priestoru) prislicha k bodu A a vektoru B? tak, ze B? = 115—(}

4. V (R* R*) majme A4y = (1,2,-1,0), A; = (1,1,2,1), Ay = (0,1,1, 1),
As =(0,0,1,2), Ay = (1,1,0,0). Dokézte, Ze usporiadand 5-tica

(Ao, AgA1, AgAs, AgAsz, AgAy)

je affind stradnicovd sustava a vyrdtajte (vzhladom na fu) stradnice
bodu X = (-1,0,1, 3).

5. Dokéazte, ze (Ag, A1, Aa, ..., A,) je barycentrickd stiradnicovd sistava
prave vtedy, ked (41, Ao, Asa, ..., Ay) je barycentrickd siradnicova
stustava.

6. V (R* R*) majme Ap = (1,2,—-1,0), A; = (1,1,2,1), Ay = (0,1,1,—1),
A3 = (0, O7 1, 2), A4 = (17 1, O, 0) Dokéite, 7€ (Ao, Al, AQ, A3, A4) je
barycentrickd siradnicovd ststava a vyratajte (vzhladom na 1iu)
barycentrické stradnice bodu X = (—1,0,1, 3).



7. Nech (f,¢) : (R*,R*) — (R?,R?) je afinné zobrazenie uréené tym, e
F(A0) = (1,1), F(Ay) = (1,2), f(43) = (0,0), f(45) = (0, 1),
f(Ay) = (—1,1), pricom Ag = (1,2,—-1,0), A; = (1,1,2,1),
A = (0,1,1, 1), A3 = (0,0,1,2), Ay = (1,1,0,0).

(
Vyratajte o(Y — Ag), ak Y = (—1,0, 1, 3).
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1. Néajdite parametrické vyjadrenie roviny «, obsahujicej body
A=(-1,1,0,1,5),B=(2,-1,3,4,0),C =(1,2,7,6,1)
a zistite, ¢i priamka p, prechadzajica bodmi
D=(2,1,-3,4,1),E=(0,1,-3,3,1),
pretina rovinu «. Ak ju pretina, urcéte o N p.

2. Napiste parametrické aj vSeobecné vyjadrenie
(a) roviny o7 v (R* R*) uréenej bodmi 4y = (1,2, —1,0),
Al = (17 ]-7 27 1)3 A2 = (0> ]-7 ]-7 _1), A3 = (07 Oa 1, 2)7
(b) nadroviny Z v (R* R*) uréenej bodmi Ag, Ay, A, Az, kde Ay, Ay,
As st ako v Casti (a) a A5 = (0,0, 1,2). Rozhodnite, ¢i B € £, ak
B=(-1,1,—-1,-3). Ak B ¢ &, mdze byt B € &7

3. Uréte vzajomnu polohu priamky p, prechddzajicej bodmi A = (4,2, 1, 6),
B =(0,4,5,4) a roviny «, prechddzajicej bodmi C' = (1,1,1,1),
D=(3,0,1,1), E=(1,1,-1,2).

4. Napiste parametrické aj vseobecné vyjadrenie
(a) roviny & v (R* R*) uréenej bodmi Ay = (1,2, —1,0),
Al = (]-7 ]-7 27 1)a A2 = (07 ]-7 ]-7 _]-)’
(b) nadroviny £ v (R* R*) uréenej bodmi Ag, A1, As, A3, kde Ag, A1,
As st ako v Casti (a) a A5 = (0,0, 1,2). Rozhodnite, ¢i B € A, ak
B=(-1,1,—-1,-3). Ak B ¢ &, mdze byt B € &7

5. V 5-rozmernom afinnom priestore uréte vzajomni polohu afinnych

podpriestorov
Ty —4x9 + 13 = —2
a=K2x —3x9 — x4 = —7
31’1 — 5$2 — X5 = —8
a

1 =141t + 1t
To =2 + to
xr3 =5 —1t1 + 3o
s =342t — 1o
x5 =14 3t; — 2ty, t1,t2 € R.

=y
If



6. V 4-rozmernom afinnom priestore je dand priamka

T =142t
. o =243t
b= x3 =3+ 4t

=445t teR

T, — T2 = 0
a=
T3 — T4 — 1.
Ukazte, ze p a « sa nepretinaji a napiste rovnice dvoch rovnobeznych
nadrovin, z ktorych jedna obsahuje priamku p a druhd rovinu a.

a rovina

Bonusova uloha:

Dané st priamka 1 = 1+¢, 20 =2+ 2t, 23 =34+ 3t, x4 =4+ 4t(t€R) a
rovina z1 + x93 = —1, x3 — x4 = 1. Ukézte, Ze tato priamka a rovina sa
nepretinaji a napiste analytické vyjadrenie podpriestoru miniméalnej dimenzie,
ktory danou rovinou prechadza rovnobezne s danou priamkou.
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1. Aké st stradnice vektora & = (6,9, 14) v R? vzhladom na bazu
(61,62,63), ak 5:1 = (]., 1, 1), (3:2 = (]., 1,2), 63 = (1,273)? Aka je matica
prechodu od bézy (dy,ds, ds) k Standardnej baze (€1, €2, €3)?7

2. Urcte dizku telesovej uhlopriecky n-rozmernej kocky s hranou diiky a.

3. Vel najdite kolmy priemet X+ bodu X = (5,5,3,3) do nadroviny
N =221 +3x2+23+224+2=0.

Néjdite aj bod X', ktory je (kolmo) stimerny k bodu X vzhladom na
nadrovinu A4,
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1. V &* uréte vzdialenost bodu B = (5,1,0,8) a jeho kolmého priemetu do
roviny (3, prechddzajicej bodmi P = (1,2,3,4), Q = (2,3,4,5) a
C=(223,7).

2. Napfiste rovnicu roviny v &* kolmej na priamku
P ={xy+2x3+1=0,21 + 323 + 1 =0}, ak prechddza bodom
C=(-1,-1,0).

3. V &* rovina a prechddza bodmi A = (1,1,1,1), B = (2,2,0,0),
C =(1,2,0,1) a priamka & prechddza bodmi U = (1,1,1,2) a
V =(1,1,2,1). Urcte vzdjomni polohu & a « a vzdialenost medzi
tymito afinnymi podpriestormi.

4. V &* rovina a prechddza bodmi A = (1,1,1,1), B=(3,0,1,1),
C=(1,1,-1,2) a priamka & prechddza bodmi U = (4,2,1,6) a
V =1(0,4,5,4). Uréte vzajomni polohu & a « a vzdialenost medzi
tymito afinnymi podpriestormi.

5. Urcte uhol, ktory zviera priamka
p=x1 =4+t x0=-2t, x3=1—1t, x4 =2,t € R, s priamkou
g=x1 =3,z =t,x3 =5+t x4 =—1,t€R.

6. Najdite dizky strén a vnitorné uhly trojuholnika ABC v &4, ak
A=(-1,0,-1,2), B=(0,2,0,3) a C =(2,1,1,2).
7. Metédou najmensich stvorcov najdite priblizné riesenie systému
A-X = B kde
4 0 2
A=1{(0 2 B=10
11 11

8. Metédou najmensich stvorcov najdite priamku, ktora aproximuje data
(x1,...,24) = (2,5,7,8) (y1,..-,y4) = (1,2,3,3).

(Znacenie zodpovedd tomu z prednésky.)
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1. Linedrna transformécia f : R3 — R3 je dana tym, Ze
f(]-a 17 2) = (47 ]-a 74)7 f(f]-a 7173) = (03 717 76); f(27 17 71) = (4’37 3)
Vyratajte determinant matice transformécie f vzhladom na bazu
((1,1,2),(-1,-1,3),(2,1,-1)).

2. Dokézte, ze zobrazenie ¢ trojrozmerného euklidovského vektorového
priestoru (V; (,)) do seba, dané predpisom (%) = (Z, d)d, kde
d = (1,2,3), je linedrna transformécia tohto priestoru. Najdite maticu
tejto transformécie a) v ortonormélnej béze (€7, €2, €3), v ktorej si dané
suradnice vSetkych vektorov; b) v baze (51, 52, 53), kde by = (1,0, 1),
by = (2,0,—1), by = (1,1,0).

5 2 1 2
dokazte, ze pre b, ktoré ste nasli, st naozaj podobné.

3. Urcte, pre ktoré b € R by matice (3 4) a <3 b) mohli byt podobné;

4. Dokazte, ze vlastné hodnoty regularnej matice A s inverzné prvky
(vzhladom na nésobenie) k vlastnym hodnotdm matice A1

5. Najdite vlastné hodnoty a vlastné vektory redlnej matice

1 1 1
1 1 -1
1 -1 -1

6. Najdite vlastné hodnoty a vlastné vektory redlnej matice

5 6 =3
-1 0 1
1 2 -1

Bonusova tloha:

Dokézte, ze ak Stvorcova matica A je idempotentnd, teda ak A2 = A, tak
vSetky jej vlastné hodnoty sa rovnaju 0 alebo 1.
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1. Vyratajte vlastné hodnoty a vlastné vektory komplexnej matice

3 2 2
A=|1 4 1
-2 -4 -1

Je matica A podobnd diagonalnej?
2. Vyratajte vlastné hodnoty a vlastné vektory reilnej matice

1 11
A=(1 1 1
1 1 1

Je matica A podobnd diagonalnej?

3. Najdite charakteristicky polyném, vlastné hodnoty, vlastné vektory
matice
-1 -1 -2
A=|-1 0 -1
1 1 2
a zistite, ¢i je podobna diagonélnej matici.

4. Najdite redlne vlastné hodnoty a vlastné vektory realnej matice

00 01
00 10
A_OIOO
1 0 00

a zistite, ¢i je podobna diagonalnej matici.

Bonusova uloha:

1. Nech A a B su redlne matice typu n x n. Dokazte, Ze ak aspon jedna z nich
je regularna, tak matice AB a BA st podobné. Uvedte priklad dvoch
singularnych matic A a B, pre ktoré matice AB a BA nie st podobné.
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1. Najdite Jordanov normélny tvar (nad R) matice

4 6 0
A=1-3 -5 0
-3 -6 1

2. Néjdite Jordanov normalny tvar (nad R) matice

3 1 0 0

-4 -1 0 0

A= 7 1 2 1
-17 -6 -1 0

3. Néjdite dve redlne stvorcové matice, ktoré maju ten isty charakteristicky
polyném, ale nie st podobné. Najdite tiez aspon jeden priklad takychto
matic, kde charakteristicky polyném bude mat aspon dva rozne korene.

4. Nech P € M, ,(R) je matica ortogonalnej projekcie do k-rozmerného
podpriestoru v R™. Najdite Jordanov normélny tvar matice P.

Bonusova uloha:

Nech p(t) € C[t] je minimalny polyném linedrnej transformécie f: V — V.
Predpokladajme, Ze ho mozno rozlozit ako

() = plt) - w(t),

kde p(t) a w(t) st polynémy, ktorych vedici koeficient je 1 a ktoré sa
nesudelitelné. Ukazte, ze kazdy vektor £ mozno jednoznacne rozlozit tak, ze

F=g+7 pricom p(f)H) =0 a w(f)()=0.
Dedukujte, ze pre V, := ker(p(f)) a V, := ker(w(f)) mame
V=V,oW,

pricom f(V,) C V, a f(V.,) C V.
Pomocka 1: Vyuzite, Ze z nesidelitelnosti p(t) a w(t) vyplyva, ze existuji
polynémy «(t) a B(t) také, zZe

1= a(t)p(t) + AL,
Pomécka 2: Skuste $pecidlny pripad u(t) = (¢t — 1)(¢ + 1).
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1. Pre lubovolné n > 1 uvazujme maticu

01 0 0
0 0 1 0
Np= | . :
6o - 0 1
6o -~ 0 0

Inymi slovami méme N,, = J,,(0), kde J,,(0) je Jordanova matica stupiia
n pre vlastni hodnotu 0 ako na prednaske.

Vypocéitajte N pre kazdé i > 1. Specidlne sa pozrite na N? a N*~! a
Aky je stivis medzi zobrazeniami (f — \)? a tymito maticami?

(Pozn. Matica A, pre ktort plati, ze A¥ = 0 pre nejaké k sa nazyva
nilpotentnd.)

2. Najdite regularnu linedarnu transforméaciu premennych, ktord kvadraticka
formu troch premennych xizs + zox3 + x123 prevedie na tvar
ay? + bys + cy3, pricom a, b, ¢ st z mnoziny {0, 1, -1}.

3. Néjdite kanonicky tvar kvadratickej formy
23 — 22109 + 22103 — 22104 + T3 + 22073 — dxox4 + 5 — 227 a regulirnu
linedrnu transforméciu premennych, v tvare y; = ..., y2 = ..., Y3 = ...,
Y4 = ..., ktord tato formu prevedie na kanonicky tvar.

4. Dokézte, ze kvadraticka forma ax? 4 2bxy + cy? premennych z, y je
kladne definitna prave vtedy, ked a > 0 a ac — b% > 0.

5. Néjdite vSetky hodnoty parametra a € R, pre ktoré je kvadraticka forma
5x% + x% + a:c% 4+ 4x1x9 — 22123 — 22923 kladne definitna.

Bonusové ulohy:

a) Dokézte, ze ak matice A, B € M, ,(C) su také, ze AB = BA, tak maji
spolo¢ny vlastny vektor.

b) Nech ¢ : R™ — R je kvadratickd funkcia. Hovorime, Ze vektor Zy je
izotropny, ak ¢(&y) = 0. Dokézte, Ze ak existuju vektory @, b také, ze o(a@) > 0

a ¢(b) < 0, tak existuje baza priestoru R™, pozostdvajica z izotropnych
vektorov. Navrhnite postup konstrukcie takej bazy.



