Linearna algebra a geometria II. — Doméca tloha ¢. 2

Cvicenia v tyzdni 3. marca 2025

1. N4jdite priklad 3 x 3 hornych trojuholnikovych matic, pre ktoré plati
(a) AN(0) =3, GN(0) = 3,
(b) AN(0) =3, GN(0) = 2,
(¢c) AN(0) =3, GN(0) = 1.

2. N4jdite tabulku algebraickych a geomerickych ndsobnosti pre matice

~ -
11
11 1 10 1 11
A=10 1 1|, B=|0o 1 1|, C= L1
00 1 00 2 .
0 1
. O_

3. (5.2.12) (Pravda/Nepravda) Predpokladajme, Ze jedinymi vlastnymi vektormi matice A si ndsobky
vektora = = (1,0, 0).

a) A nie je invertibilng,

b) A m4 viacndsobnu vlastni hodnotu,

¢) A nie je diagonalizovatelna.

4. (5.2.13) Pre nasledujice matice vyjde, ze vlastné hodnoty matice A st 1 a 9 a vlastné hodnoty

matice B si —1 a 9:
5 4 4 5
A—[4 5}’ B_[E) 4]'

N4jdite maticovii druhi odmocninu matice A v tvare R = Sv/AS~!. Preco nemoéze existovat druhg
odmocnina pre maticu B s redlnymi zlozkami?

5. a) Kedy vlastné vektory pre vlastnii hodnotu A = 0 generuju cely nulovy priestor N/(A)?
b*) Kedy generuji (vsetky) vlastné vektory pre A # 0 stlpcovy priestor S(A)?
¢*) Kedy je hodnost matice A rovnd poétu nenulovych vlastnych hodnét?

6. (5.3.3) Nech je kazdy ¢len postupnosti {Gj}32, priemerom predchadzajucich dvoch, t.j. Ggio =
2(Gr41 + Gy). Néjdite prislusnd maticu (pomocou metédy popisanej v knizke) a zdiagonalizujte ju. Ak
Go=0aG; = % néjdite explicitny tvar pre ¢len Gy, tiez spocitajte limitu pre k — oo.

7. Néjdite explicitny tvar pre n-ty ¢len rekurentnej postupnosti {x,}22, danej vzfahom z,y; =
6z, — 9x,_1 s potiato¢nou podmienkou xy = —1, 1 = 3.

Ndvod. Maticu A = E

pouzit standardni binomicki vetu?

_09} napiste v tvare A = 31 + N a spocitajte A™ = (3 + N)". Mozeme

8. Nech postupnost {a,,}22, spina rekurentny vzfah z,_; = fntl—2n Ngjdite explicitny predpis pre
T, za predpokladu, ze xg a 1 si zname. Akd podmienku musia spfﬁat’ Ty a x1, aby postupnost {z,},
bola ohranicena?

9. (5.R.11) Nech P je idempotentnd matica, t.j. P? = P.

(a) Aké mozu byt vlastné hodnoty matice P?

(b) Ukézte, ze S(P) = N(I — P).

(c) Ukazte, ze vietky idempotentné matice si diagonalizovazelné (Ndvod. Ukdzte, ze AN (0) = GN(0)
AN(1) =GN(1).)



10. (5.R.16) Presvedcte sa, ze maticova rovnica

][ 2]-[3 8]

nema4 rieSenie, teda matica A nema odmocninu. Zmente diagonalne zlozky matice A na 4 a najdite od-
mocninu pre takidto maticu.

11. Predpokladajme, Ze matice A a B sa daju diagonalizovat tou istou diagonalizaénou maticou S,
teda madme A = SA;S™! a B = SA,S~!. Ukdzte, ze potom matice A a B komutuji a tiez, ze vlastné
hodnoty suc¢inu AB su su¢inom vlastnych hodnét matic A a B. Ako je to s vlastnymi vektormi?

12. Predpokladajme, Ze kazdé z matic A a B mé n réznych vlastnych hodnét. Navyse predpokladajme,
ze matice A a B komutuju. Ukédzte potom, Ze ak x je vlastny vektor matice A, potom je aj vlastnym
vektorom matice B. Vyjdite z rovnosti ABx = BAx.

Pozn. KedZze toto plati pre kazdy vlastny vektor matice A, matice A a B maju rovnaké vsetky vlastné
vektory, a preto maju ti isti diagonalizaéni maticu S. D4 sa navyse dokdzat, ze (diagonalizovatelné)
matice komutuji prave vtedy, ked maji rovnaké vlastné vektory.



