Numerickd linedrna algebra II. — Uloha ¢. 2

Termin odovzdania: 2. marec 2026

Ulohy (strany a ¢islovanie) st z knihy Lloyda N. Trefethena a Davida Baua, III Numerical Linear
Algebra.

1. (27.2) Nech A € M,, ., (C). Mnozina Rayleighovych podielov matice A pre vietky nenulové vektory
x € C™ sa zvykne nazyvat pole hodnét alebo numericky obraz matice A. Tito podmnozinu komplexnej
roviny oznacujeme W (A).

a) Ukézte, ze W(A) obsahuje konvexny obal mnoziny vlastnych hodnot matice A.

b) Ukdzte, ze ak je matica A normélna, potom sa W(A) zhoduje s konvexnym obalom mnoziny
vlastnych hodnot matice A.

2. (27.3) Ukazte, ze pre nehermitovskd maticu A € M,, ,,(C) dava Rayleighov podiel r(z) odhad
vlastnej hodnoty, ktory je vo vSeobecnosti linedrny ale nie kvadraticky. Vysvetlite aky to bude mat vplyv
na rychlost konvergencie iterovania pomocou Rayleighovho podielu pre nehermitovské matice.

3. (27.5) Ako sa povedalo pocas predndsky, inverzné iterovanie zavis{ od riesenia systému rovnic,
ktory moze byt velmi zle podmieneny, s ¢islom podmienenosti az na trovni e__ . . Vieme, ze takéto
systémy sa nedajui numericky riesit presne. Nebude toto fatdlnou chybou algoritmu?

Ukazte, ze tomu tak nebude. Predpokladajme, ze A je redlna symetrickd matica s jednou vlastnou
hodnotou ovela mensou (v absolitnej hodnote) ako si ostatné. Bez ijmy na vSeobecnosti predpok-
ladajme priamo p = 0. Predpokladajme, Zze v je vektor s komponentami v smeroch danych vSetkymi
vlastnymi vektormi qi, g2, ..., ¢, matice A. Predpokladajme, Ze systém Aw = v je vypocitany spétne
stabilne a rieSenim je vektor w. Pouzijuc vypocet na str. 95 ukazte, ze aj ked w moze byt daleko od w,
podiel @/||w| nebude daleko od w/||w]|.

4. (28.1) Co sa stane, ak pouzijeme QR algoritmus bez posunov pre ortogonalnu maticu? N&jdite
odpoved a potom zdovodnite ako suvisi s Vetou 28.4., resp. 28.1.

5. (28.2) Predpriprava matice redukciou na tridiagonalny tvar by bola zbytoénd, ak by QR algoritmus
tuto Struktiru nezachovaval. Nastastie to tak nie je.

a) Ktoré zlozky matice R z QR rozkladu A = QR tridiagonédlnej matice A si vo véeobecnosti nenulové?
Ktoré zlozky matice Q7 (V praxi sa matica @ nezvykne pocitat)

b) Ukédzte, ze tridiagondlna Struktira sa obnovi po vykonan{ suc¢inu RQ).

¢) Vysvetlite ako sa pri vypocte QR rozkladu tridiagondlnej matice daji pouzit Givensove rotécie
alebo 2 x 2 Householderove reflexie, ¢im sa pocet operdcii vyrazne znizi oproti po¢tu, ktory by bolo treba
vykonat pri vypocte QR rozkladu pre plni maticu.

Dobrovolné tdloha:

6. (28.4) Uvazujme jeden krok Algoritmu 28.1 vykonany pre maticu A € M, ,,(R).

a) Ak nds zaujimaju iba vlastné hodnoty, potom potrebujeme néjst len maticu A*), ale maticu Q)
nie. Uréite kolko flopov treba na prechod od A*~1) k A®) pomocou standardnych metéd popisanych v
knizke.

b) Ak chceme néjst aj vlastné vektory, potom treba poéitat aj maticu Q) = QWQ®@ ... Q® . Urcite
koTko flopov treba pri prechode z kroku k — 1 do k. B



