Numerickd linedrna algebra II. — Uloha ¢. 5

Termin odovzdania: 13. april 2026

Ijlohy (strany a ¢islovanie) st z knihy Lloyda N. Trefethena a Davida Baua, III Numerical Linear
Algebra.

1. (33.2) Predpokladajme, ze Algoritmus 33.1 bez{ pre nejaki maticu A a Startovaci vektor b az do
momentu, ked v n-tom kroku déjdeme k hy,41,, = 0.

a) Ukdzte, ako sa da v tomto pripade zjednodusit rovnost (33.13). Co to vypovedd o struktiire plnej
m X m Hessenbergovej redukcie A = QHQ* matice A?

b) Ukézte, ze K, je invariantnym podpriestorom matice A4, t.j. AK, C K.

c) Ukézte, ze ak Krylovove podriestory generované A a b st dané ako Ky = (b, Ab, ..., A*~1b) (ako v
33.5), potom K), = K11 =Kpqia=....

d) Ukédzte, ze kazda vlastnd hodnota matice H,, je vlastnou hodnotou matice A.

e) Ukdzte, ze ak je A reguldrna, potom riesenie systému Az = b lezi v K,,.

Vyskyt zlozky hpi1,, = 0 sa nazyva zlyhanim Arnoldiho iterovania, ale takéto zlyhanie je pomerne
neskodné. Pre aplikdcie vypoctu vlastnych hodnot (Lekcia 34) alebo rieSenia systému linedrnych rovnic
(Lekcia 35), vdaka ¢astiam d) a e), zlyhanie znamend, ze doslo ku konvergencii k presnému rieSeniu
a iterovanie sa moze zastavit. Alternativne, moézeme zvolit novy ortonormalny vektor ¢,y ndhodne a
pokracovat v iterovani.

2. (33.3) a) Predpokladajme, ze Algoritmus 33.1 bez{ pre nejaké A a b a zbehne az do konca (n = m)
bez zlyhania popisaného v predoslom priklade. Ukézte, Ze to znamend, ze minimalny polyném matice A
je stupna m.

b) Obrétene, predpokladajme, Ze minimdalny polyném matice A je stupna m. Ukézte, ze to nutne
neznameng, ze pre nejaki volbu Startovacieho vektora b Algoritmus 33.1 zbehne az do konca.

¢) Vysvetlite preco vysledok casti a) nie je v rozpore s Prikladom 25.1 b)

3. (34.1) Predpokladajme, ze pre dané A € M,, ,,(C), b € C™ a p € P" chceme vypocitat p(A)b.
Potom je prirodzené zacat s Hornerovou schémou:

p(z) =co+ z(c1 + z(ca+ -+ 2z(cma1 +2)...)).

a) Napiste for cyklus zalozeny na tejto schéme (na papieri, nie v poé¢itaci), ktory najprv spocita p(A)
a nasledne vyndasobi vysledok vektorom b. Urcite pocet flopov pre tento algoritmus s presnostou na rad
vediceho clena.

b) Napiste ovela lepsi for cyklus pre vypocet p(A)b, v ktorom sa b objavi hned na zaciatku. Opét
uréite pocet potrebnych flopov s presnostou na rad veduceho ¢lena.

¢) V dvodnych kurzoch numerickej matematiky sa spomina, ze Hornerova schéma je vhodnejsia pre
vyhodnocovanie polynémov, lebo je rychlejsia ako priamociara metdda, ktord vypoéita mocniny z*,
vynasobi ich koeficientami ¢ a nasledne séita. Ukézte, Ze pri vypocte p(A) alebo p(A)b Hornerova
schéma nebude vyznamne rychlejsia ako priamociary vypocet.

4. (34.2) V prednédske sme videli, ze Arnoldiho polyném p™ minimalizuje ||p™(A)b||. Iny polyném,
ktory by mohol obsahovat ¢istejsiu informéciu o vlastnych hodnotach matice A by bol idediny Arnoldiho
polyndm, tiez zndmy ako Cebysevov polyném matice A — jednoznaény p* € P™, ktory minimalizuje
[p™(A)]|. (Takyto polyném sa v praxi nepouziva, pretoze neexistuje rychly spésob ako ho néjst.)

a) Ukézte, ze p* existuje.

b) Ukézte, ze ak p*(A4) # 0, tak p* je uréeny jednoznacne.

(Napoveda: Predpokladajme, Ze p; a ps su dva rdzne idedlne Arnoldiho polynémy pre dant maticu
A an. Zvolme p = (p1 + p2)/2 a uvazujme singuldrne vektory matice p(A) zodpovedajiice maximélnej
singuldrnej hodnote. Toto je tazky problém.)



