Algebra II. — Doméca tloha ¢. 1

Cvicenia v tyzdni 19. februdara 2007

Cvicenia su prevazne z knihy Algebra a teoretickd aritmetika, strany 135, 140-141.

1. Né&jdite vietky linedrne transformécie T : R? — R2?, ktoré zobrazuji priamku y = = na priamku
y = 3.

2. Polynémy v jednej premennej x s koeficientami v R stupiia nanajvys n tvoria Vektorovy priestor
P, nad R. N§jdite jeho dimenziu a prirodzent bazu. Ukézte, ze diferencidlny operator T; P, — P,
(dany tradicnou derivéiciou p(x) — p’(x)) je linedrne zobrazenie. N§jdite jeho maticu vzhladom na
prirodzené bazy priestorov P, a P,_1, ako aj Ker(-t) a Im(-%).

3. Overte, ze transformacie f1, fo, fs, f4, f5 a fo dane predplsml fi(zx) =z, fox) = %, fa(z) =1—=x,
fal@) = 7=, f5(@) =1 -1 a fg(z) = %5 tvoria grupu transformécii mnoziny R — {0,1}. Zostavte
tabulku grupovej operécie a zistite ¢i je tdto grupa komutativna.

4. Overte, 7e transformécie f : R — RT dané predpisom f(z) = VzF pre n,k € Z — {0} tvoria
grupu. Zistite, ¢i je tato grupa komutativna.

5. Rozhodnite ¢i mnozina vSetkych transformécii f : R — R danych predpisom f(z) = az + b tvor{
grupu ak:

a) a,b € Q,

b) a=1,b € 2Z (b je parne),

c)a=1,be2Z+1,

d)a#£0,aeQ,b=0

e)a#0,aeQ,beR,

)

)
)

f)a#0,a€Z,beR,
g)a#0,aeR, beQ,
h)a#0,aeR, b¢Q.
Ktoré z grup st komutativne?
6. Dokazte, ze v grupe (G, x) plati
) (oy) =y o,
b) (a=1) ! =,
c) xxy =yx*x prave vtedy, ak rx yxz xy ! =e,
d) ak x * x = e pre vSetky = € G, tak G je komutativna.
7. Nech * je asociativna binarna operédcia na neprazdnej mnozine G a nech kazda rovnica tvaru
x = b alebo y * a = b m4 pre lubovolné a,b € G riesenie. Dokézte, ze:
a) existuje pravy neutrdlny prvok d € G taky, ze pre vietky a € G plati a x d = a,

) existuje Tavy neutrdlny prvok e € G taky, ze pre vetky a € G plati e x a = a,

a *

b
¢) ak d je pravy neutrdlny prvok a e je Tavy neutrdlny prvok v G, tak d = e,
d) (G, ) je grupa.
8. Nech ¢ : G1 — G je izomorfizmus grup a nech e; a e su ich neutralne prvky. Dokazte, ze
a) p(e1) = ez,
b) pre kazdé a € Gy plati p(a=t) = (¢(a)) .
9. Rozhodnite ¢i su nasledujice dvojice grip izomorfné:
a) grupa symetrif rovnostranného trojuholnika D3 a grupa S3 vSetkych permutdcii mnoziny {1, 2,3},
b) grupa symetri{ Dy a grupa Sy,
C) (Z7 - {0}7 ) a (Zﬁv +)7
) (RF,) a (R—{0},-),
¢) (R—{0},-) a (C—A{0},-),
f) R, +) x (R,+) a (C,+),
) (ZQ, ) (227+) a (Z4’+)'
10. Predpokladajme, zZe v grupe G plati zyz = e (e je neutrdlny prvok v G). Plati potom yzz = e?
Ayzz=¢e?
11. Ukdzte, ze GL,(R) (mnozina vSetkych invertovatelnych redlnych matic typu n x n) je grupa.
Podobne pre GL,(Q). Plati takéto tvrdenie pre GL,(Z)?
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