Algebra II. — Doméca tloha ¢. 5

Cvicenia v tyzdni 19. marca 2007

Domaécou dlohou zostdvaju priklady ¢. 7, 9 a 12 z dlohy ¢. 4.
Dalsie priklady st prevazne z knihy Algebra a teoretickd aritmetika, strany 155, 158.

1. Néjdite vSetky normalne podgrupy v danej grupe a) Z4, b) Zs, ¢) Z12, d) Dy, e) S3, f) S4, g)
GLy(Z2), h) G = {reguldrne horné trojuholnikové matice typu 3 x 3 nad Zs}, i) G = {1, &4, 5, £k},
kde 4, j, k st jednotkové kvaterniény (pozri str. 194 v ATA)

2. Overte, ¢i je H normélna podgrupa grupy G a néjdite faktorovi grupu G/H.
a) G=D4,]:I=C47

b) G =Dy, H=Cy,

¢) G=ZXxZxZ, H={(n,m,0);n,m € Z},

d) G =S5, H=[(12)],

) G = GLy(Z,), H = SLs(Z,) - matice nad Z,, s determinantom 1.
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3. Rozhodnite ¢i s prislusné grupy izomorfné. Ak ano, néjdite prislusny izomorfizmus explicitne.
a) R/271Z ~R/Z,
¢) Zoy/4] ~ Z,, (najdite n),

4. Nech prvky a,b komutativnej grupy st radov m,n, a navyse plati [a] N [b] = {e}. Co sa d4 povedat
o rade suc¢inu ab?

5. Nasledujice suciny permutécii vyjadrite v tvare suc¢inov disjunktnych cyklov a urcite ich rad:
a) (123)(4561)(23456)(25),

b) (12)(34)(23)(1234)(13),

c) (1234)(567)(1537).

6. Vypocitajte ©129, kde
oo (12345 8
VP=\4 3 8 7 6 5 )
1 2 3 45 7
b)‘/’_<54176 3>

7. Dokazte, ze ak ¢isla k,m patria do toho istého cyklu v permutécii ¢, tak po vynasobeni trans-
poziciou (km) zlava alebo sprava sa dany cyklus rozpadne na dva disjunktné cykly. Ak ¢isla k, m patria
do réznych disjunktnych cyklov permutécie ¢, tak po vyndsobeni transpoziciou (k, m) sa uvedené cykly
spoja do jednoho cyklu.

8. Dokazte, ze cyklus dIZky k je parna permutdcia prave vtedy, ked k je neparne. Tiez dokazte, ze
parita sicinu cyklov je parna prave vtedy, ked sa medzi nimi nachddza parny pocet cyklov parnej dizky.

9. a) Nech H je podgrupou grupy G a g € G. Konjugovand podgrupa gHg~! je definovand ako
mnozina vsetkych konjugovanych prvkov ghg~! pre h € H. Ukézte, ze gHg™ ! je podgrupou grupy G.
Tiez ukézte, Ze exsituje automorfizmus ¢ : G — G, ktory zobrazuje H na gHg™!.

b) Ukézte, Ze podgrupa H grupy G je normélna prave vtedy, ked gHg~! = H pre vietky g € G.

10. a) Ukézte, ze vlastnost “x je konjugovanym prvkom k y” v grupe G je reldcia ekvivalencie na G.

b) Opiste prvky a, ktorych trieda konjugécie pozostava iba z prvku a.

11. Nech Z je mnozina vsetkych prvkov z € G, ktoré komutuji so vSetkymi prvkami a € G, t.j.
z € Z prave vtedy, ked pre vsetky a € G plati az = za. Mnozina Z sa nazyva centrum grupy G.

a) dokdzte, ze Z je normélnou podgrupou grupy G,

b) dokazte, ze G/Z je izomorfnd grupe vnitornych izomorfizmov grupy G (t.j. izomorfizmov danych
konjugdciou, pozri tiez str. 140 v ATA)
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