
Algebra II. – Domáca úloha č. 5

Cvičenia v týždni 19. marca 2007

Domácou úlohou zostávajú pŕıklady č. 7, 9 a 12 z úlohy č. 4.
Dal’̌sie pŕıklady sú prevažne z knihy Algebra a teoretická aritmetika, strany 155, 158.

1. Nájdite všetky normálne podgrupy v danej grupe a) Z4, b) Z5, c) Z12, d) D4, e) S3, f) S4, g)
GL2(Z2), h) G = {regulárne horné trojuholńıkové matice typu 3× 3 nad Z2}, i) G = {±1,±i,±j,±k},
kde i, j, k sú jednotkové kvaternióny (pozri str. 194 v ATA)

2. Overte, či je H normálna podgrupa grupy G a nájdite faktorovú grupu G/H.
a) G = D4, H = C4,
b) G = D4, H = C2,
c) G = Z× Z× Z, H = {(n, m, 0);n, m ∈ Z},
d) G = S3, H = [(12)],
e) G = GL2(Zp), H = SL2(Zp) - matice nad Zp s determinantom 1.

3. Rozhodnite či sú pŕıslušné grupy izomorfné. Ak áno, nájdite pŕıslušný izomorfizmus explicitne.
a) R/2πZ ' R/Z,
b) (R− {0}, ·)/{±1} ' (R+, ·),
c) Z24/[4] ' Zn (nájdite n),
d) S3/[(123)] ' D2/C2 ' Z2.

4. Nech prvky a, b komutat́ıvnej grupy sú rádov m,n, a navyše plat́ı [a]∩ [b] = {e}. Čo sa dá povedat’
o ráde súčinu ab?

5. Nasledujúce súčiny permutácíı vyjadrite v tvare súčinov disjunktných cyklov a určite ich rád:
a) (123)(4561)(23456)(25),
b) (12)(34)(23)(1234)(13),
c) (1234)(567)(1537).

6. Vypoč́ıtajte ϕ120, kde

a) ϕ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8
4 3 8 7 6 2 1 5

)
,

b) ϕ =
(

1 2 3 4 5 6 7
5 4 1 7 6 2 3

)
.

7. Dokážte, že ak č́ısla k,m patria do toho istého cyklu v permutácii ϕ, tak po vynásobeńı trans-
poźıciou (km) zl’ava alebo sprava sa daný cyklus rozpadne na dva disjunktné cykly. Ak č́ısla k, m patria
do rôznych disjunktných cyklov permutácie ϕ, tak po vynásobeńı transpoźıciou (k,m) sa uvedené cykly
spoja do jednoho cyklu.

8. Dokážte, že cyklus d́lžky k je párna permutácia práve vtedy, ked’ k je nepárne. Tiež dokážte, že
parita súčinu cyklov je párna práve vtedy, ked’ sa medzi nimi nachádza párny počet cyklov párnej d́lžky.

9. a) Nech H je podgrupou grupy G a g ∈ G. Konjugovaná podgrupa gHg−1 je definovaná ako
množina všetkých konjugovaných prvkov ghg−1 pre h ∈ H. Ukážte, že gHg−1 je podgrupou grupy G.
Tiež ukážte, že exsituje automorfizmus ϕ : G → G, ktorý zobrazuje H na gHg−1.

b) Ukážte, že podgrupa H grupy G je normálna práve vtedy, ked’ gHg−1 = H pre všetky g ∈ G.
10. a) Ukážte, že vlastnost’ “x je konjugovaným prvkom k y” v grupe G je relácia ekvivalencie na G.
b) Oṕı̌ste prvky a, ktorých trieda konjugácie pozostava iba z prvku a.
11. Nech Z je množina všetkých prvkov z ∈ G, ktoré komutujú so všetkými prvkami a ∈ G, t.j.

z ∈ Z práve vtedy, ked’ pre všetky a ∈ G plat́ı az = za. Množina Z sa nazýva centrum grupy G.
a) dokážte, že Z je normálnou podgrupou grupy G,
b) dokážte, že G/Z je izomorfná grupe vnútorných izomorfizmov grupy G (t.j. izomorfizmov daných

konjugáciou, pozri tiež str. 140 v ATA)
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