Algebra II. — Doméca tloha ¢. 6

Cvicenia v tyzdni 26. marca 2007

Domédcou ilohou zostévaju priklady ¢. 9, 10, 11 (ako bonusové) z tlohy ¢. 5.
Dalsie priklady st prevazne z knihy Algebra a teoretickd aritmetika, strany 180.

1. Overte, ze R® (funkcie z R do R), M, (F) (matice typu n x n nad polom F), Z,, F|[z] (polynémy
v premennej z nad polom F), Z[i] = {a + bi| a,b € Z} st okruhy.

2. Dokdzte, ze v okruhoch R™ (pre n > 1), Z x Z, A x B (kde A, B st IubovoIné okruhy s aspon
dvoma prvkami) existujui delitele nuly.

3. Dokézte, ze potenénd mnozina P(X) (mnozina vsetkych podmnozin mnoziny X) je okruh, ak
zavedieme s¢itanie a nasobenie nasledujicim spoésobom:

A+B=(A-B)U(B-A) (symetricky rozdiel)
AB=ANB

4. Ukézte, ze matice A1 = (§9), A2 = (§3) st konjugované v grupe GL2(R). T.j. najdite maticu B,
aby platilo BA; B~ = A,.

5. Ukazte, 7ze zobrazenie dané predpisom A — (AT)~! je automorfizmom grupy GL, (R).

6. Nech grupy G a G’ st koneéné a maju nestudelitelné pocty prvkov. Ukédzte, Ze medzi nimi existuje
iba trividlny homomorfizmus ¢ : G — G’ dany ¢(x) = 1 pre vsetky z z G.

7. Nech H a K su podgrupy grupy G. Dokézte, ze prienik dvoch tried Hx N Ky je bud prazdny,
alebo je triedou rozkladu podfla podgrupy H N K.

8. Nech G a H si nasledujiice podgrupy grupy GLa(R):

G={(g 1} H={(§9)]z>0}
Prvok grupy G sa d4 vyjadrit ako bod (x,%) roviny R2. Nakreslite rozklad roviny na lavé a pravé
triedy podla H.

9. Dokazte, ze pole C je izomorfné s okruhom matic tvaru ( _3 Z) pre a,b € R.

10. Rozhodnite ¢i platia tieto vyroky:
a) kazdy podokruh pola je pole b) kazdy nadokruh pola je pole

11. Nech ¢ : G — G’ je grupovy homomorfizmus s jadrom K, a nech H je nejaka ind podgrupa grupy
G. Opiste o~ (p(H)) pomocou H a K.

12. Dokazte, ze nasledujuce dvojice okruhov si izomorfné:

a) Q(v2), Q(-v2), b) Zy x Zs, Ls, ¢) QV2), Q(=3 + F)V2).

13. Najdite vSetky automorfizmy pola

a) Q b) Q(v2)

14. Overte, ze nasledujice 4 matice typu 2 x 2 nad Z, tvoria pole (39), (§9), (14), (91). Ukdzte
ze toto pole nie je izomorfné s okruhmi Z4 a Zo X Zs.



