Algebra II. — Domadca tloha ¢. 8, velkonoénd sada

Cvicenia v tyzdni 9. aprila 2007

Ulohy ¢iastocne z ATA, strany 184,188.

1. Nech F je pole, ktoré nemé charakteristiku 2 a 22 +bx+c = 0 je kvadraticka rovnica s koeficientami
z pola F. Predpokladajme, ze diskriminant b> — 4c je §tvorcom v poli F, t.j. existuje prvok § € F taky,
7e 62 = b% — 4c. Uk4zte, ze prvok dany formulou x = (—b+ J)/2 je riefenim kvadratickej rovnice v F, a
ak diskriminant nie je Stvorcom, potom rovnica nema riesenie v F.

2. V nasledujucich pripadoch rozhodnite, ¢i je mnozina S podokruhom okruhu R:

a) S je mnozina raciondlnych ¢isel tvaru ¢, kde b nie je delitelné 3 a R je Q,

b) S je mnozina vsetkych linedrnych kombindcii funkcii {1,cosnt,sinnt|n € Z} a R je mnozina
vSetkych funkcii R — R,

¢) (nekomutatfvny okruh) S je mnozina redlnych matfc tvaru ( _¢ ?) a R je mnozina vietkych redlnych

matic typu 2 x 2.

3. Majme obor integrity D s charakteristikou p. Uvazujme mnozinu DP vSetkych p-tych mocnin
prvkov z D. Ukazte, ze:

a) zobrazenie a — a? je homomorfizmus okruhov D a DP (vhodne pouzite binomicki vetu),

b) zobrazenie a — aP je izomorfizmus okruhov D a DP (uvazujte prvky, pre ktoré a? = 1),

¢) ak D je konetnd mnozina, potom D = DP.

4. Zostrojte podielové polia k oborom integrity
Zli]) = {a+bi|a,be Z}, Z[V2] = {a + b2+ cV/4|a,b,c € Z}.

5. Ukdzte, Ze sucin vSetkych nenulovych prvkov v Z, je —1.

6. Uvazujme sustavu Az = b s n rovnicami a n nezndmymi, kde A a b maju celociselné koeficienty.
Dokézte alebo vyvréfte: ak m4 ststava celoéiselné riesenie, potom m4 rieSenie aj ako sustava v Z, (pre
kazdé p).

7. Opiste delitele jednotky v nasledujicich okruhoch:
a) Zlg b) Z7 C) Zg d) Zn

8. Mnozina formdlnych mocninnijch radov p(t) = ag+ait+ast?>+. .., kde a; € Z, tvori okruh znaceny
Z[[t]]. (Pojmom formdiny mocninng rad myslime to, Ze nemame ziadnu podmienku na konvergenciu.)

a) ukézte, ze formalne mocninné rady tvoria okruh,

b) ukdzte, ze rad p(t) je invertovatelny prave vtedy ak ag = £1.

9. V okruhu polynémov Z[x] opiste idedly generované prvkami 2 a x — znac¢ime ich (2) a (). Ukdzte,
ze (2) N (x) = (22).

10. Opiste jadro zobrazenia ¢ : Z[z] — R dané predpismi 1 — 1 a x +— 1+ /2.

11. V okruhu Gaussovych celjch éisel Z[i] = {a + bi|a,b € Z} opiste idedl (1 + 2i). Zndzornite jeho
prvky v komplexnej rovine.

Ak (aditivnu) grupu dostaneme faktorizaciou Z[i]/(1 + 2i), ak sa na Z[i] a (1 + 2i) pozrieme ako na
aditivne grupy? Zded{ tdto grupa aj multiplikativnu struktiru z okruhu Z[i]?

12. Okruh Z je podokruhom pola R. Ak sa na R a Z pozrieme ako na aditivne grupy, mézeme
vytvorit faktorovi grupu R/Z zlozent zo “zvyskov za desatinnou éiarkou”.
Ukazte, ze takato grupa nezdedi multiplikativnu struktiru z R. Vysvetlite.



