Algebra II. — Domaca tloha ¢. 9

Cvicenia v tyzdni 16. aprila 2007

Domaécou ilohou zostava aj priklad ¢. 9 z ulohy ¢. 8.

1. Zistite, ¢i su nasledujice zobrazenia homomorfizmy okruhov. Uréte jadro a obraz kazdého homo-
morfizmu.

a) p1 :C—R, p1 :a+bi— a, b) p2 : R2 = R, s : (a,b) — a,

¢) p3: R—C, ¢3:a+— a-+0i, d) w4 :7Z — Z3, ¢4 :a v lal,

e) w5 1 Ly — Lg, 5 : [a] — [3a],

2. Ukdzte, ze v okruhu Gaussovych celych éisel Z[i] su delitele jednotky prave prvky {+1, +i}.

3. N4jdite delitele jednotky v okruhu polynémov R[z].

4. Pre ktoré n deli 22 + x + 1 polyném x* + 32° + 22 + 62 + 10 v Z,,[]?

5. a) Prvok z okruhu R sa nazyva nilpotentny ak je jeho niektord mocnina 0. Uk&zte, ze ak je x
nilpotentny, potom je 1+ x delitel jednotky v R.

b) Nech R je okruh charakteristiky p. Ukézte, ze ak je a nilpotentny prvok, potom 14a je unipotentny
prvok — teda niektora mocnina 1 + a sa rovnéa 1.

6. Dokazte alebo vyvrafte: ak a? = a pre vietky a v okruhu R, potom ma R charakteristiku 2.

7. Najdite nasledujice faktorové okruhy: a) Z[z]/(x? + 3,3), b) Z[z]/(z* + 3,5)

8. Nech a, b st prirodzené &isla, ktorych sicet je prvocislo p. Ukézte, ze a a b si nestdelitelné.

9. a) Nech a,b si prirodzené ¢isla, a # 0, a plati b = aqg+ r, kde 0 < r < |a|. Ukézte, ze
nsd(a, b) = nsd(a,r).

b) Opiste algoritmus, na zdklade ¢asti a), na vypocet najvicsieho spoloéného delitela.

¢) N4jdite nsd(1456,235) a nsd (123456789, 135792468).

10. N3jdite najvicsieho spoloéného delitela polynémov 22 — 622 + 2 + 4 a 2° — 6z + 1.

11. Rozlozte nasledujice polynémy na ireducibilné ¢leny v Zj,[z].
a) i +r+1,p=2 b) 22 -3z —-3,p=5 c)x?+1,p="T.

12. N4jdite najvicsieho spoloéného delitela gaussovych celych éisel 11 + 7i a 18 — ¢ v Z[i].

13. Uké&zte, ze nasledujice polynémy su ireducibilné v Q[z].
a) 2 4 27x + 213, b) 23 + 6x + 12, c) 8z% — 6z + 1, d) z° — 3z* + 3.

14. Rozlozte polyném z* + x + 1 na ireducibilné éleny v Z,[x] pre p = 2, 3, 5.

15. N4jdite vsetky ireducibilné polynémy stupiia nanajvys 3 v Zs[z]. (Pre ulahcenie staci najst tie,
ktorych koeficient pri najvyssej mocnine x je 1 — tzv. monické polyndmy).



