Algebra II. — Domaca tloha ¢. 10

Cvicenia v tyzdni 23. aprila 2007

1. Nech p je prvocislo. Ukdzte, ze 2™ — p je ireducibilny polyném v Q[x].
2. Rozlozte polyném z° + 5z + 5 na ireducibilné ¢leny v Q[z] a v Za[z].

3. Delte so zvyskom:
a) (4o +222 + (2 —i)x +1i): (x + 1 +14) v Clz], b) (%2 +1): (22 +1) v Q[z] a v Zy[x].

4. Ukézte, ze plati nsd(z% + 1,292 + 1) = 22 + 1 v Flx], kde F je TubovolIné pole.
5. Dané st polynémy f(z),g9(x) € Flz], pricom f(x),g(x) # Po vydeleni polynému f(x)

polynémom g¢(z) so zvyskom v F(x) dostaneme f(z) = g(x)q(x) + r(z ) Nech ¢(z) # 0. Dostaneme aj
pre delenie f(z) polynémom g¢(x) podiel g(z) a zvysok r(x)?

6. Nech f(z),g(z) € F[z] pre F pole. Dokazte, ze { f(z)u(z) + g(z)v(x) |u(z), v(z) € F[z]} je idedlom
okruhu F[z]. Bude to hlavny ide&l?

7. Nech p(x) je polyném stuprtia aspon 1 v F[z], kde F' je pole. Dokézte, ze p(x) je ireducibilny v F[z]
prave vtedy, ked p(z) je prvotngm prvkom v F[z], t.j. ak p(x)|f(z)g(x) pre nejaké f(z),g(x) € F|x],
potom p(z)|f(z) alebo p(z)|g(z).

8. Zistite ¢i je polyném z* + 2 ireducibilny v Zs|x].
9. Ukéaizte, ze x — 1|2 — 1 a 2? — 1|2*" — 1 v F|[x] pre lubovoIné pole F.

10. Nech q(z) = ap + a1v + az2? + -+ + a, 12" ! + 2" € Z[x]. Ukdite, 7ze ak q(r) ma raciondlny
koren, tak je to celé ¢islo.

11. Ukdzte, ze polyném f(x) = ag + a1z + -+ + a,a™ sa d4 prepisat v mocnindch (z — a) ako
fl@)=co+ci(x—a)+ -+ cp(z —a)”. Ukézte tiez, ze koeficienty ¢; sa daju vyjadrit ako polynémy

premennych a, ag, a1, ..., a, s celo¢iselnymi koeficientami.

12. Nech ¢ € F je k-ndsobnym koreniom polynému f(x), (k > 2). Ukézte, ze ¢ je (k — 1)-ndsobnym
koreriom polynému D f(z) - derivdcie polynému f(x).

13. Ukézte, Ze prvok 3 + /2 je v okruhu Z[v/2] delitefom jednotky. Ukézte, Ze potom aj (3 + v/2)"
je delitefom jednotky.

14. Dokaite, ze (x — 1)3|(n — 2m)z™ — na™~™ + nax™ — (n — 2m).

Zostavajace resty z minulych cvic¢eni: 8.9, 9.5, 9.7 a 9.13.



