Algebra II. — Doméca tloha ¢. 11

Cvicenia v tyzdni 30. aprila 2007

Domaécou tdlohou zostavaju aj priklady ¢. 7, 11 a 13 z tlohy ¢. 10.

1. Nech I a J st idedly v okruhu R. Uk&azte na priklade, ze I U J nemusi byt idedl. Ukazte tiez, ze
I+J={reR|r=x+y,kde z €I,y € J} bude ideal.

2.a) Nech I a J sd idedly v okruhu R. Ukézte, ze I N J je idedl.
b) Ukdzte, ze IJ = {r € R|r = xy, kde x € I,y € J} bude ideal.
c¢) Najdite také I a J, pre ktoré IJ a I N J nebudi rovnaké.

3. Nech f(z) je ireducibilny polyném nad polom F'. Dokdzte, ze nsd(f(z), Df(z)) = 1.

4. a) Nech xg,x1,...,x, sl navzijom rézne komplexné ¢isla. Ndjdite polyném p(z) stupna n, ktory
bude nulovy v bodoch z1,...,x, a bude spfﬁaﬁ p(zo) = 1.

b) Nech zg,...,Zn,Yo0,---,Yn sU komplexné ¢isla, pricom z; si navzajom rozne. Ukdzte, Ze existuje
jediny polyném g(z) € C[z] stupnia nanajvys n, splitajici g(z;) =y; prei =0,...,n. Pomocou ¢asti a)

najdite jeho explicitné vyjadrenie.

5. Ukaite, ze okruh Z[v/3] nie je Euklidovsky.
Pomécka: Co sa dé povedat o prvku 2 — /37

6. Ukaite, ze okruh Z[iv/5] nie je Euklidovsky.

Ndvod: i) Ukézte, ze v Z[iv/5] mdzeme definovat normu,

i) ukazte, ze 2,3,1414v/5,1 —iv/5 st v Z[iv/5] ireducibilné,

iii) ukdzte, ze v Z[iv/5] “nefunguje” delenie so zvyskom pre par 3 a 1+ iv/5.

iv) ukazte, ze Z[iv/5] nie je okruh hlavnych idedlov - skiiste analyzovat idedl (3,1 + /5).

7. Opfste faktorové okruhy Zs[z]/(2? + x + 1) a Za[z]/(2? + 1). Porovnajte ich vlastnosti.

8. Predpokladajme, ze okruh R rozsirime o prvok « spiﬁajﬁci relaciu o? = 1. Ukézte, ze vysledny
okruh bude izomorfny s R x R a najdite prvok v R x R zodpovedajuci prvku a.

9. Opiste okruh, ktory vznikne zo Z ak ho rozsirime o prvok « spiﬁajﬁci reldcie 2a—6 =0a a—10 = 0.
10. Ukézte, ze okruh Zs[z]/ (23 4+ o + 1) je pole, ale okruh Zs[z]/(x® + x 4+ 1) nie je pole.

11. a) Nech a € Z[\/g] Ukazte, ze « je korenom nejakého polynému s celo¢iselnymi koeficientami
stupiia nanajvys 2.

b) Nech a € Z[/2]. Ukéite, Ze a je korefiom nejakého polynému s celoéiselnymi koeficientami stupia
nanajvys 3.

12. N4jdite vietky automorfzimy okruhu Z[x].

13. Ukazte, ze kazdy neprazdny ideal v okruhu Gaussovych celych ¢isel obsahuje nejaké prirodzené
¢islo.

14. a) Najdite vietky automorfizmy okruhu Z[v/2].

b) Majme a € Z[v/2] a predpokladajme, ze p(x) je polyném s celoéiselnymi koeficientami, ktorého
je a korenom (pozri priklad é. 11). Co vieme povedat o obrazoch prvku « v automorfizmoch okruhu
Z[+/2]? Budi korefimi p(z)?



