Algebra II. — Domaca tloha ¢. 3

K prednéske 3. aprila 2025
Termin odovzdania: 10. april 2025

1. (Artin, 2.4.5, str. 72) Nech G je abelovskd grupa. Ukdzte, Ze zobrazenie umocnenia na n-ti
¢ : G — G definované ako ¢(z) = 2™ je homomorfizmom G samej do seba.

2. (Artin, 2.4.13, str. 72) (a) Nech H je podgrupa grupy G a nech g € G. Konjugovanou pod-
grupou gH g~' nazveme mnozinu konjugovanych prvkov ghg~! pre h € H. Ukazte, ze gHg™ ! je naozaj
podgrupou G.

(b) Ukézte, ze podgrupa H je normalnou podgrupou G prave vtedy, ke gHg~* = H pre kazdé g € G.

3. (Artin, 2.4.19, str. 73) Ukdzte, Zze ak grupa obsahuje prave jeden prvok z rddu 2, potom x patr
do jej centra. Ndvod: Aky je rad gxg™'?

4. (Artin, 2.5.6, str. 73) (a) Ukdzte, ze reldcia x je konjugované y je reldciou ekvivalencie v grupe G.
(b) Popiste vsetky prvky a, ktorych trieda konjugovanosti (t.j. trieda ekvivalencie) pozostava iba z
prvku a.

5. (Artin, 2.6.7, str. 74) (a) Nech G je abelovskd grupa nepdrneho rddu. Uk&zte, Ze zobrazenie
¢ : G — G dané predpisom ¢(x) = 22 je automorfizmus.
(b) Zovseobecnite vysledok casti a).

6. (Artin, 2.7.1, str. 74) Nech G a G’ st kone¢né grupy, ktorych rddy st nesddelitelné. Ukézte, zZe
jediny homomorfizmus ¢ : G — G’ je iba trividlny — t.j. ¢(z) = 1 pre vsetky z € G.

7. (Artin, 2.10.7, str. 76) N4jdite véetky normélne podgrupy N grupy kveterniénov H = {£1, &4, +j, £k}
a pre kazdu z nich urcite faktorovi grupu H/N.



