Komplexnd analyza II. — Uloha ¢. 3

Termin odovzdania: 13. oktéber 2011

1. (AF 4.3.1) a) Pouzite integral hlavnej hodnoty na vypocet

dx = _TW(\M —|ml), pre k, mreélne.

® sin? T
5 dr = —.
0 T 2

Dal by sa tento integrédl vypocitat aj nejako inak?

x2

b) Nech k =2 a m = 0, odvodte

/°° cos kx — cosmzx
0

2. (podla AF 4.3.5) Uvazujme Cauchyho integralnu funkciu

Flz) = 1 / f(©) dc.

P = tim, |5 [ L8ad]

Z_’Cgi 211 C C —Z
pre (o leziace na krivke C, pricom plus—minus limity oznacuju limity pre z prichddzajice k ¢y zlava—
sprava. Najdite priamym vypoctom a aj pomocou teérie z prednasky F*(() pre f(¢) =1/(¢2+1) a C
redlnu os (—oo, 00).

kde C' je nejaka krivka, podobne

3. (podla AF 4.3.15) V predchadzajicej DU sme odvodili vzorec
1 [ 2rsin(¢ — 0)
b)) = =0)4+ — 0 5
v(r, @) = v(r=0)+ 27 /0 u( )[1 — 2rcos(¢p — 0) + r?]
kde u(f) je zadand na jednotkovej kruznici a v(r, ¢) je harmonicky zdruzend funkcia k wu(r, ¢). Nech
¢ = re'®. Ukézte, ze limitovanim pre r — 1 dostaneme

27 ei¢> ez’f)
o(6) = v(r = 0) ifo )

2mi el — et

¢o sa d& upravit na
(¢) = v( —0)—1—1f27T (9) cot 70 do
v =v(r= 27 ], u(0) co 5 .

Tento vzorec pre analyticku funkciu f(z) = u + fv vo vnitri jednotkovej kruznice uddva vztah medzi
realnymi a imaginarnymi hodnotami na hranici.
Skiiste overit vypoctami ¢o by sme dostali, ak by sme podobnii limitu (r — 1) spocitali pre

1 [ 1—72
u(r, @) = %/0 u(6) [1 — 27 cos(¢p — 0) + 2] 40

4. (AF 7.2.4) Ukazte, ze zmeny stiradnic
t—1i —
z= -, a (=
t+1 T+
prevadzaju integral Cauchyho typu po redlnej osi v komplexnej rovine ¢, 7

G(t) = /OO 97 4

oo T— 1

na integral Cauchyho typu po jednotkovej kruznici v rovine z, ¢
cC—=z

Jcc(fz) d¢, s problematickym bodom ¢ = 1.

Pozn. presnejsie by malo byt F(z) =



5. (AF 7.2.5) Uvazujme integrél
1 [ e + 2
U(z) = — 0)— do
(2) 27r/0 ul )619—2 ’
kde u je redlna funkcia. Takyto integral sa zvykne nazyvat integral Schwarzovho typu. Odvodte vztah
medzi integralmi Cauchyho a Schwarzovho typu

Uz) = - /C2u(_ilog7-)d7'—/0 " u(0)do,

T 2mi T—2
kde C' oznacuje jednotkovu kruznicu.
(pozrite tiez priklad 7.2.6 a sivis s Poissonovou formulou)



