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Termı́n odovzdania: 13. október 2011

1. (AF 4.3.1) a) Použite integrál hlavnej hodnoty na výpočet∫ ∞

0

cos kx− cos mx

x2
dx =

−π

2
(|k| − |m|), pre k,m reálne.

b) Nech k = 2 a m = 0, odvod’te ∫ ∞

0

sin2 x

x2
dx =

π

2
.

Dal by sa tento integrál vypoč́ıtat’ aj nejako inak?

2. (podl’a AF 4.3.5) Uvažujme Cauchyho integrálnu funkciu

F (z) =
1

2πi

∫
C

f(ζ)
ζ − z

dζ,

kde C je nejaká krivka, podobne

F±(ζ0) = lim
z→ζ±0

[
1

2πi

∫
C

f(ζ)
ζ − z

dζ

]
,

pre ζ0 ležiace na krivke C, pričom plus–mı́nus limity označujú limity pre z prichádzajúce k ζ0 zl’ava–
sprava. Nájdite priamym výpočtom a aj pomocou teórie z prednášky F±(ζ0) pre f(ζ) = 1/(ζ2 + 1) a C
reálnu os (−∞, ∞).

3. (podl’a AF 4.3.15) V predchádzajúcej DÚ sme odvodili vzorec

v(r, φ) = v(r = 0) +
1
2π

∫ 2π

0

u(θ)
2r sin(φ− θ)

[1− 2r cos(φ− θ) + r2]
dθ,

kde u(θ) je zadaná na jednotkovej kružnici a v(r, φ) je harmonicky združená funkcia k u(r, φ). Nech
ζ = reiφ. Ukážte, že limitovańım pre r → 1 dostaneme

v(φ) = v(r = 0)− 1
2πi

−
∫ 2π

0

u(θ)
eiφ + eiθ

eiφ − eiθ
dθ,

čo sa dá upravit’ na

v(φ) = v(r = 0) +
1
2π
−
∫ 2π

0

u(θ) cot
(

φ− θ

2

)
dθ.

Tento vzorec pre analytickú funkciu f(z) = u + iv vo vnútri jednotkovej kružnice udáva vzt’ah medzi
reálnymi a imaginárnymi hodnotami na hranici.

Skúste overit’ výpočtami čo by sme dostali, ak by sme podobnú limitu (r → 1) spoč́ıtali pre

u(r, φ) =
1
2π

∫ 2π

0

u(θ)
1− r2

[1− 2r cos(φ− θ) + r2]
dθ.

4. (AF 7.2.4) Ukážte, že zmeny súradńıc

z =
t− i

t + i
, a ζ =

τ − i

τ + i

prevádzajú integrál Cauchyho typu po reálnej osi v komplexnej rovine t, τ

G(t) =
∫ ∞

−∞

g(τ)
τ − t

dτ.

na integrál Cauchyho typu po jednotkovej kružnici v rovine z, ζ

F (z) =
∫

C

f(ζ)
ζ − z

dζ

Pozn. presneǰsie by malo byt’ F (z) = −
∫

C
f(ζ)
ζ−z dζ, s problematickým bodom ζ = 1.
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5. (AF 7.2.5) Uvažujme integrál

U(z) =
1
2π

∫ 2π

0

u(θ)
eiθ + z

eiθ − z
dθ,

kde u je reálna funkcia. Takýto integrál sa zvykne nazývat’ integrál Schwarzovho typu. Odvod’te vzt’ah
medzi integrálmi Cauchyho a Schwarzovho typu

U(z) =
1

2πi

∫
C

2u(−i log τ)
τ − z

dτ −
∫ 2π

0

u(θ)dθ,

kde C označuje jednotkovú kružnicu.
(pozrite tiež pŕıklad 7.2.6 a súvis s Poissonovou formulou)
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