Komplexnd analyza II. — Uloha ¢. 4

Termin odovzdania: 20. oktéber 2011

1. (AF 7.4.1) Nech C je koneénd uzavretd krivka a f(¢) na nej spliia Holderovskd podmienku.
a) Ukézte, Ze rieSenim singuldrnej integralnej rovnice
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b) Pouzite ¢ast a) na odvodenie tzv. Poincarého—Bertrandovho vzorca

fy == T ( j /() dr').
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2. (AF 7.4.2) Pre funkciu f(z) s vhodnym klesajicim spravanim pre x — +oo definujme jej Hilbertovu

transforméciu ako
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a) Pomocou prikladu ¢. 1 ukdzte, Ze v priestore s vhodnym limitnym klesajicim spravanim plati
H(Hf(x)) = —f(z). (Co sa d4 zapisat aj ako H?> = —1I)
b) Ukdzte, ze funkcie

Ot () = flo) —i(Hf)(x) a @ ()= f(z) +i(HSf)(w)
st limitnymi hodnotami analytickych funkcii v hornej a dolnej komplexnej polrovine. Pouzite tento fakt
na odvodenie
H[fHg+gHf] = —fg+ H(f)H(g).
Pozn. Hilbertova transformécia sa dé chapat aj ako urcity druh konvolicie funkcii f(z) a 1/x.

3. (podla AF, str. 549) a) Ukazte, ze ak ®T(2) je analytickd v hornej polrovine, potom ®~(z)

definovana predpisom
7 (2) = 2+(2)
je analytickd v dolnej polrovine.

b) Pre horni polrovinu chceme néjst podobny predpis akou bola v predoslych d.i. Poissonova formula
pre vniitro jednotkovej kruznice. T.j. hladdme ®T(z) = u(z,y) + iv(z,y) analyticki v hornej polrovine
tak, aby na hranici (redlnej osi) platilo Re ®*(x) = u(z,0) = f(z) pre z € R. Tiez nds bude zaujimat
vztah s Im ®* (z) = v(x,0) = g(z).

Pouzijuic definiciu @~ (z) z ¢asti a) ukdzte, ze ®T(x) + &~ (z) = 2u(z,0) = 2f(x) a ®T(z) — ®~ (x) =
2iv(z,0) = 2ig(x) pre z € R. Z toho pomocou Plemeljovych vzorcov ndjdite vyjadrenie ®1(z), u(z,y),

v(z,y) a f(x) pomocou g(z).
c) Zvohac Ut(z) = & (2) a U (2) = —P(2), dostaneme ¥t (z) + U~ (z) = 2iv(z,0) = 2ig(x) a
Ut (x) — U (x) = 2u(z,0) = 2f(x). Z toho pomocou Plemeljovych vzorcov néjdite vyjadrenie Ut (z),
u(z,y), v(z,y) a g(x) pomocou f(x).

d) Strucne vysvetlite sivis f(z), g(x) a Hilbertovej transformécie (pozrite tiez priklad 2b)

4. Najdite hodnotu integralu

oo 671k}1
rec(k) = ]/ dx, pre k € R.
x
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Ndvod: pouzite e~*** = cos(kx) — isin(kx), éim sa tiloha zredukuje na vypocet fooo SR gy str. 240

v AF.
Pozn. Funkcia 1/x nie je integrovatelnd (nekone¢nd L norma), ani nemd koneénii Ly normu. Napriek
tomu mozeme pomocou vysSieuvedeného singuldrneho integralu definovat jej ” Fourierovu transforméaciu”.

1



