
Komplexná analýza II. – Úloha č. 8

Termı́n odovzdania: 9. december 2014

1. (Stein, Shakarchi, str. 118–119) Dokážte Poissonovu formulu∑
n∈Z

f(n) =
∑
n∈Z

f̂(n).

Návod: Použitḿ rezidúı ukážte∑
n∈Z

f(n) =

∫
L1

f(z)

e2πiz − 1
dz −

∫
L2

f(z)

e2πiz − 1
dz,

kde L1, L2 sú priamky źıskané posunut́ım reálnej osi nahor a nadol o vhodné b. Použite rovnost’
1

w−1 = w−1
∑∞
n=0 w

−n pre |w| > 1, a 1
w−1 = −

∑∞
n=0 w

n pre |w| < 1 na to, aby ste vyjadrili integrály

pozd́lž L1 a L2 ako súčty členov tvaru f̂(n).

2. Theta funkcia je definovaná pre t > 0 ako ϑ(t) =
∑∞
n=−∞ e−πn

2t. Použit́ım Poissonovej formuly

pre e−πtx
2

odvod’te funkcionálnu rovnicu

ϑ(t) = t−1/2ϑ(1/t), pre t > 0.

Návod: Začnite s Fourierovou transformáciou e−πx
2

a spravte zmenu premennej x 7→ t1/2(x+ a).

3. Ukážte, že pre Re(s) > 1 máme

ζ(s) =
1

Γ(s)

∫ ∞
0

xs−1

ex − 1
dx.

Návod: Použite 1/(ex − 1) =
∑∞
n=1 e

−nx.

4. (Stein, Shakarchi, 6.16, str. 178–179) Rozṕısańım

ζ(s) =
1

Γ(s)

∫ 1

0

xs−1

ex − 1
dx+

1

Γ(s)

∫ ∞
1

xs−1

ex − 1
dx

pre Re(s) > 1, ukážte, že druhý integrál definuje celú funkciu, zatial’ čo∫ 1

0

xs−1

ex − 1
dx =

∞∑
m=0

Bm
m!(s+m− 1)

,

kde Bm označuje m-té Bernoulliho č́ıslo. Tie sú definované pomocou

x

ex − 1
=

∞∑
m=0

Bm
m!

xm.

Ked’̌ze z/(ez − 1) je holomorfná pre |z| < 2π, odvod’te lim supm→∞ |Bm/m!|1/m = 1/2π a skúmajte
analytické pokračovanie prvého integrálu predelené Γ(s) pre Re(s) ≤ 1.

5. Podobne ako v Pŕıklade č. 4 v DÚ č. 6 ukážte
∞∑
1

1

n2k
= 22k−1

B2k

(2k)!
π2k.

Návod: Nájdite Taylorov rozvoj tan(z) pre z = 0 použit́ım Bernoulliho č́ısel.
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