Komplexnd analyza II. — Uloha &. 2

Termin odovzdania: 9. oktéber 2019

1. (15 bodov) Nech C je jednotkovd kruznica a D jej vnitro, t.j. disk s polomerom 1. Skdmajte, ¢o
sa stane, ak do Cauchyho integralnej formuly dosadime funkciu 1/z, ktord m4 pdl v nule.
a) Néjdite
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Ndvod: Spocitajte rezidud funkcie 1/{(¢ — z) v bodoch 0 a z, alebo pouzite rozklad 1/{(¢ — z) =
1(1/(¢ = 2) = 1/¢). Osobitne rozoberte pripady, ked |z| <1 a |z| > 1.
b) Pre ¢ na jednotkovej kruznici plati 1/¢ = ¢. Skiiste pouzif zovseobecnenti Cauchyho integralnu
formulu pre funkciu ¢g(z) = z. Odvodte z toho nasledujiicu rovnost:
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2. (AF 2.6.8) (15 bodov) N4jdite O (dbar) derivaciu funkcie 2% (teda r2). Ukézte, ze zovSeobecnend
Cauchyho integralna formula vovnitri kruznice s polomerom R vedie k rovnosti:
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kde Dpg je disk s polomerom R (pozri priklad ¢. 1; vSimnite si, ze hodnota integrdlu nezdvis{ od polomeru
oblasti R). Overte priamym vypoctom, Ze tdto rovnost naozaj plati.
Ndvod: Prevedte integral I do poldrnych stradnic ¢ = € + in = re*? a najdite hodnotu
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Najprv integrujte podla 6, pouzitim substiticie u = e a du = ie"?df mame zdmenu integralov
0 = %fcl f (u)d—;‘, kde C; je jednotkova kruznica. Takéto integraly sa daju vypocitat po-

mocou rezidui, resp. integrovanim po malej kruznici okolo pélov (u = 0 a uw = z/r, pozri tiez priklad ¢.

1, resp. sekciu 2.5 v AF)
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Ukazte, ze potom
kde H(z) = {1 ak © > 0, 0 ak < 0} (toto zodpovedd podmienke z € D,). Z toho odvodte, ze
I=—7|2?/2 = —7Z.

3. (AF 2.6.10) (15 bodov) V Cauchyho integrélnej formuli zoberme ako integracni krivku jednotkovi
kruznicu okolo nuly. Pouzitim siradnic ¢ = ¢ odvodte
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kde z lezi vovnutri kruznice. Zdovodnite, preco platl
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Pouzitim vztahu ¢ = 1/¢ pre ¢ na jednotkovej kruznici ukazte
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Z toho pre kladné znamienko odvodte
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(a) Dokézte tzv. Poissonovu formulu pre realnu cast f(z), Re f = u(r, ¢), kde z = re'®

1 [%" 1—r2
u(r, @) = o /0 u(®) [1 —2rcos(¢p — 0) + 2] b,

kde u(0) = u(1,0).

(b) Ak by sme v predchadzajicej formuli pouzili zdporné znamienko, odvodte z toho
1 2 1472 — 2rei0=9)
= — db
/() 27 /0 1) (1 —2rcos(¢p — 0) + r?
a uvazovanim imagindrnej ¢asti

B 1 27 rsin(¢ — 0)
v(r,¢) =C + T /0 u(®) [1—2rcos(¢p—0) + 7‘2]d0’

kde C' = & OQW v(1,6)df = v(r =0).

(c) Ukézte, ze

2rsin(¢ — 6) _1 1 — 72 + 2irsin(¢ — 0)
1—2rcos(¢p—0) +r2 m(1+7’227’COS(¢9)>

(=)

a teda vysledok pre u(r, @) a v(r, ¢) z casti (a) a (b) sa dd vyjadritf ako
2
u(r, ¢) = 22 / w(0) 2 ap
0

o C—z
Im [*" C+z
= — 0 de.
ord) =00 + 3 [ w0
Tento priklad je ilustrdciou toho, Ze predpisanie redlnej ¢asti f(z) (analytickej) pre |z| = 1 jed-

noznacne urcuje (a) redlnu cast f(z) vovnutri kruznice a (b) imagindrnu cast f(z) vovnutri kruzince az
na konstantu. Teda memdzZeme Tubovolne uréit obe — redlnu aj imagindrnu ¢ast analytickej funkcie na

hranici |z| = 1.

Skiste (bez vécsieho pocitania) zistit akej analytickej funkcii zodpovedd u(1,6) = Re (1/z), z tlohy

¢ 1.



