Cvicenia z linearnej algebry a geometrie II. — dlohy ¢. 10

Cvicenia v tyzdni 13. aprila 2009 - Vlastné hodnoty a vektory

1. Majme matice A a B. Vychddzajic z rovnosti
I -A AB 0 I A} |0 O
0 1 B 0 0 I | | B BA
ukézte, ze AB a BA maju rovnaké vlastné hodnoty.

2. Derivécia véeobecného polynému a + bx + cx? + dx> stupiia 3 mé tvar b+ 2cx + 3dz?. Pripomeiime
si, ze polynémy tvoria vektorovy priestor a derivécia je linearna transformaécia.
a) Najdite maticu D zodpovedajicu derivovaniu, t.j.

of-[3)

b) Vypocitajte D* a vysvetlite vysledok v reéi derivacii.
c¢) Aké st vlastné hodnoty a vlastné vektory matice D?

3. a) N4jdite nenulovii maticu N, taki aby N3 = 0.
b) Ukézte, ze ak Nax = Az, potom A mus{ byt nula.
¢) Dokézte, ze N (ktord sa nazyva nilpotentnd) nemoze byt symetrickd.

4. Aké si vlastné hodnoty matice A spiﬁajﬁcej A? = —J7 Ak A je takd redlna n x n matica, ukazte,
ze potom n musi byt parne. Uvedte priklad.

5. Nasledujice Jordanove matice maju nulu ako $tvornasobni vlastni hodnotu, maji dva linedrne
nezdvislé vektory, ale velkosti ich blokov sa nezhodujd. Preto matica J nie je podobnd matici K:

Pre Tubovinid maticu M provnajte JM a M K. Ak sa rovnaji, ukdzte, ze M nie je invertibilna, a teda
rovnost M ~1JM = K nemdze nastat.

Dodatocné tlohy

6. Ak je matica K anti-symetrickd, ukazte, ze matica Q = (I — K)(I + K)~! bude ortogonilna.
Négjdite Q pre K = [_02 %]

7. Nech A je nilpotentnd matica (t.j. A*¥ = 0 pre nejaké k). Ukdzte, ze det(A + 1) = 1.

8. Predpokladajme, Zze matice A a B sa daji diagonalizovat tou istou diagonaliza¢nou maticou S,
teda madme A = SA; S~ a B = SA,S~!'. Ukdite, ze potom matice A a B komutuji a tiez, ze vlastné
hodnoty sucinu AB su suc¢inom vlastnych hodnét matic A a B. Ako je to s vlastnymi vektormi?

9. Predpokladajme, ze kazda z matic A a B mé n réznych vlastnych hodnot. Navyse predpokladajme,
ze matice A a B komutuju. Ukazte potom, ze ak z je vlastny vektor matice A, potom je aj vlastnym
vektorom matice B. Vyjdite z rovnosti ABx = BAx.

Pozn. Kedze toto plati pre kazdy vlastny vektor matice A, matice A a B majui rovnaké vsetky vlastné
vektory, a preto maju td istd diagonaliza¢ni maticu S. Ukézali sme tak spolu s prikladom ¢. 10, ze
(diagonalizovatelné) matice komutuji préve vtedy, ked maji rovnaké vlastné vektory.



