
Cvičenia z lineárnej algebry a geometrie II. – úlohy č. 11

Cvičenia v týždni 20. apŕıla 2009 - Podobnost’, Jordanov tvar

1. Oṕı̌ste slovne (t.j. akú transformáciu reprezentujú) všetky matice, ktoré sú podobné matici
[

1 0
0 −1

]
a nájdite zopár pŕıkladov.

2. Vyṕı̌ste všetky možnosti pre Jordanov tvar 5 × 5 matice, ktorá má nulu ako pät’násobnú vlastnú
hodnotu. (Zvykom býva začat’ väčš́ımi blokmi v l’avom hornom rohu a postupne prejst’ k najmenš́ım idúc
dole po diagonále matice J .)

Pre všetky možnosti nájdite charakteristický a minimálny polynóm, ako aj počty lineárne nezv́islých
vlastných vektorov.

3. a) Použit́ım Cayley–Hamiltonovej vety nájdite vzorec pre A−1 obsahujúci mocniny matice A, detA
a koeficienty jej charakteristického polynómu.

b) Overte správnost’ tohto vzorca pre 2× 2 matice priamym výpočtom.

4. a) Nájdite 3× 3 matice A1, A2 zodpovedajúce kvardatickým formám

f1 = x2
1 + x2

2 + x2
3 − 2x1x2 − 2x1x3 + 2x2x3,

f2 = x2
1 + 2x2

2 + 11x2
3 − 2x1x2 − 2x1x3 − 4x2x3.

b) Ukážte, že forma f1 sa dá naṕısat’ ako jeden štvorec, a teda nie je kladne definitná. Pre aké hodnoty
je f1 rovná nule?

c) Nájdite rozklad A2 ako LLT (L je dolná trojuholńıková matica). Vyjadrite f2 ako súčet troch
štvorcov.

5. Ukážte,že ak sú matice A a B podobné, t.j. B = M−1AM , potom sú ich minimálne polynómy
mA(x) a mB(x) rovnaké.

Dodatočné úlohy

6. Ak má 3×3 matica A vlastné hodnoty λ1, λ2 a λ3, čo budú vlastné hodnoty matice (A−λ3I)(A−
λ2I)(A− λ1I)? Čo to bude za matica?

7. Ukážte, že AT je vždy podobná matici A. Vieme, že vlastné hodnoty majú rovnaké, problém by
mohol byt’ v štruktúre vlastných vektorov.

a) Pre A skladajúcu sa z jedného bloku Ji nájdite maticu Mi takú aby M−1
i JiMi = JT

i .
b) Pre A v Jordanovom tvare poskladajte maticu M0 z menš́ıch blokov tak, aby M−1

0 JM0 = JT .
c) Pre všeobecnú maticu A = MJM−1 ukážte, že AT je podobná JT a tým pádom aj J a A.

8. Nech n×n matica A reprezentuje lineárne zobrazenie T : Rn → Rn. Ukážte, že vlastné podpriestory
Vλ, zložené z pŕıslušných zovšeobecnených vlastných vektorov matice A, sú invariantné vzhl’adom na li-
neárnu transformáciu T , t.j. T (Vλ) = Vλ.

9.) Pre aké hodnoty parametra a je matica A kladne definitná?

B =

 a 1 1
1 a 1
1 1 a
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