Cvicenia z linearnej algebry a geometrie II. — dlohy ¢. 10

Cvicenia 18. aprila 2012 - Vlastné hodnoty a vektory

1. Majme matice A a B. Vychddzajic z rovnosti
I -A AB 0 I A} |0 O
0 1 B 0 0 I | | B BA
ukézte, ze AB a BA maju rovnaké vlastné hodnoty.

2. Ukéazte, ze pre determinant blokovej matice plati

A B
¢ D

Ukézte, ze ak A a C komutuji, potom sa determinant rovnd det(AD — CB).

det [ ] =det Adet(D — CA™'B) = det(A — BD"'C)det D.

3. Pravda/Nepravda. Zddvodnite, resp. néjdite protipriklad:

a) Ak A je symetrickd matica, potom A + il je reguldrna.

b) Ak @ je ortogondlna matica, potom @ + %I je reguldrna.

¢) Ak A md redlne zlozky, potom A + ¢I je reguldrna.

d) Existuje matica A takd, ze matice typu A + ¢l sd invertibilné pre vietky komplexné éfsla c.
e) Existuje redlna matica A takd, ze A + rI bude invertibilnd pre vietky redlne 7.

4. a) Najdite nenulovii maticu NN, takd aby N3 = 0.
b) Ukdzte, ze ak Nz = Az, potom A mus{ byt nula.
c¢) Dokézte, ze N (ktord sa nazyva nilpotentnd) nemoze byt symetricka.

5. Nasledujice Jordanove matice maji nulu ako stvornasobni vlastni hodnotu, maji dva linearne
nezavislé vektory, ale velkosti ich blokov sa nezhodujd. Preto matica J nie je podobnd matici K:

Pre Tubovinid maticu M provnajte JM a M K. Ak sa rovnaju, ukdzte, ze M nie je invertibilna, a teda
rovnost M~'JM = K nemdze nastat.

Dodatoéné tlohy
6. Nech A je nilpotentnd matica (t.j. A¥ = 0 pre nejaké k). Ukazte, ze det(A + I) = 1.

7. Predpokladajme, Zze matice A a B sa daju diagonalizovat tou istou diagonaliza¢nou maticou S,
teda mame A = S7'A1S a B = S7'A,S. Ukézte, ze potom matice A a B komutuju a tiez, ze vlastné
hodnoty sic¢inu AB su suc¢inom vlastnych hodnot matic A a B. Ako je to s vlastnymi vektormi?

8. Predpokladajme, ze kazda z matic A a B mé n roznych vlastnych hodnét. Navyse predpokladajme,
ze matice A a B komutuju. Ukazte potom, ze ak x je vlastny vektor matice A, potom je aj vlastnym
vektorom matice B. Vyjdite z rovnosti tAB = xBA.

Pozn. Kedze toto plati pre kazdy vlastny vektor matice A, matice A a B maju rovnaké vsetky vlastné
vektory, a preto maju ta istd diagonaliza¢nt maticu S. Ukézali sme tak spolu s prikladom ¢. 10, ze
(diagonalizovatelné) matice komutuji prave vtedy, ked maji rovnaké vlastné vektory.



