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Duélne priestory a dal$ie tilohy na Jordanov tvar

1. Nech V je stvorrozmerny redlny vektorovy priestor s bazou {x1, z2, 23,24} a nech {£1,&2,&3,84} je
k nej dudlna baza vo V*. Vyjadrite pomocou &; dudlne bazy k nasledujicim bazam:

a) {w2, x1, 24,23},

b) {{L‘1, 21}2, %{E;;, LU4}7

c) {x1 + @2, 29 + X3, T3 + Tg, T4},

d) {$1,Z‘2 —T1,T3 — T +T1,T4 — T3+ To — 1‘1}.

2. Nech P, je priestor redlnych polynémov v premennej x stupna nanajvys n. Pre ¢ € R definujme
er € Pk ako €(p) = p(t). Ukdite, Ze €, €1,. .., €, tvoria bdzu P’ a nijdite k nej dudlnu bézu P,.

3. a) Ukdzte, ze ak z, y si dva rozne vektory v koneénorozmernom vektorovom priestore V', potom
existuje linedrny funkciondl 6 € V*, pre ktory 6(z) # 0(y).

b) Ukézte, ze pre koneéno rozmerny priestor V plati nasledujice tvrdenie: podmnozina F' C V*
generuje cely dudlny priestor V* prave vtedy, ked {v € V|f(v) =0,Vf € F} = {0} (t.j. vektor, ktory je
nulovany vSetkymi prvkami F' je len nulovy vektor 0.

4. Nech A je matica typu n x m a B je matica typu m X n nad nejakym polom F. Oznaéme stopu
tr AB ako 74(B).

a) Ukdzte, ze pre kazdud fixnd maticu A je 74 linedrne zobrazenie z M,, ,,(F') do F.

b) Teraz uvazujme zobrazenie A — 714. Ukézte, Ze sa jednd o linedrny izomorfizmus M, ,,(F) —
M (F)*.

5. Opiste slovne (t.j. aki transforméciu reprezentuji) vietky matice, ktoré st podobné matici [ § |
a najdite zopar prikladov.

6. Vypiste vSetky moznosti pre Jordanov tvar 5 x 5 matice, ktord ma nulu ako patnasobnu vlastni
hodnotu. (Zvykom byva zacat vacsimi blokmi v Tavom hornom rohu a postupne prejst k najmensim idic
dole po diagondle matice J.)

Pre v8etky moznosti najdite charakteristicky a minimalny polyném, ako aj poc¢ty linearne nezavislych
vlastnych vektorov.

7. Ak md 3 x 3 matica A vlastné hodnoty A1, A2 a A3, ¢o budi vlastné hodnoty matice (A —A3I)(A—
A2I)(A — A\1)? Co to bude za matica?

8. a) Pouzitim Cayley-Hamiltonovej vety najdite vzorec pre A~! obsahujici mocniny matice A, det A
a koeficienty jej charakteristického polynému.
b) Overte spravnost tohto vzorca pre 2 X 2 matice priamym vypoctom.

9. Ukédzte,Ze ak s matice A a B podobné, t.j. B = M~'AM, potom s ich minimélne polynémy
ma(z) a mp(x) rovnaké.

10. Ukézte, ze AT je vidy podobna matici A. Vieme, ze vlastné hodnoty maji rovnaké, problém by
mohol byt v struktire vlastnych vektorov.

a) Pre A skladajicu sa z jedného bloku J; najdite maticu M; takd aby M[lJiMi =Jr.

b) Pre A v Jordanovom tvare poskladajte maticu My z mensich blokov tak, aby MglJMo =JT.

c) Pre vieobecnti maticu A = MJM~! ukazte, ze AT je podobna J7 a tym padom aj J a A.

11. Nech n x n matica A reprezentuje linedrne zobrazenie T : R™ — R™. Ukdzte, ze vlastné
podpriestory V), zlozené z prislusnych zovseobecnenych vlastnych vektorov matice A, si invariantné
vzhladom na linedrnu transforméciu T, t.j. T(Vy) = Vi, kde V) = {x € R |z(A — A\I)¥ =0, k € N}.



12. Ukazte, ze dudlny priestor k priestoru vsetych redlnych polynémov P je izomorfny s priestorom
véetkych nekoneénych postupnosti realnych éisel RY prostrednictvom zobrazenia posielajiceho linedrnu
formu & : P — R na postupnost {£(1),&(¢), £(t2),... }.

V zmysle tejto identifikacie popiste efekt dudlnych zobrazeni na postupnost {a1, as,as, ...} pre nasle-
dujtuce linearne zobrazenia P — P:

a) zobrazenie derivdcie D dané ako D(p)(t) = p'(t),

b) zobrazenie S dané ako S(p)(t) = p(t?),

¢) zlozené zobrazenie DS,

d) zlozené zobrazenie SD,

e) overte, ze (DS)* = S*D* a (SD)* = D*S*.



