Cvicenia z linearnej algebry a geometrie II. — ilohy ¢. 2

Cvicenia 22. februdra 2012 - Skaldrny sucin, ortogonalita

1. Ukazte, ze © — y je kolmy na x + y prave vtedy, ked ||z| = ||y]|.

2. Aky nasobok vektora a = (1,1,1) je najblizsie k bodu b = (2,4,4)? N&jdite tiez najblizsi bod k
bodu a na priamke prechadzajicej cez b.

3. Predpokladajme, Zze P je matica zobrazenia kolmej projekcie na podpriestor S a @ je matica
projekcie na jeho ortogondlny doplnok S*. Co budd P + Q a PQ? Ukéite, ze matica P — Q je sama
sebe inverznou.

Vyuzite vztahy, ktoré pre matice projekénych zobrazeni platia: P je symetrickd, P2 = P a pod. Pre
vypocet P + @Q a PQ sa zamyslite nad tym, ¢o zobrazenia dané tymito maticami spravia s Tubovolnym
vektorom.

4. Nech U a V st podpriestory euklidovského priestoru X. Uk&azte, ze plati rovnost
Utnvt=Ww+v)*h
Plati aj rovnost
Unvyt=vut+vt?
5. Pravda/Nepravda. Zdovodnite.

a) ak V je ortogondlne k W, potom aj V' je ortogondlne k W+,
b) ak V je ortogondlne k W a W je ortogondlne k Z, potom aj V je ortogondlne k Z.

Dodatoéné tlohy — Tahsie

6. Majme vektory v; = (1,1,0,1) a vo = (0,0, 1,0), ktoré generuji priestor S.
a) N4jdite ortogondlnu projekciu vektora (1,0,—1,0) do S.
b) Néjdite dva ortogonalne vektory, ktorych projekcia na S je 0. (t.j. bude to ortogonélna béza S*)

7. Ukézte, ze pre vektory x, y € R” plati ||z + y||2 + ||z — y||? = 2|z + 2||y|*.
8. Pouzite Gram-Schmidtov proces na vektory z; = (1,—1,0,0), zo = (0,1,—1,0), 3 = (0,0,1, —1).
Dodatoc¢né ulohy — tazsie

9. Ukézte, 7ze ak vektory qi,qa,. .., qn tvoria ortonormalnu bazu R™, potom q¢f ¢ + -+ + ¢ qn = I,..
Pozn. &leny vl'v; tu predstavuji n x n matice. Sd nie¢im vyznaéné?

10. Vo vektorovom priestore Ps(t) polynémov stupiia 5, t.j. p(t) = ag + a1t +agt? + azt® + ast* +ast®,
majme podmnozinu S polynémov spiflajﬁcich fol p(t)dt = 0. Overte, ze S je podpriestor a najdite jeho
bazu.
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Pozn. Pouzite vzorec fol thdt = g

11. Ukézte, Ze pre vektorovy priestor P, (t) polynémov stupna n, t.j. p(t) = ag + a1t + -+ + a,t",
splfia bilinedrne zobrazenie (p(t),q(t)) = fol p(t)q(t)dt podmienky skaldrneho stucinu.

Skiste pomocou tohto skaldrneho stéinu ortogonalizovat bdzu xo = 1, 1 = t, 2o = t2, 3 = 3,
x4 = t*, atd.

Pozn. V pripade zdujmu pozrite wikipedia/Legendre_Polynomials.

Pozn. To isté modzte spravit aj pre iny skaldrny sicin: (p(t),q(t)) = fil p(t)q(t)dt.



