Cvicenia z linearnej algebry a geometrie II. — ilohy ¢. 1

Cvicenia 19. februdra 2015 - Determinanty

1. Nech D,, je determinant (1,1, —1)-tridiagondlnej matice typu n x n:

1 -1
1 1 -1
D,, = det 1 1 -1

N4jdite hodnotu D,, (napr. pre n = 6) priamym vypoc¢tom. Overte, Zze Laplaceovym rozvojom podla
prvého riadku dostaneme D,, = D,,_1 + D,,_2, ¢o je predpis pre Fibonacciho postupnost.

2. Pre maticu

01 00
1 010
A_Ol()l
0 010

ndjdite (jedind) permutdciu, ktord zodpovedd nenulovému ¢lenu vo vzorci pre vypocet determinantu.
Rozhodnite ¢i je tdto permutécia parna alebo neparna a vypocitajte det A.

3. Antisymetrickd matica spiﬁa KT = — K, napriklad

0 a b
K= —a 0 ¢
b —¢c O

a) spocitajte determinant takejto 3 x 3 matice.

b) aky bude determinant pre iné n x n antisymetrické matice?

c¢) vysvetlite preco pre n X n antisymetricki maticu plati det(—K) = (—1)"det(K). Spojte to s
rovnostou det(K) = det(K7) (t4 plati vzdy) a dokazte pozorovanie z casti b).

4. N§jdite determinant matice (Sikovnym pouzitim riadkovych a stfpcovych oper4cii)

1—-t 1 1 1
1 1-1 1 1
A= 1 1 1-1¢ 1
1 1 1 1—t
5. Najdite determinant matice
2a c b 0
e b a+d O b
c 0 a+d c
0 c b 2d

Dodatocné dlohy

6. Ako stvisia hodnoty determinantov det(2A), det(—A) a det(A42) s hodnotou determinantu det(A)
pre n X n maticu A?

7. Néjdite det A ak a;; =i+ j.



8. Vypocitajte determninant matice

Ay =

—_— == O
=
_ O = =
O~ =

bud elimindciou alebo rozvojom podla riadku. Néjdite tiez determinanty mensich matic Az a As — s
nulami na diagondle a jednotkami na ostatnych miestach. Vedeli by ste predpovedat hodnotu det A4,,7

9. Ak st zlozky matice A celé éisla a det A je 1 alebo —1, ukézte, ze aj zlozky matice A~! budd
celocislené. N4jdite nejaky 2 x 2 priklad (nediagondlny).

10. Majme maticu A typu 2014 x 2015 a maticu B typu 2015 x 2014. Je mozné aby platilo det AB =1
a det BA =27

11. Ak v matici A je sucet zloziek v kazdom riadku nula, ukazte, ze det A = 0. Ak je sucet zloziek
v kazdom riadku 1, ukézte, ze det(A — I) = 0. N4jdite taki maticu A, pre ktord z toho nevyplyva, ze
det A = 1.

12. Ukdzte, ze pre pre vieobecné matice typu 4 X 4 rozdelené na podbloky velkosti 2 x 2 plati

A B
0 D

A B

det[ C D

] = det Adet D, ale det [ ] # det Adet D — det Bdet C.

Na druhej strane, za predpokladu, ze A je reguldrna vsak plat{

A B

det{c D

} =det Adet(D — CA™'B) = det(AD — ACA™'B).

13. N3jjdite determinant matice M, ktora vznikne z jednotkovej matice nahradenim j-teho stipca
vektorom z7:

Ty 1

14. a) Nacrtnite trojuholnik s vrcholmi A = (2,2), B = (—1,3) a C = (0,0). Povazujic tento
trojuholnik za polovicu nejakého rovnobeznika (ktorého?), vysvetlite preco je jeho obsah

1
obsah(ABC) = idet { 7? g ] .

b) Predpokladajme, ze tret{ vrchol tentoraz bude C' = (1,—4). Zddvodnite platnost vzorca:

1 1 oy 1 1 2 2 1
obsah(ABC) = 5 det | 20 2 1 | = 3 det | —1 31
T3 Y3 1 1 -4 1

Pomécka: odpocitanim tretieho riadku od prvych dvoch dostaneme:

2

2 1 1 6 0 1 6
det | —1 3 1 [ =det| -2 7 0 | =det [ 9 7 ] .
1 -4 1 1 -4 1



15. a) Ukdzte, ze determinant n X n matice spliia

a+b ab
1 a+b ab
1 a+b ab antl — pntl
— =
1 a+b ab
1 a+b

b) Ndjdite také a a b aby a+b =1 a ab= —1, a s pomocou prikladu ¢. 1 odvodte explicitny vzorec
pre vypocet ¢lenov Fibonacciho postupnosti.



