
Cvičenia z lineárnej algebry a geometrie II. – úlohy č. 10

Cvičenia 28. apŕıla 2015 - Vlastné hodnoty a vektory

1. Ukážte, že pre determinant blokovej matice plat́ı

det

[
A B
C D

]
= detAdet(D − CA−1B) = det(A−BD−1C) detD.

Ukážte, že ak A a C komutujú, potom sa determinant rovná det(AD − CB).

2. Pravda/Nepravda. Zdôvodnite, resp. nájdite protipŕıklad:
a) Ak A je symetrická matica, potom A+ iI je regulárna.
b) Ak Q je ortogonálna matica, potom Q+ 1

2I je regulárna.
c) Ak A má reálne zložky, potom A+ iI je regulárna.
d) Existuje matica A taká, že matice typu A+ cI sú invertibilné pre všetky komplexné č́ısla c.
e) Existuje reálna matica A taká, že A+ rI bude invertibilná pre všetky reálne r.

3. a) Nájdite nenulovú maticu N , takú aby N3 = 0.
b) Ukážte, že ak Nx = λx, potom λ muśı byt’ nula.
c) Dokážte, že N (ktorá sa nazýva nilpotentná) nemôže byt’ symetrická.

4. Nech A je nilpotentná matica (t.j. Ak = 0 pre nejaké k). Ukážte, že det(A+ I) = 1.

Dodatočné úlohy

5. Naṕı̌ste maticu ĀT a spoč́ıtajte C = ĀTA ak

A =

[
1 i 0
i 0 1

]
.

Aký je vzt’ah medzi C a C̄T ? Plat́ı niečo podobné pre každú maticu C, ktorá sa dá zaṕısat’ ako ĀTA?

6. a) Ako súviśı determinant matice ĀT s determinantom matice A?
b) Dokážte, že determinant l’ubovol’nej hermitovskej matice (ĀT = A) je reálne č́ıslo.
c) Ako súvisia vlastné hodnoty matice ĀT s vlastnými hodnotami matice A?

7. Ak je matica K anti-symetrická, ukážte, že matica Q = (I − K)(I + K)−1 bude ortogonálna.
Nájdite Q pre K =

[
0 2
−2 0

]
. Prečo (I +K)−1 vždy existuje?
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