Doplnkové cvicenia z algebry a geometrie II. — ulohy ¢. 4

Cvicenia 23. marca 2016 - Grupy, podgrupy, homomorfizmy

1. Tvoria vSetky permutécie na kone¢nej mnozine M grupu? Je tato grupa komutativna? Zostrojte
tabulku grupovej operécie v pripade M = {1,2, 3}.

2. Nech G = {z € C: |z] = 1}. Je G s operdciou - (ndsobenie komplexnych éisel) grupa? Oznacme
Cpn={2€C:z"=1}. Je (C,,-) grupa?
3. Dokézte, ze ak (G,-) je grupa a x,y, z € G tak plat{
Yy =22=Yy=2,
Yyr =zr = = 2.
(Tzv. zdkony o krdtend v grupe.)

4. Nech (G, *) je grupa a e je jej neutrdlny prvok. Dokézte:

x*y:y*x@m*y*x_l*y_lze.

5. Ak (G,o) je grupa a a € G je nejaky jej prvok, tak zobrazenie f, : G — G definované ako
fa(b) = a o b je bijekcia.

6. Nech (G, o) je grupa. Dokazte, 7e zobrazenie f : G — G definované ako f(a) = a~! je bijekcia. Je
to aj homomorfizmus?

7. Dokazte, ze v konecnej grupe, ktord ma parny pocet prvkov, existuje prvok rézny od neutralneho
prvku taky, ze aoa = e.

8. Nech konetnd mnozina G = {e,aq,...,a2} tvori s operdciou * komutativnu grupu a e je jej
neutralny prvok. Dokdzte, Ze (a1*ag*- - -*a,)? = e. Najdite priklad takej grupy, pre ktord ay xag*- - -+a,, #
e.

9. Ukézte, ze H = {*|m,n st nepdrne} je podgrupa grupy (Q\ {0},-).

10. N4jdite vsetky podgrupy grupy Zs X Zs a vietky podgrupy grupy Z4 (v oboch pripadoch operécia
@). Maju tieto grupy rovnaky pocet dvojprvkovych podgrip? (Viete na zdklade vysledku zdévodnit, ze
tieto dve grupy nie su izomorfné?)

11. Nech H je podgrupa grupy G. Nech g € G. Ukaite, ze gHg™ ' = {ghg™'|h € H} je podgrupa
grupy G.

12. Zistite, ¢i st grupy (Z4,+) a (Zs \ {0}, ) izomorfné.

13. St grupy (Zg, +) a (Zg X Z3, +) izomorfné? (Operdciu 4+ na mnoZine Zy X Zs chédpeme po zlozkéch,
t.j. (x1,y1) + (22, y2) = (1 B2 x2, y1 D3 y2). Opericie By a @3 oznacuju séitanie modulo 2 resp. modulo
3 — pouzili sme iné oznacenie, aby sa zdoraznilo, Ze na prvej a druhej siradnici mdme ini operaciu.)

14. Nech G = (Q x Q) \ {(0,0)}. Definujme na tejto mnozine bindrnu operdciu * predpisom
(a,b) * (¢,d) = (ac + 2bd,ad + be). Je to skutoéne bindrna operdcia? Je (G, ) grupa? Je to komu-
tatfvna grupa? Porovnajte s ndsobenim (a + bv/2)(c + dv/2).

15. Nech (G, *) je Tubovolné grupa. Dokézte, ze zobrazenie g — ¢ * g je homomorfizmus z G do G
prave vtedy, ked G je komutativna. Plati rovnaké tvrdenie aj pre g — g * g * g7



