Doplnkové cvicenia z algebry a geometrie II. — tlohy ¢. 5

Cvicenia 27. aprila 2016 - Determinanty

1. N§jdite determinanty pre nasledujiice matice

_[4 2 1] 3 =2 _[4a=-x 2
A‘[l 3]’ A _10[—1 4]’ AM_{ 1 3—A}

Pre akd hodnotu parametra A\ je A — A\I singularna?

2. Ako stvisia hodnoty determinantov det(2A), det(—A) a det(A42) s hodnotou determinantu det(A)
pre n X n maticu A?

3.Uk&zte preco

0 0 01 01 00
0 010 0 010
det 010 0 =1 a det 00 0 1 =—1.
10 00 10 00
4. Kolko vymen riadkov potrebujeme na to, aby sme presli od matice A k matici I:
el 0 ... 01 el 10 ... 0
Ao epr | _ |0 ... 10 , I e | _ 101 ...0 ?
el 1 ... 00 el 00 ... 1

Kedy je det A =1 a kedy det A = —17

5. Pouzitim riadkovych operécii overte, ze determinant 3 x 3 Vandermondovej matice je

1 a a?
det | 1 b b | =(b—a)lc—a)(c—0b).
1 ¢ ¢

Skuste vypocitat aj pre 4 X 4 a n X n matice.

6. Pre nasledujice matice najdite determinanty pouzitim Gaussovej elimindcie:

11 12 13 14 1t 2
21 22 23 24 t 1 t 2
31 32 33 34 & 2t 1t
41 42 43 44 B2t 1

7. a) Antisymetrickd matica Spiﬁa KT = —K, napriklad

0 a b
K| —a 0 c
-b —c 0

Vysvetlite pre¢o v 3 x 3 pripade plati det(—K) = (—1)3det K. Zaroven det KT = det K (toto plati
vzdy). Z toho vyvodte, ze takd matica ma nulovy determinant.
b) Néjdite antisymetricki 4 x 4 maticu s nenulovym determinantom.

8. Ak v matici A je sicet zloziek v kazdom riadku nula, ukézte, ze det A = 0. Ak je sicet zloziek
v kazdom riadku 1, ukédzte, ze det(A — I) = 0. N&jdite takd maticu A, pre ktord z toho nevyplyva, ze
det A = 1.

9. Predpokladajme, ze CD = —DC'. Najdite chybu v nasledujicom dovodeni: Zoberic determinanty,
dostavame (det C')(det D) = —(det D)(det C), ¢ize aspon jedna z matic C' alebo D musi mat nulovy
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determinant. Preto rovnost CD = —DC mobze nastat iba ak C' alebo D je singularna.

10. Pre maticu

01 00
1 010
A_Ol()l
0 010

ndjdite (jedind) permutdciu, ktord bude zodpovedat nenulovému ¢lenu vo vzorci pre vypocet determi-
nantu. Rozhodnite, ¢i tdto permuticia je parna alebo neparna a vypocitajte det A.

11. Pravda / Nepravda: (1) Determinant sti¢inu S~1AS sa rovnd determinantu matice A.
(2) Ak det A = 0, potom aspon jeden ¢len v rozvoji na (n — 1) x (n — 1) kofaktory musi byt nula.
(3) Matica, ktorej zlozky sui iba nuly a jednotky mé determinant 1, 0 alebo —1.

12. Nech D,, je determinant (1,1, —1)-tridiagondlnej matice typu n x n:

1 -1
1 1 -1

D,, = det 1 1 -1
1 1
Overte, ze rozvojom podla prvého riadku dostaneme D,, = D,,_1 + D,,_», ¢o je predpis pre Fibonacciho

postupnost 1,2,3,5,8,13, ...

13. Vysvetlite, pre¢o bude mat 5 x 5 matica s nulovou 3 x 3 podmaticou nulovy determinant bez
ohladu na to, aké hodnoty budd na miestach oznacenych x:

Xk kK ok
Xk ok ok
determinant maticcA= | 0 0 0 * x | je vzdy nulovy.
0 0 0 % =
0 0 0 % =
14. Vypocitajte determinant matice
01 11
1 011
Ar=111 01
1 1 1 0

bud elimindciou alebo rozvojom podla riadku. Najdite tiez determinanty mensich matic Az a As — s
nulami na diagondle a jednotkami na ostatnych miestach. Vedeli by ste predpovedat hodnotu det A,,7

15. Najdite det A ak a;; =1+ j.
16. Vysvetlite, ak chdpeme determinant ako objem, prec¢o det 3A = 3™ det A pre maticu A typu n X n.

17. Ak C = [2%] a D= [ "], potom rovnicu CD = —DC mézeme prepisat ako

2a c b 0 U 0

_ b a+d 0 b v 0
CD+DC=0 alebo 0 atd e w !l =10
0 c b 2d z 0

(a) Néjdite determinant tejto 4 x 4 matice A.
(b) Ukézte, ze det A =0 ak a + d = 0 alebo ad — bc = 0.
Vo vsetkych ostatnych pripadoch méze nastat CD = —DC iba pre D = [ §].
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18. Ukdzte, ze pre pre vSeobecné matice typu 4 X 4 rozdelené na podbloky velkosti 2 x 2 plati

A B A B

det[OD C D

] = det Adet D, ale det [ ] % det Adet D — det Bdet C.

19. Ak matica A je typu m x n a B je typu n X m, ukazte, ze

0 A N ‘. . . I 0
B I } = det AB. (Pomocka. vynasobte sprava maticou [ B I })

Overte tuto rovnost na nejakom priklade s m < n a inom s m > n. Preto v druhom pripade vzdy
dostaneme det AB = 07

det [

20. Zistite aké znamienko prislicha v determinante 5 X 5 matice su¢inu ai5a24a33a42a51. Inymi slo-

vami, je permutécia o = (1234%) parna alebo nepérna?

21. Néjdite determinant a vSetkych devét clenov A;; pre maticu

1 2 3
A=10 4 0
0 0 5

Overte, Ze A krat Aaq; je (det A)-ndsobok jednotkovej matice. Ndjdite A~.

22. a) N4jdite determinant matice M, ktord vznikne z jednotkovej matice nahradenim j-teho stfpca
vektorom x:

b) Ak Az = b, ukazte, ze matica AM je rovnd matici B; z Cramerovho pravidla (B; vznikne z matice

A nahradenim j-teho stfpca pravou stranou b).
c¢) Odvodte Cramerovo pravidlo zobranim determinantov v rovnosti AM = B;.



