Doplnkové cvicenia z algebry a geometrie II. — tlohy ¢. 6

Cvicenia 4. méaja 2016 - Vlastné hodnoty, vlastné vektory, diagonalizdcia

1. N§jdite vlastné hodnoty a vlastné vektory pre permuta¢né matice

00 1 0 01 00
01 00 0 01 0
P=1100 0 e @=19 901
0 0 0 1 1 0 0 O
2. N4jdite treti riadok matice
010
A=10 0 1

tak, aby jej charkateristicky polyném det(A — A) bol A3 — 4\% + 5\ — 6.

3. Ukéazte, ze ak ma horné trojuholnikova 3 x 3 matica na diagonédle zlozky 1, 2 a 7, potom je podobna
diagonalnej matici D. Ako bude vyzerat D?

4. (a) Ak A% = I, aké modze mat matica A vlastné hodnoty?
(b) Ak je takdto (redlna) matica typu 2 X 2 a nerovnd sa I alebo —I, ndjdite jej stopu a determinant.

(c) Dopocitajte druhy riadok matice, ak je jej prvy riadok (3, —1).

5. Linedrne zobrazenie ¢ : R3 — R? je v standardnej béze ey, es, e3 popisané maticou

15 20 8
-11 -15 -7
5 8 6

Najdite maticu toho istého zobrazenia v baze fi = 2e; +3es +e3, fo = 3e1 +4es+e3, f3 = e1+2es+ 2e3.

6. Predpokladajme, ze A je vlastnd hodnota matice A a x je prislusny vlastny vektor, t.j. A = Ax.

(a) Ukézte, ze x je tiez vlastnym vektorom matice B = A — ¢I, kde ¢ € R. N4jdite vlastni hodnotu
prisliuchajicu vektoru z.

(b) Predpokladajme, ze A # 0. Ukazte, Ze potom je x vlastnym vektorom matice A~ a najdite
vlastni hodnotu.

7. (a) Skonstruujte 2 x 2 matice A a B také, ze vlastné hodnoty sic¢inu AB nebudu si¢inom vlastnych
hodnét matic A a B, podobne vlastné hodnoty A + B nebudi st¢tom jednotlivych vlastnych hodnot.

(b) Overte, Ze napriek tomu sa sicet vlastnych hodndt matice A + B rovnd stctu vsetkych vlastnych
hodnét matic A a B, podobne pre siciny. Preco je to tak?

8. Ak vlastné hodnoty 3 x 3 matice A si 1,1 a 2, ktoré z nasledujicich tvrdeni si zarucene pravdivé?
Zdovodnite v pravdivom pripade, najdite protipriklad v nepravdivom.

a) A je reguldrn,

b) A je diagonalizovateln4,

¢) A nie je diagonalizovatelna.

9. (Pravda/Nepravda) Predpokladajme, Ze jedinymi vlastnymi vektormi matice A si ndsobky vektora
z = (1,0,0).

a) A je singuldrna,

b) A m4 viacndsobnu vlastni hodnotu,

¢) A nie je diagonalizovatelna.

10. Vysvetlite preco matica A nemoéze byt nikdy podobnd matici A + I.



11. Nijdite A1 ak A = [13].

12. Derivécia véeobecného polynému a4+ bx +cx? +dx? stupia 3 mé tvar b+ 2cx +3dz?. Pripomenme
si, ze polynémy tvoria vektorovy priestor a derivacia je linedrna transformacia.
a) Ndjdite maticu D zodpovedajicu derivovaniu, t.j.
[abecd]D=[b2ec3d0].

b) Vypoéitajte D* a vysvetlite vysledok v reéi derivacif.
¢) Aké su vlastné hodnoty a vlastné vektory matice D?

13. Aké st vlastné hodnoty matice A spfﬁajﬁcej A? = —I? Ak A je takd redlna n x n matica, ukdite,
ze n musi byt parne. Uvedte priklad.

14. Nasledujuce Jordanove matice maji nulu ako stvornasobni vlastni hodnotu, maju dva linedrne
nezavislé vektory, ale velkosti ich blokov sa nezhoduji. Preto matica J nie je podobnd matici K:

Pre lubovint maticu M provnajte JM a M K. Ak sa rovnaju, ukazte, ze M nie je invertibilnd, a teda
rovnost M ~1JM = K nemdze nastat.

15. Majme matice A a B. Vychadzajic z rovnosti
I -A AB 0 I A| |0 O
0 I B 0 0 I | | B BA
ukazte, ze AB a BA maju rovnaké vlastné hodnoty.

16. Ukézte, ze pre determinant blokovej matice plati

A B

det[c D

] = det Adet(D — CA™'B) = det(A — BD™'C) det D.
Ukézte, ze ak A a C komutuji, potom sa determinant rovnd det(AD — CB).

17. Pravda/Nepravda. Zdovodnite, resp. ndjdite protipriklad:

a) Ak A je symetrickd matica, potom A + il je reguldrna.

b) Ak @ je ortogondlna matica, potom @ + %I je regulérna.

¢) Ak A ma4 redlne zlozky, potom A + ¢I je reguldrna.

d) Existuje matica A takd, ze matice typu A + ¢l sd invertibilné pre vietky komplexné éfsla c.
e) Existuje redlna matica A takd, ze A + rI bude invertibilnd pre vietky redlne 7.

18. a) N4jdite nenulovii maticu NN, taki aby N3 = 0.
b) Ukdzte, ze ak Nz = Az, potom A mus{ byt nula.
c¢) Dokézte, ze N (ktord sa nazyva nilpotentnd) nemoze byt symetricka.

19. Nech A je nilpotentnd matica (t.j. A¥ = 0 pre nejaké k). Ukazte, ze det(A + 1) = 1.

20. Predpokladajme, ze matice A a B sa daju diagonalizovat tou istou diagonaliza¢nou maticou S,
teda madme A = S7!A1S a B = S71A,S. Ukdzte, ze potom matice A a B komutuji a tiez, ze vlastné
hodnoty su¢inu AB su stic¢inom vlastnych hodnét matic A a B. Ako je to s vlastnymi vektormi?

21. Predpokladajme, Ze kazdd z matic A a B ma n réznych vlastnych hodnét. Navyse predpokla-
dajme, ze matice A a B komutuju. Ukazte potom, ze ak x je vlastny vektor matice A, potom je aj
vlastnym vektorom matice B. Vyjdite z rovnosti tAB = xBA.

Pozn. Kedze toto plati pre kazdy vlastny vektor matice A, matice A a B maju rovnaké vSetky vlastné
vektory, a preto maju ta istd diagonaliza¢ni maticu S. Ukéazali sme tak spolu s prikladom ¢. 20, ze
(diagonalizovatelné) matice komutuji prave vtedy, ked maji rovnaké vlastné vektory.
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22. Ukazte, ze matice linedrneho zobrazenia pre dve rozne bazy si rovnaké prave vtedy, ked matica
prechodu komutuje s maticou linearneho zobrazenia.

23. N4jdite maticu prechodu medzi bazou 1,z,z2,...,2" a bazou 1,z —a, (z — a)?,...,(x —a)"
vektorovom priestore polynémov stupiia nanajvys n.

VO

24. Ako sa zmeni matica zobrazenia ¢ : U — V ak zmenime bazy v oboch vektorovych priestoroch?



