Doplnkové cvicenia z algebry a geometrie II. — tlohy ¢. 7

Cvicenia 11. méja 2016 - Skalarny sicin, kolmost, ortogonalizacia

1. V R? néjdite vietky vektory, ktoré si kolmé na vektory (1,1,1) a (1,—1,0). Vytvorte z tychto
vektorov bdzu R3, v ktorej budd vietky vektory navzdjom ortogondlne a budd mat jednotkovi dlzku
(tvoria tzv. ortonormdinu bazu).

2. Nech S je podpriestor R* tvoreny vektormi spfﬁajﬁcimi x1 + x2 + 3 + x4 = 0. Najdite bazu
priestoru S+, t.j. priestoru vektorov kolmych na S.

3. Nech V a W su ortogonalne podpriestory. Ukazte, ze iba nulovy vektor patri do oboch z nich, t.j.
Vnw ={0}.

4. Ukdzte, ze x — y je kolmé na x + y prave vtedy, ked ||z| = ||y|.

5. Aky uhol zviera vektor (1,1,...,1) v R™ so stiradnicovymi osami? Ako vyzerd projekcia na pri-
amku danid tymto vektorom?

6. Pravda/Nepravda. Zdovodnite.
a) ak V je ortogonalny k W, potom aj V+ je ortogonalny k W+,
b) Ak V je ortogondlny k W a W je ortogonalny k Z, potom aj V' je ortogonélny k Z.

7. Nech V je ortogondlny doplnok podpriestoru W v R™. Existuje matica A, ktorej riadkovy priestor
je V a (pravy) nulovy priestor je W (t.j. W = {z| AzT = 0})? Vychadzajic z bazy priestoru V, ukdzte
ako by sa skonstruovala taka matica.

8. Nech S je podpriestor R™. Vysvetlite, ¢o znamend rovnost (S+)+ = S a preco plati.

9. Aky ndsobok vektora a = (1,1,1) je najblizsie k bodu b = (2,4,4)? N&jdite tiez najblizsi bod k
bodu a na priamke prechadzajicej cez b.

10. Molekula metanu CHy vyzerd tak, ze atém uhlika je v strede pravidelného Stvorstena a Styri
atémy vodika st v jeho vrcholoch. Ak si za vrcholy vyberieme body (0,0,0), (1,1,0), (1,0,1) a (0,1, 1),
potom dlzky vietkych hrén medzi nimi budi v/2, teda naozaj ide o pravidelny stvorsten. Aky je kosinus

uhla medzi tseckami spajajucimi stred (%, %, %) s vrcholmi? Ak& je velkost tohto uhla?
11. a) Ngjdite projeként maticu P zobrazujicu rovinu R? na priamku dant vektorom a = [1] a

maticu P» zobrazujicu rovinu na priamku s nou kolmu.
b) Vypocitajte Py + Py a Py Py. Vysvetlite.

12. Ukézte, ze stopa matice P = aTa/aa™ — t.j. sticet zloziek na jej diagondle — sa vzdy rovnd 1.

13. Predpokladajme, ze P je projekéna matica na priamku prechadzajicu cez a.

a) preco je skaldrny sdicin vektorov x a Py rovnaky ako skaldrny sicin vektorov Pz a y?

b) st aj uhly medzi nimi rovnaké? Porovnajte ich kosinusy pre a = (1,1,-1), x = (2,0,1) a y =
(2,1,2).

¢) Preco je skaldrny stcin vektorov Px a Py opéf rovnaky? Aky je uhol medzi tymito dvoma vektormi?

14. Nijdite projekciu vektora b do priestoru generovaného stfpcami matice A:

11 1
A=| 2 -1|, b=]2
-2 4 7

Rozlozte b na zlozku p patriacu do stfpcového priestoru a zlozku r kolmu na tento priestor. Do ktorého
zo Styroch zakladnych podpriestorov patri vektor r?
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Pozndmka: Pre m x n maticu A mame riadkovy priestor {z Al x € R™} C R™, stlpcovyj priestor { Ayt|y €
R} C R™, (Tavyj) nulovy priestor {x € R™|xA = 0}, (pravy) nulovy priestor {y € R"| Ay" = 0})

15. a) Ak P = PT P, ukézte, ze P je projekénou maticou.
b) Na aky podpriestor zobrazuje projekénd matica P = 07?

16. Predpokladajme, ze P je projekéna matica zobrazujica na podpriestor S a @ je projekénd matica
zobrazujtica na jeho ortogonalny doplnok S+. Co budi P+ Q a PQ? Ukézte, ze matica P — @ je sama
sebe inverznou. Akd linedrnu transformaciu predstavuje?

17. Predpokladajme, ze n X n matica P spifla P? = P. Ukéizte, ze potom stipcovy priestor S(I — P)
je podpriestorom (pravého) nulového priestoru N'(P).

Skuste na¢rnit zobrazenie dané maticou P a zdovodnif preco by mala platit rovnost S(I—P) = N (P).
(Ako by vyzeral vektor, ktory by patril do A(P) a nepatril do S(I — P)7?)

18. (3.3.12) Ak V je podpriestor generovany vektormi (1,1,0,1) a (0,0,1,0) najdite
a) bazu ortogonalneho doplnku V=,

b) projekénd maticu P zobrazujicu na V,

c) vektor vo V, ktory je najblizsie k vektoru b = (0,1,0,—1) z V-,

19. Néjdite projekcie vektora b = (0,3,0) na priamky dané navzdjom ortogondlnymi vektormi

a1 =(3,2,—%) aaz = (—3, 2, 2). Néjdite projekciu vektora b na rovinu generovani a; a as.

20. Ukazte, ze ortogonalna matica, ktord je zaroven hornou trojuholnikovou musi byt diagonalna.

21. Nech @7 a @2 su ortogondlne matice (t.j. spliaji QTQ = I). Ukéazte, ze aj sicin Q1Q2 je
ortogonélna matica. Ak matica @Q; reprezentuje otocenie (v R?) o uhol 6 a matica Q2 otocenie o uhol ¢,
¢o bude Q1Q2? Co bude Q2Q17 Néjdite stictové vzorce pre sin(f + ¢) a cos(f + ¢) v sicine Q1Q)s.

22. Nech u je vektor jednotkovej diiky. Ukézte, ze Q = I — 2uTu je ortogondlna matica. Této
matica reprezentuje simernost podla nadroviny p = {z |axT = 0} a nazyva sa Householderova trans-

formécia. Skuste si nakreslit obrazok, projekciu na priamku dant vektorom u, atd. Vypocitajte @ pre

uT:(%a%a %77%)'

23. N4jdite treti stipec matice

1 1
V3 V14
- L =
CT|
V3 Vi

tak, aby bola ortogondlna (t.j. QTQ = I). Musi to byt vektor jednotkovej dizky, ortogondlny na zvysné
dva stlpce — kolko volnosti vlastne zostava? Ukdazte, Ze potom budu aj riadky matice @ ortonormaélne.

24. Ak su vektory q1, g2 a g3 ortonormaélne, ktord linedrna kombindcia ¢ a ¢o je nablizsie ku ¢37

25. Pouzite Gram-Schmidtov proces na vektory

0 0 1
a=1|01, b=11 |, c=1|1
1 1 1

a vyjadrite vysledok v tvare A = QR.

26. N4jdite ortonormélnu bazu pre podpriestor generovany vektormi a; = (1,—-1,0,0), ag = (0,1, —1,0)
aasz=(0,0,1,—1).

27. N4jdite priklad podpriestorov V' a W v R? tak, aby V N W obsahovalo iba nulovy vektor ale V'
nebol ortogondlny na W.



28. Uk4zte, ze ak vektory vy, ..., v, tvoria ortonormalnu bazu R, potom v{ vy + -+ +vlv, = I.

29. Pravda/Nepravda: Ak vektory x a y st ortogondlne a P je projekcia, potom Pz a Py su orto-
gonalne. Zdoévodnite.

30. Majme vektory a; = (1,1,1) a as = (1,—1,1). Maticu projekcie na vektor a; ozna¢me P; a
a?ai

+. Najdite maticu projekcie P na rovinu gen-

maticu projekcie na vektor ay oznazme P, t.j. P; =

erovanu vektormi a1, as a presvedcte sa, ze P # P, + P,. Aku podmienku by museli spfﬁaﬁ vektory aq,
as aby takato rovnost platila?



