Cvicenia z linearnej algebry a geometrie I. — ilohy ¢. 2

Cvicenia 1. oktébra 2015 - Zobrazenia, bindrne operacie, grupy

1. Nech M, N si konetné mnoziny, M m& m prvkov a N mé n prvkov. Kolko existuje zobrazeni z
mnoziny M do mnoziny N7 Kolko existuje injekcif/surjekeii/bijekcii M — N7

2. Nech A je koneénd mnozina a f : A — A je zobrazenie. Dokazte:
a) Ak f je injekcia, tak f je bijekcia.
b) Ak f je surjekcia, tak f je bijekcia.

3. Pre dané zobrazenia f,g : R — R néjdite f o g a g o f. Rovnaju sa tieto zlozené zobrazenia?
Nagcrtnite grafy f, g, go f, fog?

a) f(z) =z +1, g(z) = 2%,

b) f(x) = sinz, g(z) = 22,

c) f(z) = |z, g(x) = 22,

1.1 Ko >0 0 ak ¢ ¢ (—1,1),
d) flx)=4 , ' aeT = Lglr) =4 1= -1 akze(-1,1),z>0,
E_l ak.r<0 1
-1 akze(-1,1),z<0

4. Pre dané zobrazenia f,g : N — N ngjdite f og a g o f. Rovnajui sa tieto zlozené zobrazenia?
(N={1,2,3,...} oznacuje mnozinu prirodzenych ¢isel)
a) f(n) = 2n, g(n) = [n/2],
n—1 akn>2
b) f(n)=n+1, g(n) = -
) fm)=n+ 1 gy =370 ST
5. N4jdite priklad zobrazenia f : X — Y, pre ktoré existuje lavé inverzné zobrazenie, ale neexistuje

pravé inverzné zobrazenie. T.j. existuje g : Y — X také, ze g o f = idx, ale neexistuje h: Y — X také,
ze f (¢] ]’L = idy.

6. Nijdite priklad zobrazenia f : X — Y, pre ktoré existuje pravé inverzné zobrazenie, ale neexistuje
Tavé inverzné zobrazenie. T.j. existuje h: Y — X také, ze f o h = idy, ale neexistuje g : Y — X také,
ze go f =1idx. Mozu byt mnoziny X a Y konetné? Rovnakej mohutnosti?

7.Ak viete, Ze ide o tabulku asociativnej bindrnej operdcie, doplite chybajice policka (ak sa to d4).
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8. Ktoré z uvedenych mnozin tvoria vzhladom na dané operacie grupu? V ktorych pripadoch je tdto
grupa komutativna?
a) (Z,-) (celé ¢isla s obvyklym ndsobenim),
R, ) (redlne ¢isla s obvyklym ndsobenim),
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,+) (so s¢itovanim definovanym po zlozkédch)

R s operdciou %, axb=a+b—1

R\ {—1} s operéciou *, axb=ab+a+b

j) Mnozina v8etkych parnych celych ¢éisel vzhladom na s¢itovanie.
k) Mnozina vSetkych neparnych celych éisel vzhlfadom na séitovanie.
D) (Zs5,9),

m) (Mz2(R),-) (matice typu 2 X 2 s maticovym ndsobenim),

n) {({ %) |z € R} s operdciou maticového ndsobenia,
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laa s . . 7 . .
0) {(8 ! <11> ‘a € R} s operaciou maticového nasobenia.

9. Tvoria vsetky permutdcie na konetnej mnozine M grupu? Je tato grupa komutativna? Zostrojte
tabulku grupovej operécie v pripade M = {1, 2, 3}.

10. Nech G = {z € C: |z] = 1}. Je G s operdciou - (ndsobenie komplexnych ¢isel) grupa? Oznacme
Cpn={2€C:z"=1}. Je (C,,-) grupa?

11. Dokézte, ze ak (G,-) je grupa a x,y, z € G tak plati
Y =1T2 =Y =2,
Yr =20 = T = 2.

(Tzv. zdkony o krdtend v grupe.)

12. Nech (G, ) je grupa a e je jej neutralny prvok. Dokézte:

x*y:y*x@x*y*x_l*y_lze.

13. Ak (G,o) je grupa a a € G je nejaky jej prvok, tak zobrazenie f, : G — G definované ako
fa(b) = aob je bijekcia.

14. Nech (G, o) je grupa. Dokédzte, ze zobrazenie f : G — G definované ako f(a) = a! je bijekcia.
Je to aj homomorfizmus?

15. Nech G je koneénd mnozina a o je bindrna operacia na G, pre ktord plati asociativny zdkon a
zakony o krateni. Dokazte, ze G je grupa.

16. Dokazte, ze v konec¢nej grupe, ktord ma parny pocet prvkov, existuje prvok rézny od neutralneho
prvku taky, ze aoa = e.

17. Nech koneénd mnozina G = {e,as,...,a2} tvor{ s operdciou * komutativnu grupu a e je jej
neutralny prvok. Dokézte, Ze (a1*ag*- - -xa, )? = e. Najdite priklad takej grupy, pre ktord a;*as*- - -*a,, #
e.



