Cvicenia z linearnej algebry a geometrie I. — ilohy ¢. 3

Cvicenia 8. oktébra 2015 - Grupy, podgrupy, homomorfizmy

1. Nech (G, *¢) a (H,*g) su grupy. Dokézte, ze aj G X H s operéciou * definovanou ako
(91, h1) * (g2, h2) = (91 *c g2, h1 *1 h2)
je grupa.
2. Zistite, ¢i (RT x R,0), kde pre kazdé (a,b), (¢,d) € RT x R definujeme (a, b)d(c,d) = (2ac, b+ d),
je grupa.
3. Nech (G, o) je grupa. Dokdzte, ze ak z oz = x, tak x = e.
4. N4jdite vsetky podgrupy grupy Ss. (LAG1 1.4.6.(8))

5. Ukézte, ze H = { | m,n st nepdrne} je podgrupa grupy (Q\ {0},-).

6. Nijdite vsetky podgrupy grupy Zs X Zg a vsetky podgrupy grupy Z4 (v oboch pripadoch operacia
@). Maju tieto grupy rovnaky pocet dvojprvkovych podgrip? (Viete na zdklade vysledku zdévodnit, ze
tieto dve grupy nie su izomorfné?)

7. Nech H je podgrupa grupy G. Nech g € G. Ukéite, ze gHg~' = {ghg~'|h € H} je podgrupa
grupy G.

8. Zistite, ¢i si grupy (Z4,+) a (Zs \ {0}, -) izomorfné.

9. Nech (G, *) a (H,0) st grupy a G je komutativna. Ukdzte, ze ak existuje surjekt{ivny homomorfiz-
mus (epimorfizmus) f: G — H, tak aj (H,o) je komutativna grupa. Plati toto tvrdenie, ak predpoklad
o existencii zoslabime a budeme pozadovat iba existenciu nejakého homomorfizmu f : G — H?

10. S1 grupy (Zg, +) a (Zg X Z3, +) izomorfné? (Operdciu 4+ na mnoZzine Zs X Zs chédpeme po zlozkéch,
t.j. (x1,y1) + (2, y2) = (1 B2 x2, y1 D3 y2). Opericie By a @3 oznacuju séitanie modulo 2 resp. modulo
3 — pouzili sme iné oznacenie, aby sa zdoraznilo, Ze na prvej a druhej suradnici mdme ini operaciu.)

11. Nech f,g: G — H si dva grupové homomorfizmy. Je mnozina {a € G| f(a) = g(a)} podgrupa
grupy G?

12. N§jdite vsetky homomorfizmy (S5, 0) — (Za,+).

13. Nech G = (@ x Q) \ {(0,0)}. Definujme na tejto mnozine bindrnu operdciu * predpisom
(a,b) * (¢,d) = (ac + 2bd,ad + be). Je to skutocne bindrna operdcia? Je (G, x) grupa? Je to komu-
tatfvna grupa? Porovnajte s nasobenim (a + bv/2)(c + dv/2).

14. Je mnozina A = {a+bv/2;a,b € Q} podgrupa grupy (R, +)? Spolu s prikladom &. 13, je (A, 4+, )
podpole (R, +,+)?

15. Nech G = Rx (R\ {0}). Definujme na tejto mnozine bindrnu operdciu * predpisom (a, b) * (¢, d) =
(a + be,bd). Je to skutoéne bindrna operédcia? Je (G,x) grupa? Je to komutativna grupa? Dalo by sa
takéto nasobenie dvojic reprezentovat pomocou nejakého maticového nésobenia?

16. Nech (G, *) je Tubovolnd grupa. Dokézte, ze zobrazenie g — ¢ * g je homomorfizmus z G do G
prave vtedy, ked G je komutativna. Plati rovnaké tvrdenie aj pre g — g * g * g7

17. Nech * je bindrna operdcia na mnozine A takd, ze pre kazdé a,b,c € A plati a* (bxc) = (axc)xb
a * ma neutralny prvok. Dokazte, ze operacia * je komutativna a asociativna.
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