Cvicenia z linearnej algebry a geometrie I. — tlohy ¢. 7

Cvicenia 5. novembra 2015 - béaza, dimenzia, baza prieniku a si¢tu vektorovych priestorov

1. Predpokladajme, ze priestor V ma dimenziu k. Ukazte, ze
a) lubovolnych k linedrne nezdvislych vektorov vo V tvori jeho bazu,
b) fubovolnych k vektorov, ktoré generuji celé V' tvori jeho bazu.

2. a) V priestore matic typu 2 x 2 ndjdite bazu podpriestoru P — matic, pre ktoré sa sicty zloziek v
riadkoch aj stlpcoch rovnaji. Teda

pe{[o ]

b) N4jdite pat linedrne nezdvislych matic typu 3 x 3 s touto vlastnostou.

a—i—b:c—i—d:a—i—c:b—i—d}.

3. Tomograf (Tudovo " CT-¢ko”, to je to, ¢o sa predrazene nakupuje) snima pacienta z roznych smerov
rontgenovymi liémi a potom vyprodukuje obrazok zodpovedajici matici udavajicej hustotu kosti a
tkaniv v kazdom bode. Z matematického hladiska ide o zistenie hodnét zloziek akejsi matice z jej
projekcii.

Vieme zrekonstruovat 2 x 2 maticu A, ak pozname sicty zloziek v kazdom jej riadku a stipei?

Podobne, vieme v 3 x 3 pripade zrekonstruovat maticu A ak pozndme sicty zloziek v kazdom riadku,
v kazdom stfpci ako aj sucty pozdii hlavnej diagonaly a susednych dvoch diagondl s nou rovnobeznych?

4. Vo vektorovom priestore matic typu 2 x 2,

a) budt tvorit matice s hodnostou 1 vektorovy podpriestor?

b) bude podpriestor generovany permutaénymi maticami vyzerat ako?

c) bude podpriestor generovany kladnymi maticami (t.j. vSetky a;; > 0) vyzerat ako?
d) bude podpriestor generovany reguldrnymi maticami vyzerat ako?

5. Kolko 5 x 5 permuta¢nych matic existuje? Su linedrne nezavislé v M5 5?7 Generuju cely priestor
Ms5 5 matic typu 5 x 57 (Netreba ich vypisovat vietky)

6. Ako P,, ozna¢me priestor vietkych polynémov stupiia nanajvys n. Overte, ze dim(P,) =n+1, a
ze L,z —1,...,(x — 1)™ je bdzou tohto priestoru.

7. Uvazujme vektorovy priestor Pg redlnych polynémov stupiia nanajvys 6 v premennej z. Uk&azte,
7e Pg(0) — mnozina polynémov, pre ktoré je 0 korenom, bude podpriestorom Pg. Néjdite dimenziu a
bazu Pe (0)

Podobne uvazujme polynémy s korenom 1: Ps(1) = {p(x) |p(1) = 0,p(z) € Ps}. Néjdite dimenziu a
bézu Pg(1). Co bude prienik Pg(0) N Pg(1), akid bude mat dimenziu?

8. Ukézte, ze ak R chdpeme ako vektorovy priestor nad polom Q, potom
a) 1, V2 a /3 s1 linedrne nezavislé,

b) 1+ 3v/2 a 2 — v/2 s1 linedrne nezavislé,

c) 1, V2, V3, V6 st linedrne nezavislé.

9. Ak sa to d4, doplite dané vektory na bazu prislusného vektorového priestoru:
a) (1,1,2), (2,1,3) v R?,
b) 22 — 1, 22 + 1 v priestore polynémov stupiia nanajvys 3,
c) (1,2,3,0), (3,4,1,2) v Z3.

10. Ukézte, ze ak V a W su trojrozmerné podpriestory priestoru R®, potom existuje nenulovy vektor
patriaci do V aj W, teda VNW # {0}.

11. Nech S a T st podpriestory R'3 s dimenziami dim.S =7 a dim T = 8.
1



a) Ak4 je najvacsia moznd dimenzia S NT?

b) Ak4 je najmensia moznd dimenzia SNT?
¢) Ak4 je najmensia moznd dimenzia S + 77
d) Ak4 je najvicsia moznd dimenzia S + T7

12. Zdoévodnite, preco sa kazdy vektor x v priamom stucte V & W da jednoznacne vyjadrit ako
r=v+wpreveVaweW.

13. Priestor V je generovany vektormi v; = (1,1,0,0), v = (1,0,1,0) a priestor W vektormi
wy = (0,1,0,1) a we = (0,0, 1,1). Njdite bdzu suctu V + W, ako aj bdzu a dimenziu prieniku V NW.

14. Pravda/nepravda. Zdévodnite.
a) Ak st stlpce matice A linedrne nezavislé, potom mé systém AzT = b prave jedno riesenie pre kazdé b.

)
b) Matica typu 5 X 7 nikdy nemdze mat linedrne nezdvislé stfpce.
Kazdé béza podpriestoru W sa dé rozsirit na bazu priestoru V. (predpokladajme dim W # dim V)
)

¢)

d) Kazd4 bédza priestoru V' sa dé zredukovat na bazu podpriestoru W. (opat dim W # dim V)
e) Ak vektory x1, 22, ..., T, generuji priestor S, potom dim S = m.

f) Prienik dvoch podpriestorov vektorového priestoru X nemdze byt prézdny.

15. Ak kazdy z vektorov ¥y, . . ., U je linedrnou kombindciou vektorov @y, . . . , Uy, tak dim([¢7, . .., Ux]) <
dim([ty, - . ., Upm))-

16. Ukazte, ze systém Az’ = b ma rieSenie prave vtedy, ak hodnost(A4) = hodnost(A’), kde matica
A’ je matica, ktoru ziskame z A pridanim b ako stlpca navyse.

17. Nech T = [(1,3,2),(2,1,3),(3,4,0)] je podpriestorom (Zs)3. Existuje podpriestor S taky, ze
(Zs)® =T @ S? Ak 4no, najdite ho. Je tento podpriestor jednoznaéne uréeny?

—

18. Dokézte, ze ak €7,..., € je bdza vektorového priestoru V, tak V = [é1] & - - - & [€x]-



