Cvicenia z linearnej algebry a geometrie I. — ilohy ¢. 9

Cvicenia 19. novembra 2015 - Linedrne zobrazenia, matica zobrazenia, jadro

Ulohy z predoslych cvicent: 8.4, 8.5

1. Rozhodnite, ¢i zlozenie piatich osovych symetrii a 6smich rotaci roviny dé rotaciu alebo osovi
symetriu. Zalezi na poradi v ktorom tieto transformécie robime?

2. N4jdite matice typu 3 x 3 reprezentujice transformacie v R?, ktoré
i) sprojektuji kazdy vektor do roviny zy,

ii) zobrazia kazdy vektor symetricky podla roviny xy,

iii) oto¢ia rovinu zy o uhol 7, nechajic os z namieste,

iv) otoéia rovinu xy, potom rovinu zz a nakoniec rovinu yz, vzdy o 90°,
v) spravia tie isté rotécie ako v iv) len vzdy o 180°.

3. Priestor vsetkych matic typu 2 x 2 ma styri bazové “vektory”

R R I A R

Uk&zte, ze operécia transpozicie je linedrnou transformdaciou na tomto priestore a ngjdite prislusni maticu
A v tejto baze. Preco plati A% = I?

4. Priamku prechddzajicu cez koncové body vektorov u a v mézeme reprezentovat ako koncové body
mnoziny vektorov P = {tu + (1 — t)v|t € R}. Ukdzte, ze kazdd linedrna tansformdcia o zobrazuje
priamku na priamku. Tiez ukazte, ze stred tsecky tvorenej koncovymi bodmi vektorov x a y sa zobrazi
na stred usecky z a(x) do a(y).

5. N4jdite maticu linedrnej transformécie (je to naozaj linedrna transformécia?) z priestoru polynémov
P5(t) do priestoru Py(t), ktord kazdému polynému prirad{ jeho (2 + 3t)-nésobok.

6. Predpokladajme, ze « je linedrna transformdcia roviny zy reprezentovand maticou M. Uk&azte,
7e ak existuje zobrazenie a~!, potom je aj ono linedrnou transformaciou. Vysvetlite pre¢o matica M ~*

reprezentuje o~ L.

7. Linedrna transformécia posielajica vektor tvaru (x1,xo,x3) do (x2,x3,x1) je rotacia. Néjdite jej
os a uhol.

8. Vymyslite vektorovy priestor, ktory obsahuje vSetky linearne transformécie z R™ do R™. Musite
definovat s¢itanie linearnych transformacii, ako aj nasobenie skaldrom. Aka bude dimenzia takéhoto
priestoru?

9. Ako by sa dala skonSturovat matica, ktord zobrazi vektory Standardnej bazy e, es, ez na dané
vektory v, v9,v3?7 Kedy bude takdto matica regularna?

10. Vo vektorovom priestore P3(t) polynémov stupia 3, t.j. p(t) = ag + a1t + ast? + azt®, majme
podmnozinu S polynémov spiﬁajﬁcich fol p(t)dt = 0 € R. Overte, ze S je podpriestor a néjdite jeho
bézu.

Pozn. Pouzite vzorec fol thdt = ;4. Vsimnite si, ze zobrazenie p(t) — fol p(t)dt je linedrna trans-
formdcia z P3(t) do R a mnozina S jej jadro.

11. Nech V a W st vektorové priestory nad polom F a f : V — W je linedrne zobrazenie. Ukéazte,
Ze ak vy, va,...,v, sd linedrne zavislé, tak aj f(v1), f(va),..., f(v,) st linedrne zavislé.

12. Nech f : V — W je linedrne zobrazenie z vektorového priestoru V do vektorového priestoru W
nad polom F. Dokézte:



Ak S je podpriestorom vektorového priestoru V, tak jeho obraz f(S) = {f(v)|v € S} je podpriestor
priestoru W.

Ak T je podpriestorom vektorového priestoru W, tak jeho vzor f~1(T) = {v € V| f(v) € T} je pod-
priestor priestoru V.

13. Zistite, ¢i pre Tubovolné matice A, B, C typu n x n platia vztahy Tr(ABC) = Tr(CBA) a
Tr(ABC') = Tr(ACB). (Svoje tvrdenie zd6évodnite.) Ak niektory z tychto vztahov neplati, bude platit
za dodato¢ného predpokladu, Ze matica A je symetrickd?

14. Nech C' = AB, kde A, B st matice. Musi potom platit S¢ C S47 Musi platit S¢ C Sp? Musi
platit Sa C S¢, Sp C S¢? (Pripomenme, Zze S4 je podpriestor generovany riadkami matice A.)
Plati nejaké podobné tvrdenie aj pre obrazy zobrazeni o : U — V, 3:V - W afoa:U = W?

15. a) Nech A, B si matice nad polom F typu m X n resp. n x k. Dokazte, ze h(AB) < h(A).
Dokézte, ze ak n = k a B je reguldrna, tak h(AB) = h(A).

b) Nech A, B st matice nad polom F' typu m X n resp. n X k. Dokdzte, ze h(AB) < h(B). Dokézte,
7e ak m =n a A je reguldrna, tak h(AB) = h(B).

16. N4jdite maticu linedrneho zobrazenia f : R* — R* takého, ze f(1,2,3,3) = (0,0,0,0), f(1,1,3,2) =
(1’ 07 37 1)’ f(17 1’ 270) = (2’ 0’ 170) a f(17 07 3’ 1) = (27 1’ 3’ 1)'



