Cvicenia z linedrnej algebry a geometrie I. — tlohy ¢. 10

Cvicenia 25. novembra 2015 - Jadro, Obraz, Inverzné matice

1. Najdite bazu obrazu a bazu jadra linedrneho zobrazenia f : Z — Z# daného maticou. V ktorych
pripadoch je toto zobrazenie surjektivne a v ktorych injektivne?
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2. Nech f: V — V je linedrne zobrazenie. Ako f? rozumieme f o f. Dokazte, ze:

a) Ker(f?) 2 Ker(f),

b) Im(f?) € Im(f),

c) f? = 0 prave vtedy, ked Ker(f) 2 Im(f),

d) ak Ker(f?) = Ker(f), potom Ker(f") = Ker(f),

e) ak Im(f?) = Im(f), potom Im(f™) = Im(f).

3. Nech f: U — V je linedrne zobrazenie medzi vektorovymi priestormi U a V a uq, ug, ...u, je
bdza priestoru U. Ukdzte, ze obrazy f(u1), f(usz), ..., f(uy,) st linedrne zdvislé prave vtedy, ked je jadro

zobrazenia f netrividlne, t.j. Ker(f) # {0}.

4. Stopa matice je sicet zloziek na jej hlavnej diagonéle, t.j. pre A = (a;;) typunxn je tr(A) = > as.

a) Ukdzte, ze pre Iubovolné stvorcové matice A, B plati tr(AB) = tr(BA).

b) Nech C € M, ,, je (lubovoInd) §tvorcovd matica typu n x n. Ukdzte, ze zobrazenie T¢ : M,, , = R
dané predpisom T¢ : A — tr(AC) je linedrne zobrazenie.

¢) Pre jednotkovi maticu I,, ndjdite jadro a obraz zobrazenia T, uréite ich dimenzie a bézy.

d) Pre aké matice (ndjdite vsetky) bude pre obraz zobrazenia platit Im(Tx) # R. Aké si dimenzie
obrazu a jadra v tomto pripade? O aké priestory ide?

5. Nech A je 2 x 2 matica. Definujme zobrazenie T4 na priestore Ms 2 matic typu 2 x 2 ako
Ta:Map— Mao,  Ta(X)=AXT +XAT

a) Ukézte, ze T4 je linedrne zobrazenie.
b) Néjdite dimenzie a bézy pre jadrd a obrazy zobrazeni Ty, Ty a Tk pre I = [}9], J = |
_[0-1
K=1[1%]
¢) Ako bude vyzerat obraz zobrazenia T4 pre Tubovolni reguldrnu maticu A? Zdoévodnite.
d) Ak X € Ker(T4), ¢o sa d4 povedat o AXT? Co z toho vieme o dimenzii Ker(T4) pre reguldrnu
maticu A7

0] a

6. Nech P5(x) je vektorovy priestor polynémov supiia nanajvys 5 s redlnymi koeficientami a premen-
nou z. Zobrazenie T je dané predpisom T'(p(z)) = zp'(z), kde p’(x) je derivdcia polynému p(z).

a) Ukazte, ze zobrazenie T je linedrne.

b) N&jdite nejakd bdzu priestoru Ps a maticu zobrazenia T vzhladom na tiito bazu.

c)

N4jdite jadro a obraz zobrazenia T'.
d) Pre aké k € R m4 zobrazenie T — k - idp netrividlne jadro? Néajdite vSetky také k a prislusné jadréd.

7. Néjdite inverzné matice k maticiam
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8. N4jdite inverzné matice, ak existujud, pre:
21 0 0 1 1 1 -2
1 2 1 0 1 1 -2 1
A=101 2 1 o B=1 1 5 1 1
0 0 1 2 -2 1 1 1



Ako by vyzerali inverzné matice pre n x n matice v takomto tvare? Co by sa stalo, ak by sme v nich
zmenili dvojky na nejaky vSeobecny parameter k7

9. Pre maticu
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v jej redukovanom tvare dostaneme nulovy riadok, resp. nulu na diagondle. Ukéazte, ze k takejto matici
neexistuje inverznd. Treti riadok inverznej matice A~ nédsobeny maticou A by mal dat treti riadok
sti¢inu A7'A = I. Preco je to nemozné?

10. Ktoré z vlastnosti matice sa zachovavaji aj pre maticu k nej inverznu?

a) A je trojuholnikova,

b) A je symetrickd,

¢) A je tridiagondlna (t.j. nenulové prvky moézu byt iba na hlavnej diagondle a na dvoch diagondlach
s niou susediacich),

d) vsetky zlozky A su celé ¢isla,

e) vietky zlozky A su raciondlne ¢isla.

11. N§jdite inverzni maticu pre 3 x 3 Hilbertovu maticu
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pomocou Gaussovej emiminacie dvoma spésobmi — najprv presnym vypoctom so zlomkami, potom so
zaokriithlovanim kazdej zlozky na tri platné ¢islice. Porovnajte.

Pokracovanie ulohy: Najdite si nejaké programy, ktoré poc¢itaji inverzné matice a poznaju zlomky
(internet?). Dajte im néjst inverznti maticu k Hilbertovej pre n = 5,6,7.... Co im vyjde? Ktoré vedia
?pocitat so zlomkami” a ktoré nie? Preco asi?

12. a) Existuje 16 réznych 2 x 2 matic so zlozkami 0 alebo 1. Kolko z nich je reguldrnych?

b) Podobne, mame Sestnast roznych 2 x 2 matic so zlozkami 1 alebo —1. Kolko z nich je reguldrnych?

c¢) (fazsie) Ak ndhodne vpiSeme nuly a jednotky do 10 x 10 matice, je pravdepodobnejsie, ze bude
reguldrna alebo singularna?

13. Ak B je inverzna matica k A%, ukazte, Ze inverzna matica k (Stvorcovej) A bude AB.

Pozn. Uvedomte si, Ze to znamend, ze A je invertibilnd prave vtedy, ked A% je. Ako by sa toto
tvrdenie dalo dokdzat pomocou skiimania hodnosti, dimenzii jadier resp. obrazov linedrnych zobrazeni
zodpovedajicich maticiam A a A2%?

14. N3§jdite hodnotu ¢ v nasledujicej n X n inverznej matici:

n —1 - =1 c 1 1
_ .= 1
ak A = Lo 1 , potom A7 = Lo 1
. . . n+ 1 . . .
-1 -1 - n 1 1 - ¢

Pozn. n vo velkosti n X n matice a n vovnutri matice A je to isté n.

15.*% Nech A a B su stvorcové matice. Ukdzte, Zze I — AB je invertibilnd prave vtedy, ked I — BA je
invertibilnd. Vyjdite z rovnosti B(I — AB) = (I — BA)B. Venujte $pecidlnu pozornost pripadu, ked je
matica B singularna.

Ukéazte, ze nieco podobné plati aj pre obdl#nikové matice — A typu m X n, B typu n X m a §tvorcové
matice I,,, — AB a I, — BA.



