
Cvičenia z lineárnej algebry a geometrie I. – úlohy č. 12

Cvičenia 10. decembra 2015 - Determinanty

Otázky a odpovede. A potom vel’a determinantov.

1. Kol’ko výmen riadkov potrebujeme na to, aby sme prešli od matice A k matici I:

A =


eTn
eTn−1

. . .
eT1

 =


0 . . . 0 1
0 . . . 1 0

. . .
1 . . . 0 0

 , I =


eT1
eT2
. . .
eTn

 =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0

. . .
0 0 . . . 1

?

Kedy je detA = 1 a kedy detA = −1? (V pŕıklade 11.9 sme mali n = 4 a detA = 1)

2. Použit́ım riadkových operácíı overte, že determinant 3× 3 Vandermondovej matice je

det

 1 a a2

1 b b2

1 c c2

 = (b− a)(c− a)(c− b).

Skúste vypoč́ıtat’ aj pre 4× 4 a n× n matice.

3. Pre nasledujúce matice nájdite determinanty použit́ım Gaussovej eliminácie:
11 12 13 14
21 22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44

 a


1 t t2 t3

t 1 t t2

t2 t 1 t
t3 t2 t 1

 .

4. a) Antisymetrická matica sṕlňa KT = −K, napŕıklad

K

 0 a b
−a 0 c
−b −c 0

 .
Vysvetlite prečo v 3 × 3 pŕıpade plat́ı det(−K) = (−1)3 detK. Zároveň detKT = detK (toto plat́ı

vždy). Z toho vyvod’te, že taká matica má nulový determinant.
b) Nájdite antisymetrickú 4× 4 maticu s nenulovým determinantom.

5. Ak v matici A je súčet zložiek v každom riadku nula, ukážte, že detA = 0. Ak je súčet zložiek
v každom riadku 1, ukážte, že det(A − I) = 0. Nájdite takú maticu A, pre ktorú z toho nevyplýva, že
detA = 1.

6. Predpokladajme, že CD = −DC. Nájdite chybu v nasledujúcom dôvodeńı: Zoberúc determinanty,
dostávame (detC)(detD) = −(detD)(detC), čiže aspoň jedna z mat́ıc C alebo D muśı mat’ nulový
determinant. Preto rovnost’ CD = −DC môže nastat’ iba ak C alebo D je singulárna.

7. Pre maticu

A =


0 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0


nájdite (jedinú) permutáciu, ktorá bude zodpovedat’ nenulovému členu vo vzorci pre výpočet determi-
nantu. Rozhodnite, či táto permutácia je párna alebo nepárna a vypoč́ıtajte detA.

8. Pravda / Nepravda: (1) Determinant súčinu S−1AS sa rovná determinantu matice A.
(2) Ak detA = 0, potom aspoň jeden člen v rozvoji na (n− 1)× (n− 1) kofaktory muśı byt’ nula.
(3) Matica, ktorej zložky sú iba nuly a jednotky má determinant 1, 0 alebo −1.
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9. Nech Dn je determinant (1, 1,−1)-tridiagonálnej matice typu n× n:

Dn = det


1 −1
1 1 −1

1 1 −1
· · ·

1 1

 .
Overte, že rozvojom podl’a prvého riadku dostaneme Dn = Dn−1 +Dn−2, čo je predpis pre Fibonacciho
postupnost’ 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . .

10. Vysvetlite, prečo bude mat’ 5 × 5 matica s nulovou 3 × 3 podmaticou nulový determinant bez
ohl’adu na to, aké hodnoty budú na miestach označených ∗:

determinant maticeA =


∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗

 je vždy nulový.

11. Vypoč́ıtajte determinant matice

A4 =


0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0


bud’ elimináciou alebo rozvojom podl’a riadku. Nájdite tiež determinanty menš́ıch mat́ıc A3 a A2 – s
nulami na diagonále a jednotkami na ostatných miestach. Vedeli by ste predpovedat’ hodnotu detAn?

12. Nájdite detA ak aij = i+ j.

13. Vysvetlite, ak chápeme determinant ako objem, prečo det 3A = 3n detA pre maticu A typu n×n.

14. Ak C =
[
a b
c d

]
a D = [ u v

w z ], potom rovnicu CD = −DC môžeme preṕısat’ ako

CD +DC = 0 alebo


2a c b 0
b a+ d 0 b
c 0 a+ d c
0 c b 2d



u
v
w
z

 =


0
0
0
0

 .
(a) Nájdite determinant tejto 4× 4 matice A.
(b) Ukážte, že detA = 0 ak a+ d = 0 alebo ad− bc = 0.
Vo všetkých ostatných pŕıpadoch môže nastat’ CD = −DC iba pre D = [ 0 0

0 0 ].

15. Ukážte, že pre pre všeobecné matice typu 4× 4 rozdelené na podbloky vel’kosti 2× 2 plat́ı

det

[
A B
0 D

]
= detA detD, ale det

[
A B
C D

]
6= detA detD − detB detC.

16. Ak matica A je typu m× n a B je typu n×m, ukážte, že

det

[
0 A
−B I

]
= detAB.

(
Pomôcka: vynásobte sprava maticou

[
I 0
B I

])
Overte túto rovnost’ na nejakom pŕıklade s m < n a inom s m > n. Prečo v druhom pŕıpade vždy
dostaneme detAB = 0?

17. Zistite aké znamienko prislúcha v determinante 5× 5 matice súčinu a15a24a33a42a51. Inými slo-
vami, je permutácia σ = ( 1 2 3 4 5

5 4 3 2 1 ) párna alebo nepárna?
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