Diskrétna matematika I. — Domaca uloha ¢é. 11

Cvicenia v tyzdni 3. decembra 2006

Priklady ¢. 1 a 2 slazia na lepsSie pochopenie konstrukcie bijektivneho zobrazenia z dokazu Cantor—
Bernsteinovej vety. Bolo by vhodné aby sa kazdy zo Studentov pokusil o ich vyriesenie.

1. Majme intervaly A = (0,1) a B = (0, 1). Potom zobrazenia f : A — B (dané predpisom = — z) a
g: B — A (dané predpisom g : 2 — x/2) s injektivne. Tym pddom sa na ne vzfahuje tvrdenie Cantor—
Bernsteinovej vety a medzi mnozinami A a B existuje bijekcia h. Pozorne si prestudujte konstrukciu
z dokazu Cantor—Bernsteinovej vety, zistite ¢o budu v tomto pripade mnoziny A;, A, By a By a ako

vyzerd vysledna bijekcia h.

2. Spravte to isté, ¢o v priklade ¢. 1 pre intervaly A = (0,1) a B = (0, 1), injekciu f : A — B (dant
predpisom z — z) a injekciu g : B — A (vhodnu funkciu ndjdite sami).

3. Zoradte vsetky prvky mnoziny Q do prostej postupnosti. (T.j. kazdé raciondlne ¢islo sa v postup-
nosti bude nachadzat prave raz).

4. Nijdite bijekciu medzi mnozinami (0,1) x (0,1) a {[z,y] € R%0 < 22 +y? < 1}.
5. Dokéazte, ze mnozina vSetkych otvorenych intervalov s koncami v raciondlnych ¢islach je spoéitatelna.
6. Dokazte, ze mnozina vsetkych otvorenych intervalov s koncami v redlnych ¢islach je nespocitatelnd.

7. Néjdite bijekciu medzi vSetkymi raciondlnymi ¢islami a nenulovymi raciondlnymi ¢islami. Existuje
takd bijekcia, ktord zachovéva usporiadanie (t.j. ak x < y, potom aj f(x) < f(y))?

Bonusové priklady
8. Uk&zte, ze v rovine nemézeme mat nespocitatelne vela po dvojiciach disjunktnych otvorenych
diskov. (Otvoreny disk so stredom v [z, yo] a polomerom € > 0 je Dc[zo,y0] = {[z,y] € R?; (z — x0)? +

(y — y0)? < €}). Co sa zmenf ak nahradime ’otvorené disky’ ’kruznicami’?

9. Zostrojte funkciu f : (0,1) — (0, 1), ktord na kazdom intervale nadobtda vSetky mozné hodnoty.
Inymi slovami, pre kazdé 0 < a < b <1 a kazdé c € (0, 1) existuje z, také ze a < x < b a f(z) =c.



