Cvicenia z diskrétnej matematiky
Dokéazte!
. Ak platia vyroky A A =B; (A = B) = —A, tak plati aj A = B.
. Ak platia vyroky A A -B; (A = B) = B, tak plati aj A = B.
. Ak platia vyroky (A = B) = C;~(4 = B) = —C, tak plati aj A = B.
. Ak platia vyroky AV B; (A = B) = C, tak plati aj A = C.
. Ak platia vyroky AA-C; A = (BV (), tak plati aj B= (AV C).
. Ak platia vyroky AV B; A= (CV D); B= —-D;C = —A, tak plati aj A = —B.
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Utvorte negacie nasledujicich foriem:
.V [a(x) = b(x)] V [3z —a(z) A 3z b(x)]
.3z [a(x) V b(x)] A [V a(z) = Fz —b(x)]

. [Vx a(x) = Jxb(z)] V [Tz —a(x) A Vo b(z)]
[Tz —a(z) = Jz —b(z)] AV [a(z) < b(x)]
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Dokéazte, ze pre Iubovolné vyrokové formy a(z),b(x) je nasledujica kvantifikovana forma je
tautologia.
Vz [a(z) = b(z)] = [Tz a(x) = Tz b(z)]

Dékaz sporom. Predpokladajme, Ze by tito forma bola pre nejaké vyrokové formy a(z),b(x)
definované na mnozine M nepravdivéi. Teda lavé strana implikacie je pravdiva, t.j.

(Vz [a(z) = b(z)]) =1 (1)
a prava strana implikécie je nepravdivi, t.j.
[Fz a(z) = 3z b(z)] = 0. (2)
z (2) podobne dostavame, Ze
[Fz a(z)] =1 (3)
a
[Fz b(z)] = 0. (4)

Z (3) vyplyva, Zze mozme vybrat prvok x* € M tak, ze [a(z*)] = 1. Z (4) dostévame, Ze
[V —b(x)] = 1. Pretoze —b(x) plati pre kazdy prvok z mnoZziny M, plati aj pre x*. Teda
[-b(z*)] =1 a z toho [b(z*)] = 0. Dostévame, ze implikicia

a(x™) = b(z™)
je nepravdivé a to je spor s (1).

Zistite, ¢i st nasledujtuce kvantifikované formuly tautolégie. Ak ano, dokazte to, ak nie, naj-
dite kontrapriklad.

1Vz [a(z) = b(z)] = [Vz a(z) = Vz b(z)]
2.3z [a(z) = b(z)] = [Vz a(x) = Tz b(z)]
3.Vz [a(x) = b(x)] = [Tz a(z) = Va b(x)]
4.3z [a(z) = b(z)] = [Tz a(z) = Tz b(x)]
5.Vz [a(z) = b(z)] = [Vz a(x) = Tz b(z)]
6.3z [a(z) = b(z)] = [Tz a(x) = VY b(z)]
7.3z [a(z) = b(z)] = [Vz a(x) = Va b(z)]

8. Zistite, ¢i platia
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pacné implikacie.



Dokézte, Ze pre vyrokovi formu dvoch premennych a(x,y) plati
Jx Vy a(z,y) = Yy 3z a(z,y).

Dokaz sporom. Nech a(z,y) je forma definovand na mnoZine M x N. Predpokladajme, Ze dana
implikéacia neplati. Potom je jej lava strana pravdiva. t.j.

[Fz Yy a(z,y)] =1 (5)

a jej prava strana nepravdiva, t.j.
Vy o a(z,y)] = 0. (6)

Z (6) mame, ze [Jy Vz —a(x,y)] = 1. Teda modzme vybrat prvok y* € N tak, ze forma Vz —a(z, y*)
je pravdiva, t.j.
Vz —a(z,y*)] = 1. (7)

Z (5) vyplyva, ze mdézme vybrat prvok x* € M tak, Ze

Yy a(z*,y)] = 1. (8)

Pretoze plati (8), forma a(x*,y) je pravdiva aj pre y*. Teda

alz*,y*) = 1. 9)

Podbne, pretoze plati (7), forma —a(z,y*) je pravdiva aj pre z*. Teda —a(xz*,y*) = 1 a to je
spor s (9).

Dokazte, ze plati:
1.3y Vz a(z,y) = 3z Ty alx
2.y Vz a(z,y) = Vz Jy a(z,
3.y Vz a(z,y) = 3z Yy a(z
4 ¥y Iz a(z,y) = Iz Jy a(z

N4jdite mnoziny M, N a vyrokové formy a(z,y), pre ktoré neplati
1.3y Vz a(z,y) = Jx Vy a(z,y)
23y Iz a(z,y) = Jy Vz a
3.Vy dz a(z,y) = Jx Vy a
4.3y Vx a(z,y) = Vy Vz a

z,y)
z,y)
z,y)

)
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Dokézte tvrdenia:
Pre kazdé prirodzené c¢islo n plati
.5/n% —n
6/n% + 3n? + 2n
.6/n% +11n
.5/2.11" + 3
31/5n+1 + 627171
.42/ —n
L9/mP+ (n+1)°3+(n+2)3
.9/3.13" + 8
9.13/3n+1 4 42n—1
10. 5/8™ — 3™
11.4/3%"1 +1
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12. 133/117+1 4 12201

Dokazte!
1. V rovine je n priamok. Dokézte, Ze vzniknuté plochy mozno ofarbif ¢iernou a bielou farbou
tak, ze Tubovolné dve susedné plochy budt mat rozne farby.
2.Dokézte, ze kazd sumu vicsiu ako 7 halierov mozno zaplatif trojhaliernikmi a péthaliernikmi.
3. n bodov v rovine, z ktorych Ziedne tri neleZie na tej istej priamke mozno spojit in(n — 1)
priamkami.
4. Majme 2n bodov (n > 2) v rovine, z ktorych ziadne tri nelezia na tej istej priamke. Dokazte,
7e ak zostrojime n2 + 1 Tubovolnjch tseciek s koncovymi bodmi v tjchto bodoch, tak vznikne
aspon jeden trojuholnik s vrcholmi z pévodnej mnoziny bodov.
5. Vypukly n-uholnik mé %n(n — 3) uhlopriecok.

Dan4 je fibonacciho postupnost
=1 F,=1, F,yo=F,11+F,VneN.

Dokézte nasledujtce jej vlastnosti :

1. FiFo + FoFs+ -+ - FopFo g = F22n+1 —1Vn>1

2.2/F5, Vn>1

3.3/Fy, Vn>1

4.1< F;—f <2Vn>2

5. Ak x je koretiom rovnice 22 + 2 — 1 =0, tak Vn > 1 22" = Fy,,_1 — 2Fb,

Nech U je neprazdna mnozina a A, B, C st lubovolné jej podmnoziny. Dokdzte mnozinovii
identitu:
AU(BUC)=(AuB)UC
Tereba ukazat, ze Vo € U [z € AU(BUC) < z € (AUB)UC]. Nech x je lubovolny prvok U. Plati

x€ AUBUC) & (z€ A)V(xeBVzxe(C) & (r€ AVz e B)V(r € C) & z € (AUB)UC).
Vyuzili sme pritom, ze disjunkcia je asociativna logicka operacia.

Dokézte: 1. AN(BNC)=(ANnB)NC
2.ANn(BUC)=(ANB)U(ANCQC)
3.AUBNC)=(AUB)N(AUCQC)

4. (AnB)C A (ANB)CB
5. AC(AUB);AC (AUB)

Dokézte, ze ANQ = (.
Dokaz sporom. Nech A C U je Iubovolnd a A N je neprazdna mnozina. Potom
Jxrze(ANB)= I [r e ANz €] = [Tz z € Al AJzx[z € ().
Tvrdenie Jz[x € )] je zjavne nepravdivé a teda celd konjunkcia je nepravdiva. Dospeli sme k

sporu.

Dokazte!
L (A9 = A4, AUD=A4,ANAC =0; AUAC =U
2.AN(AUB)=4,AU(ANB)=A

Ostatné mnozinové identity sa daji najst v skriptach: Olejér, Skoviera: Diskrétna matematika
1. Na skusku treba vediet dokézat vSetky z Vety2.2, Vety2.3.



