
Diskrétna matematika I. – Domáca úloha č. 12

Cvičenia v týždni 10. decembra 2007

1. Označme 0 = |∅| a 1 = |{∅}|. Ukážte, že pre každé kardinálne č́ıslo p plat́ı:
a) p + 0 = p · 1 = p,
b) p0 = 00 = 1,
c) p1 = p.

2. Dokážte, že pre l’ubovol’né kardinálne č́ısla p, q a r plat́ı:
a) p ≤ q ⇒ pr ≤ qr,
b) p ≤ q ⇒ pr ≤ qr,
c) ak r 6= 0, potom p ≤ q ⇒ rp ≤ rq. Čo sa stane ak r = 0?

3. Zachová sa platnost’ tvrdeńı v pŕıklade č. 2, ak zameńıme neostré nerovnosti za ostré?

4. Dokážte, že každý systém navzájom disjunktných intervalov je spoč́ıtatel’ný.

5. Označme ℵ0 = |N| a c = |R| = 2ℵ0 . Dokážte, že pre každé prirodzené č́ıslo n ∈ N, n ≥ 2 plat́ı:
a) c = nc = ℵ0c = cc = cn = cℵ0 ,
b) 2ℵ0 = nℵ0 = ℵℵ0

0 = cℵ0 = c,
c) 2c = nc = ℵc

0 = cc.

6. Nech A1, A2, . . . sú také množiny, že pre každé n máme A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An 6= ∅. Môže sa stat’ že
A1 ∩A2 ∩ . . . = ∅?

7. Dokážte, že existuje injekcia z R2 do R. Existuje injekcia z množiny všetkých postupnost́ı s
reálnymi hodnotami do R? Vedeli by ste ju skonštruovat’?

8. Ukážte, že množina všetkých konečných podmnož́ın množiny N je spoč́ıtatel’ná. Čo zlyhá, ak by
sme sa pokúšali použit’ diagonálny prinćıp na ukázanie toho, že je nespoč́ıtatel’ná?

Bonusové pŕıklady

9. Nech S je taká trieda podmnož́ın N, že pre každé A,B ∈ S máme A ⊂ B alebo B ⊂ A. Môže byt’
S nespoč́ıtatel’ná?

10. Hovoŕıme, že funkcia f : N → N je rastúca ak f(n + 1) ≥ f(n) pre všetky n a klesajúca ak
f(n + 1) ≤ f(n) pre všetky n. Je množina všetkých rastúcich funkcíı spoč́ıtatel’ná alebo nespoč́ıtatel’ná?
Ako je to s množinou klesajúcich funkcíı?
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