Nasleduje riesenie 4. a 10. prikladu 2. sady napisané s dérazom na kombi-
natoricka stranku problému, teda hlavne na prechod od rekurentnych vztahov
sformulovanych v leméach 3 a 4 k uzavretym vzorcom. Dokazy liem 3 a 4 sa
v jednom argumente asi trochu spoliehaju na geometricki intuiciu. Najtazsi
pripad nadrovin v R¥ ponechavame na ¢itatelov.

2. sada/4. priklad

Majme v rovine n priamok vo vSeobecnej polohe, t.j. Ziadne dve z nich nie st
rovnobeZné, ani sa Ziadne tri z nich nepretinaja v jednom bode. Na kolko éasti
delia rovinu?

RieSenie. Pripomenhme si znamy vzorec zo stredogkolskej kombinatoriky, kto-
rého dalsie pouZivanie nam umozni zrychlit a zjednodugit niektoré tvahy.

Lema 1 (Pascalov vzorec) Pre prirodzené cisla n, k plati (}) + (kil) =
n+1

(k+1)'

f)alej sformulujeme zrejmé pozorovanie, ktoré je akoby ,,jednorozmernou anal6-

giou” vety 1 (veta 1 je rieSenim ,dvojrozmernej“ 4. tlohy).

Lema 2 n réznych bodov leZiacich na jednej priamke rozdeluje tito priamku na
n+ 1 dsekov,,suvislych casti® (n — 1 useciek a dve polpriamky).

Poziadavku na réznost bodov v leme 2 by sme mohli chapat ako analégiu po-
ziadavky na ,yv8eobecnost polohy“ priamok v 4. tlohe. Lemu 2 by sme mohli
tiez formalne dokézat indukciou.

Nech O,, je pocet Casti, na ktoré deli rovinu n priamok vo vSeobecnej polo-
he. Zjavne Oo = 1, 01 = 2, 02 = 47 03 =T.

Lema 3 O, =0,_1+n

Dokaz. Zjavne n-t4 priamka ma (v stlade s podmienkami vSeobecnej polohy)
n—1 priese¢nikov s predchédzajicimi n—1 priamkami. Podl'a lemy 2 tychto n—1
bodov rozdel'uje n-ta priamku na n tsekov (n — 2 useiek a dve polpriamky),
z ktorych kazdy je hranicou prave jednej novovzniknutej oblasti (a kazda nova
oblast je ohraniCena prave jednym z n usekov n-tej priamky). Teda pridanim
n-tej priamky pribudne k O,_; ,starym* oblastiam eSte n ,novych®, ¢o bolo
treba dokéazat. [J Teda

O0p,=0p14+n=0p24+n+n—-1)=0;+n+n—-1)+...(i+1)=
=0g+n+(n—-1)+...140=14+n+n-1)+...140= (1)

1
n(n;r )+1’

Plati teda

Veta 1



¢o dokdzeme matematickou indukciou s vyuzitim lemy 3, alebo nahliadneme
priamo.

Dékaz 1. Matematickou indukciou. Overme najprv bazu indukcie. Naozaj
Op =1+ ("t =140=1, kedze (}) = (3) — (}) = 1 — 1 = 0 podla Pascalovej
formulky.

Pristtpme k indukénému kroku. Indukénym predpokladom (IP) bude: O,,_1 =
(3) +1. 1
Potom On _lema 3 Onfl +n _IP (g) +14n= (;L) 4 (711) +1 __Pascal (n;r )+1|:|

Dokaz 2. Pocet tsekov (usefiek a polpriamok), na ktoré je tych n priamok
vo vSeobecnej polohe rozdelenych vzajomnymi prieseénikmi, je vlastne

1
pocet priese¢nikov + pocet priamok = (Z) + (?) - (n;_ > ®)

podla Pascalovej formulky. O (V podstate sme len dali nova interpretaciu uz
spominanej rovnosti 3.)

Teraz prejdime k zovieobecneniu pre roviny deliace R? /nadroviny deliace R¥.

2. sada/10. priklad

Majme v priestore n rovin vo vSeobecnej polohe, t.j. Ziadne dve z nich nie st
rovnobezné, kazda trojica rovin sa pretne prave v jednom bode a Zziadne Styri
sa nepretnd v jednom bode. Na kol'ko casti delia priestor? Ako by to bolo pre
(k — 1)-rozmerné nadroviny v k-rozmernom priestore R*?

Riesenie. Nech R, je pocet asti, na ktoré deli priestor R?® n rovin vo vie-
obecnej polohe. Zjavne Ry =1, Ry =2, Ry =4, R3 = 8.

Lema4 R,=R,_1+0,_1

Dokaz. Zjavne na n-tej rovine (ozna¢me si ju ako N,,) lezi (v silade s podmien-
kami v8eobecnej polohy rovin) n — 1 priamok pi, pa,... pp—1 - prienikov n-tej
roviny N, s predchadzajicimi n—1 rovinami Ny, No,... N,,_1, teda p; = N,NN;
pre 1 <i <n—1 (kedZe v stlade s podmienkami v8eobecnej polohy rovin ro-
viny N; a N, nie st rovnobeZzné). Tychto n — 1 priamok p, ps,... pn—1 je vo
vS8eobecnej polohe v zmysle tlohy 4, t.j. Ziadne dve z nich nie sii rovnobezné
ani sa ziadne tri z nich nepretinaju v jednom bode. Skuto¢ne?

Keby totiz boli povedzme priamky p; a p; (1 <4,j < n —1) rovnobezné, p;||p;,
tak by platilo 0 = p;Np; = (N;NN,)N(N;NN,,) = N;NN; NN, teda tri roviny
N;, N;, N,, sa nepretinaja (ani v jednom bode), €o je v rozpore s podmienkami
v8eobecnej polohy rovin.

A ak by sa tri priamky, povedzme p;, p;, pr (1 < 4,5,k < n — 1) pretinali v
nejakom bode a ak by sa navySe ten bod volal B, tak by platilo B € p; Np; Np,
alepiﬂpj Npr = (NiﬂNn>ﬁ (NjﬂNn)ﬁ(NkﬂNn) = NiﬂNjﬂNkﬂNn =+ [Z),
teda 8tyri roviny N;, N;, Ny, N, sa pretinaju (aspoi v jednom bode, a to v B),
¢o je v rozpore s podmienkami vSeobecnej polohy rovin.

Tychto n — 1 priamok p1, po,... pp_1 teda rozdeluje n-tt rovinu na O,
Lkomponentov sivislosti“ (oblasti roviny v zmysle tlohy 4), z ktorych kazdy je



hranicou préave jednej novovzniknutej oblasti priestoru R? (a kazda nova oblast
priestoru R? je ohrani¢ena prave jednou z O,_; oblasti n-tej roviny). Teda
pridanim n-tej roviny pribudne k R, _1 ,starym* oblastiam este O,,_1 ,,novych®,
¢o bolo treba dokézat. [

Teda opakovanym pouzitim lemy 4 napriklad

Ry = R3+03 = Ro+05+03 = Ri+01+05+03 = Ry+0¢+01+02+03 (4)
n—1
Lema 5 R, =R0—|—ZOk
k=0
Doékaz. Matematickou indukciou. Bézou nech je n = 4, pren sme tvrdenie uz

ukézali rovnostou 4. Pristapme teda k ind. kroku. Indukénym predpokladom
(IP) bude

n—1
Ry, =Ro+ Y _ O. Potom
k=0
n—1 n
Ryt _lema 4__ R, + O, _IP Ro + Z O+ 0, = Ry + ZO;“ ¢im je dokaz

k=0 k=0
matematickou indukciou ukonceny. U

Dosadiac do rovnosti v leme 5 za Oy, vyraz (
1
2

n—1 n—1 k+1
Rn:R0+ZOk:1+Z<< ) >+1>:
k=0 k=0
n—1
k+1
k=0
" [k
n+1+z<2>
k=2

mers (o)<

Ide vlastne o sacet ¢isla n+1 s n—1 ¢islami na diagonale Pascalovho trojuholnika.

Pocitajme teda s vyuzitim toho, ze (g) = (g) a Pascalovho vzorca:

()+ ()G () -
) () () ()

k+1
2

) = 0 podla Pascalovej formuly dostéavame

) + 1 (o mozno podla vety 1)
a vyuzijuc to, ze Ry =1 a (



f)alej teda uvedieme a dokdzeme prave odvodenta kombinatorickt identitu, ktora
hovori o stucte ¢isel na druhej diagonale Pascalovho trojuholnika.

Lema 6 Pre prirodzené c¢islo n > 2 plati @) + (g) + (3) +...+ (’21) = Z (I;) =
k=2

n+1
3
Doékaz. Matematickou indukciou. Overme bézu: Pre m = 2 tvrdenie plati:
LS = (3) =1= (g) = PS. Pristiapme teda k ind. kroku. Indukénym predpo-
Kladom (IP) bude: (3) + (5) + () +.-- + (3) = Xyi_s (3) = ("37)-
Potom platt (2) + () + (5 .-+ () ("5) =17 (751) (*5') =Pt (3%).
¢o je tvrdenie pre n + 1, ¢im je dokaz matematickou indukciou ukonc¢eny. [J

Teda podla rovnosti 5 a lemy 6 mame dokizany nasledujici vysledok pre
pocet oblasti R,,, na ktoré deli priestor R® n rovin vo vieobecnej polohe.

n+1 n+1 n+1
R, = 1= 7
Alternativnou cestou od rekurentného vztahu v leme 4 k vete 2 bez explicitného

pocitania s kombina¢nymi éislami by bolo vyuzitie vzorca z prvého cvicenia:

- nn+1)(2n+1)
> K = :
k=1

Veta 2

5 Sposob, ktory sme zvolili, v8ak zarovenn ukazuje

cestu k dalsiemu zovSeobecneniu: Oznaéme T¥ ako pocet oblasti, na ktoré je
rozdeleny priestor R* n nadrovinami. Zosumarizujme si formou ukazujticou na
mozné zovSeobecnenie uz dokazané vysledky z viet 1 a 2 a lemy 2:

T =(n+1) = (?)4‘
e ()= () (1) () ()
en ()= () (1)) (- )

8)

Vieobecny pripad nadrovin v RF ponechéavame na ¢itatelov. Naértnime aspoil
plan, ako by sa dalo postupovat:

v/ Najprv by sme sa mali pokusit sformulovat podmienky v8eobecnej polohy n
nadrovin v R¥(s vyuzitim vedomosti z linearnej algebry a geometrie o dimenzii
prienikov afinnych nadrovin, resp. s vyuZitim skdsenosti s rieSenim stustav line-
arnych rovnic).

v/ Dokazat rekurentny vztah analogicky leme 4. V dokaze vyuzit vSetky pod-
mienky vieobecnej polohy n nadrovin v R* (niektoré podmienky mozno nastoli
aZ tento dokaz).

v/ Uhadnut, ako vyzera ,uzavrety“ vzorec pre T a dokazat ho matematickou
indukciou podla k, dimenzie priestoru R*. V tejto indukcii nam méze pomoct

" /i n+1
zovdeobecnenie lemy 6: vztah Z ( > = ( )
=~ k k+1



